4. cviceni z PaSti — 2021-03-24
Z kazdé kapitolky (mimo Bonusy) vyfeste aspon jeden priklad.
Na zahrati

1. Méjme neorientovany graf G = (V| E). Vybereme ndhodné podmnozinu vrcholt
V' C V tak, Ze pro kazdy vrchol si hodime minci, zda ho ddme do V. Jak4 je st¥edni
hodnota po¢tu hran, které vedou mezi V' a V \ V'?

2. Hodime tfemi kostkami a vysledek precteme jako triciferné cislo. Jakd je jeho
stfedni hodnota?

3. Hodime dvéma kostkami a vysledek preCteme jako dvojciferné ¢islo, pricemz

kostku s vétsi hodnotou pouzijeme pro fad desitek. Jakd ja ted stredni hodnota?

Zachazeni se stfedni hodnotou a rozptylem

4. Necht X, Y jsou diskrétni n.v., a € R.

(a) Ukazte, ze var(X + o) = var(X).
(b) Vyjédiete var(aX) pomoci var(X).
(¢) Ukazte, ze var(X +Y) = var(X) + var(Y) pokud X, Y jsou nezdvislé.

5. Dokazte:

(a) Pokud E(X?) =0, tak P(X =0) = 1.

(b) Pfedpokladejme, ze var(X) = 0, déle ze E(X) existuje a je koneén4.
Pak X = E(X) skoro jisté, neboli P(X =E(X)) = 1.

Podminéna stredni hodnota

6. V testu je 20 otdzek s volbami {a, b, c,d}, vidy je spravnd préavé jedna odpovéd.
Za spravnou odpovéd dostanete 1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou
otazku nula. Kazdé otazka je s pravdépodobnosti p jednou z téch, co se Kvido naucdil,
a tedy znd spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezna, vi o tom a mize se
rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota poétu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat
jenom na otdzky, u kterych znd odpovéd?
(b) A co kdyZ bude tipovat, kdyZ neznd spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi
v Castech a, b stejné?



Nezavislost
7. Ukazte, ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé jejich indikatorové
velic¢iny.
8. Ukazte, ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati
PX<zANY <y)=PX<z) PY <y).

Pro jednoduchost muzete predpokladat, ze Im(X) = Im(Y) = {1,2,...,n} pro
néjaké n.
Nahodné vektory
Sdruzend pravdepodobnostni funkce je definovana vztahem

pxy(z,y) =P(X =AY =y).
Pripomerite si, jak z nf zjistit ,jednorozmérné funkce® px, py. (Tém se fikd margi-
ndlni rozdéleni — predstavujte si je na okrajich tabulky sdruZeného rozdéleni.)

9. Ze standardniho balicku s 52 kartami vytdhneme dvé karty. Oznac¢ime X pocet
vytazenych es, Y pocet kréli. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci pxy a
také marginalni pstni funkce px, py.

10. Oznacme X1, X5, X3 vysledky t¥{ nezavislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s ¢isly
1, ..., 4).

a) Jaka je pravdépodobnostni funkce X = X;7

(a)

(b) Jakd je pravdépodobnostni funkce ¥ = max (X1, X5)?

(¢) Jakd je pravdépodobnostni funkce Z = max (X, Xo, X3)7
)

(d) O kolik se zvysi stfedni hodnota tim, ze mizeme hézet t¥ikrat? Neboli o kolik
je vyssi E(Z) nez E(X)?
Népovéda: Urcete napied P(Y < k), P(Z < k).

11. Nezavislé n.v. X1, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry p1, ..., pn.
Jaké je rozdéleni min(Xy,...,X,)?

12. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro i = 1,...,6. Hodime n-krat
a oznacime X; pocet hodu, kdy padlo 1.

(a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkci pro n.v. Xy, ..., X,,.

(b) Jaké je margindlni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?



Bonusy

13. Pripomerite si definici indikdtorové ndhodné veli¢iny [ 4.

(a) Jakd je E(14)?
(b) Necht A= A; UAyU---U A,. Ovéfte rovnost

n

1-Iy =[] -1a,).

i=1

(¢) Rozndsobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip
inkluze a exkluze.

14. Ozna¢me M pocet emaili, které dostaneme za den, S pocet spamt mezi nimi,
H pocet ,hami“ — téch, co nejsou spamy. Piedpoklddejme, ze M ~ Pois(\) a Ze
kazdy email ma nezdvisle na ostatnich pravdépodobnost p, Ze je to spam.

(a) Vyjadfete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M
as.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(p)).
(¢) Odvodte, ze H ~ Pois((1 —p)X) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.

15. V tipovaci hfe mé soutézici na vybér n otazek, ze kterych si mlze postupné
vybirat. U i-té otazky s pravdépodobnosti p; odpovi spravné, ziské za to h; korun a
pravo dalsiho vybéru. Pokud neodpovi spravné, konéi. Predpoklddejme, ze cilem je
maximalizovat stfedni hodnotu zisku. Ukazte, ze toho docili, bude-li vybirat otazky
sefazené podle hodnoty %



Pravdépodobnostni rozdéleni v Pythonu

import scipy.stats as stats

Poridime st binmomidlni rozdéleni s danymi parameiry
= 20

=0.3

stats.binom(n, p)
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# Nechdame si vygenerovat ndhodny vzorek
print ('RVS:', b.rvs(size=20))

# Pravdépodobnostni funkce (Probability Mass Function)
print ('PMF:', [b.pmf(x) for x in range(0, n+1)])

# Distribuént funkce (Cummulative Distribution Function)
print ('CDF:', [b.cdf(x) for x in range(0, n+1)])

# Kvantily ("inverze" k CDF, Percent Point Function)
print('Quantile 0.1:', b.ppf(0.1))
print('Quantile 0.9:', b.ppf(0.9))

# StTedn? hodnota, Tozptyl a smérodatnd odchylka
print('Mean:', b.mean())

print('Variance:', b.var())

print('Std deviation:', b.std())

# Také se jde primo zeptat na vlastnosti rozdéleni s konrétnimt
# parametry, aniZ bychom ho explicitné konstruovali.
print(stats.binom.rvs(n, p, size=20))



Kreslime obrazky

import numpy as np
import scipy.stats as stats
import matplotlib.pyplot as plt

Rozdélent

= 20

= 0.3
stats.binom(n, p)

o T B %

# Jeden obrazek

fig, ax = plt.subplots(l, 1)

x = np.arange(0, n+1)

ax.plot(x, b.pmf(x), 'bo', ms=8, label='binom pmf')
ax.vlines(x, 0, b.pmf(x), colors='b', lw=5, alpha=0.5)
ax.legend ()

plt.show()

# Nebo vice obrazki pohromadé

fig, ax = plt.subplots(l, 2)

x = np.arange(0, n+1)

ax[0] .set_ylim(0, 1)

ax[0] .plot(x, b.pmf(x), 'bo', ms=8, label='binom pmf')
ax[0] .vlines(x, O, b.pmf(x), colors='b', lw=5, alpha=0.5)
ax[0] .legend )

ax[1] .plot(x, b.cdf(x), 'r', label='binom cdf')

ax[1] .legend )

plt.show()



Binomial(n=30, p=0.3)
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Hypergeometric(M=100, n=10, N=3)
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Geometric(p=0.5)
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Poisson(pu=1)
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