2. cviceni z PaSti — 2021-03-10

Podminéna pravdépodobnost
1. Jaky je vztah tvrzeni P(A | B) > P(A) a P(B| A) > P(B)?

2. Pro planovani vyletu do Krkonos pouzivame c¢eskou a polskou predpovéd pocasi.
Kazdd ndm da binarni vysledek hezky/osklivo a mé pravdépodobnost tspéchu p €
[0, 1]; obé pfedpovédi jsou nezévislé. Pouzivame je takto: pokud se shoduji, véfime
jim, pokud ne, hodime si korunou. Jaka je pravdépodobnost, Ze se rozhodneme
spravné?

3. (Paradox Montyho Halla) V soutézni hie stojime na podiu pfed tfemi dvermi.
Za dvojemi je koza (tu nechceme, moc Zere), za zbylymi auto (to chceme, i kdyz
vlastné také moc Zere). Vybereme si jedny dvefe, ale nez je otevieme, moderator
otevie jedny ze zbylych dveri, ukdze za nimi kozu, a nabidne nam, ze mtizeme svoji
volbu zménit. Mame to udélat? Pomutze to? Uvédomte si, ze zaddni ma (minim4lné)
nasledujici dvé varianty:

(a) moderétor vi, kde je auto, a tomu prizptsobi, které dvefe otevie;

(b) moderator si hodi korunou, které dvefe otevrit. Kdyby odhalil auto, tak bychom
asi prohrdli, ale to se zrovna nestalo.

Budeme pouzivat strategii, kdy dvefe zménime. Spocitejte pravdépodobnost, ze vy-
hrajeme auto, ve variantéch (a), (b).

Nezavislé jevy
4. Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezavislé i A, B¢ a také A¢, B¢.

5. Mohou byt dva jevy nezavislé a zaroven disjunktni?

6. Najdéte jevy A, B, C takové, ze P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), ale jevy nejsou
po dvou nezavislé.

Testovani vlastnosti

Motivace: Necht nékteré elementarni jevy maji urc¢itou vlastnost a mame k dis-
pozici test, ktery ji ne uplné spolehlivé odhaluje — prikladem mize byt tfeba vyskyt
nemoci v populaci a test na tuto nemoc. Uvazme jevy N = | je nemocny“ a Tl = _test
vysel pozitivné*“.

Predstavme si, ze test danému jedinci vysel pozitivné. To muze znamenat, Ze
nemoc ma (pravy pozitivni vysledek), nebo Ze ji nemad, ale test se spletl (falesny
pozitivng vysledek). Podobné pokud test vySel negativni, mize to byt vysledek pravy
negativnd nebo falesny negativnd. (Anglicky true/false positive/negative.)

Pravdépodobnost pravého pozitivniho vysledku je zjevné P(N | T), falesného
pozitivntho P(N¢ | T'), podobné pravého negativniho P(N¢ | T¢) a falesného nega-
tivntho P(N | T¢). Pfitom zjevné P(N | T) =1 — P(N° | T) apod.



P1i vyrobé testu obvykle statisticky testujeme tispésnost testu na lidech, u kte-
rych vime, zda jsou nemocni. Tim ziskame opac¢né podminéné pravdépodobnosti
P(T | N) a P(T | N°). Bayseova véta ndm je umoziiuje obrétit a spocitat pravde-
podobnosti z predchoziho odstavce.

Jesté k terminologii: U testu se také mluvi o senzitivite a specificité. To prvni
je P(T|N) - jaky zlomek nemocnych se ndm podatilo identifikovat — to druhé pak
P(T¢|N¢), tedy totéz pro zlomek zdravych.

Podobnou situaci najdeme i v kontextu vyhledavani informaci: predstavte si tieba
internetovy vyhledavac, kterému polozite dotaz. Nemocni jsou spravné odpovédi na
dotaz, pozitivné testovani jsou vysledky vyhleddvace. Tentokrat se parametrim rika
precision a recall. Precision je zlomek spravnych odpovédi mezi nalezenymi, tedy
P(N | T), ¢ili pravdépodobnost pravych pozitiv. Recall fikd, jaky zlomek spravnych
odpovédi jsme nasli — to je P(T | N), ¢li totéz, co senzitivita. At Zije jednotnost
terminologie ;)

Bayesova véta

7. Petr dostédva hodné emailt, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 %
spamu spravné oznaci, ale také 5 % radnych emailt oznaéi jako spam.

(a) Kolik procent emailii bude oznaceno jako spamy?

(b) Kolik procent fadnych emaild je mezi témi, co jsou oznacené jako spamy?

(¢) Kolik procent spamt je mezi emaily, které testem prosly?

8. Koufovymi signaly prenasime binarni soubor. Je proto pomérné vysoka pravdé-
podobnost chyby u kazdého bitu: 0 se jako O pfenese jen s pravdépodobnosti 0.9,
1 jako 1 jen s pravdépodobnosti 0.8. Pfedpoklddejme (trochu neseriézné), Ze jednot-
livé znaky se prendsi nezavisle.
(a) Pokud jsme dostali signal 0, jaka je pravdépodobnost, Ze byl opravdu vysldn?
(b) Dostali jsme zpravu 0010. Jaké je pravdépodobnost, Ze byla opravdu vysldna?
(c) Jak se vypocet zméni, pokud budeme pro kontrolu vysilat kazdy symbol t¥ikrat
(a pak vezmeme ¢ast&jsi z téch ti{ pokust)?
Ulohu si miiZete zjednodusit predpokladem, 7e 0 a 1 se maji stejnou pravdépodobnost
spravného prenosu.

9. Pokud vidime bilého pudla, zvySuje to nasi diavéru, ze je kazda vrana cerna?



Bonusy

10. (Simpsoniv paradozr) V této tloze budeme mit bonbony dvou druhi: dobré
Cervené a nedobré zelené. Bonbony ale vybirdme z nddoby poslepu (nebo jsme bar-
voslepi). Rozhodnéte, zda se miize stét nasledujici podivnost:

e Prii vytahovani bonbonu z bilé krabice mame vyssi pravdépodobnost, ze vy-
tahneme dobry bonbon, nez z ¢erné krabice.

e Pri vytahovani bonbonu z bilého sacku méame vyssi pravdépodobnost, ze vy-
tahneme dobry bonbon, nez z c¢erného sacku.

o Pokud pfesypeme bonbony z bilého sdcku do bilé krabice (a z ¢erného do cerné
krabice), tak budeme mit lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu
v ¢erné krabici.

11. (Prosecutor’s fallacy) Pani C. umfely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovand
za dvojnasobnou vrazdu. Zalobce argumentuje takto: Pravdépodobnost syndromu
ndhlého dmrti kojenct je 1/8500. TakZe pravdépodobnost dvou takovych jevi je
1/85002%. Tud{z pravdépodobnost, Ze pani C. je nevinn4, je 1/85002, coz je hodné
mélo.

Formulujte argumenty zalobce v Teci pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé
chyby.

K procviceni

12. Logickd formule A = B je ekvivalentni obméné =B = —A. Budeme se
zabyvat analogiemi zahrnujicimi pravdépodobnost.

(a) Ukazte, ze pokud P(B | A) =1, tak také P(A°| B¢) = 1.
(b) Ukazte, Ze je v8ak mozné, aby P(B | A) =1, ale P(A° | B) = 0.

13. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna ma na obou stra-
nach orla. Vytdhneme ndhodnou minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel.
Jakd je pravdépodobnost, ze jsme si vytdhli ,dvouorlovou® minci? (Zkuste napied
odhadnout, pak spocitat.)

14. Na chorobu C mame dva testy, A a B. Test A ma4 sensitivitu i specificitu p = 0.95.
Test B vzdy fekne, ze pacient je zdravy. Predpokladejte, ze P(C) = 0.01.

(a) Spoctéte pro oba testy pravdépodobnost ispéchu (tj. spravné odpovédi), pouzi-
jeme-li je na ndhodného pacienta. Rozmyslete si, co to k4 o uzite¢nosti obou
test.

(b) Pro jaké p je pravdépodobnost tispéchu obou testii stejnd?



15. Ve volbéch hlasuji lidé pro dva kandidaty, A a B. P¥i odchodu z volebni mistnosti
jsou voli¢i ndhodné pozadani o ucast v exit-poll. Pfredpokladejme, ze kdo odpovi,
odpovi popravdé koho volil, ale ne v§ichni se zicastni. Oznac¢ime-li £ mnozinu voli¢a,
ktef{ se exit-pollu ztcastni, tak predpoklddejme P(FE | A) = 0.7 a P(E | A¢) = 0.4.

Vysledky exit-pollu jsou 60 % pro A. Jaky je skuteény podil lidi, ktefi hlasovali
pro A?

16. Mame tii normélni hraci kostky a jednu kostku, kde jsou tii jednicky a tii
dvojky. Vybereme uniformné nahodné jednu z kostek, hodime a padne jednicka.
Jaka je pravdépodobnost, ze jsme vybrali norméalni kostku?



