1. cviceni z PaSti — 2021-03-03

Na rozehrati

1. Hézime 10 mincemi (nefekneme-li jinak, vzZdy myslime poctivymi a rozlisitelnymi).
Jaké je pravdépodobnost, Ze na aspon dvou padne vorel? Jak vypada pravdépodob-
nostni prostor?

2. Ndhodné uspordddme mnozinu {1, ...,n}. Jakd je pravdépodobnost, Ze na prvnim
misté je 17 Jak vypada pravdépodobnostni prostor?

3. Hazime kostkou, pri Sestce hazime znovu. Jaka je pravdépodobnost, ze hodime
nejvyse trikrat? Jak vypada pravdépodobnostni prostor?

4. Dokazte, ze P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

5. Chceme spravedlivé rozlosovat mezi dvéma lidmi, ale mame jen cinknutou minci,
kde padé vorel s pravdépodobnosti p € (0,1). Jak to udélat? Co kdyz p nezndme?

6. Kazdy obdélnik na obrazku je souc¢astka, ktera se muze porouchat s pravdépodob-
nosti p. Presnéji feCeno porucha znamend, ze skrz soucastku netece proud. Poruchy
soucastek jsou na sobé nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, ze stdle potece proud
mezi dvéma puntiky?

(a) (b)

—

(¢)

- F

Podminéna pravdépodobnost

7. Hodime korunou a dvoukorunou, na kazdé z nich pada panna s pravdépodob-
nosti p.

(a) Jakéd je pravdépodobnost, Ze na obou padne panna, pokud padla panna na
koruné?

(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze na obou padne panna, pokud padla panna aspon
na jedné minci?

Je bez pocitani jasné, ktera pravdépodobnost je vétsi?



8. Kral zemé mé pravé jednoho sourozence. Jaka je pravdépodobnost, ze kral mé bra-
tra? (Ujasnéte si vSechny predpoklady, které pouzivite! Co jsou elementarni jevy?)

9. Kral udéli milost dvéma ze t¥{ véz1iu (a vybere ndhodné). Jednomu z nich dozorce
nabidl, Ze mu fekne jméno jednoho z druhych dvou véznu, ktery bude propustén.
Vézen ale odmitl: pak bych mél pravdépodobnost propusténi jen 1/2; ted ji mam
2/3. M4 pravdu?

Bonusy

10. (Bertrandiv paradox) Rovnostrannému trojtihelniku se stranou 1 opiSeme kruz-
nici, na té vybereme ndhodnou tétivu. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy je
vétsi nez 17

11. Na stole lezi dvé obdlky, o kterych vime, Ze v kazdé z nich je n&jaky (nenulovy,
celo¢iselny) pocet stokorun, v obou jiny. Mdme dovoleno jednu obélku oteviit a pak
se rozhodnout, zda si nechame tu, nebo tu druhou. Pokud chceme ziskat obalku s
vyssim obnosem, muzeme ji ziskat s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2? (Népovéda na
posledni strance.)

12. Mame k nadob, v kazdé z nich a bilych a b ¢ernych micki. Z prvni vybereme
nahodny micek, vhodime do druhé. Pak z ni vybereme ndhodny micek, vhodime do
treti, atd. Jakd je pravdépodobnost, ze z posledni nadoby vytahneme bily micek?

13. V urné je a ¢ernych a b bilych mickia. Postupné z ni (bez vraceni) tahdme micky.
Jakd je pravdépodobnost, ze prvni vytazeny micek je ¢erny? Druhy, tfeti, ...?7
Pro procviceni

14. Hazime minci, dokud nepadne orel, na kazdy hod dostaneme novou minci. (Jaké
je pravdépodobnost, Ze ziskdme k minci?) Pak vSechny ziskané mince hodime na-
jednou, pokud na kazdé z minci padne orel, mizeme si je vSechny nechat. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se to stane?

15. Hodime dvakrat kostkou. Oznacime

e SD jev ,soucet hozenych cisel je 10,

e PS jev ,prvni hod padla sestka“ a

e NS jev ,v nékterém hodu padla sestka“ (moznd v obou).
Spoctéte pravdépodobnosti danych jeva a vsechny podminéné pravdépodobnosti.
16. V krabici se 100 bateriemi jsou ¢tyri vybité.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze kdyZ vybereme ndhodné tii z nich do ¢elovky, tak
bude fungovat? (Musi byt vSechny v porddku.)

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze budou aspon dvé ze t¥i v poradku?

(¢) Trikrat vytdhneme ndhodnou baterii, zméfime a (protoze je v poradku) tak ji

hodime zpét. S jakou pravdépodobnosti se to stane?

Bez pod¢itani: je vyssi pravdépodobnost (a) nebo (c)?



17. Oznacme Z jev ,Kvido si béhem piistich dvanacti mésicti nastavi automatické
zalohovani dulezitych souboru“ a D jev ,Kvido béhem pristich dvanicti mésictu
prijde o néjaky dulezity soubor®.

(a) Myslite, ze je vétsi P(Z | D) nebo P(Z | D°)?
(

)

b) Myslite, ze je vétsi P(D | Z) nebo P(D | Z¢)?

(c) Podle definice ovéite, zda vas tip je matematicky mozny.
)

(d) Zamyslete se nad tim, pro¢.

Jak experimentovat v Pythonu

# https://docs.python.org/3/library/random. html
# NepouzZivejte pro Sifrovant!
import random

# https://docs.python.org/3/1ibrary/itertools. html
import itertools

# Generuje ndahodné celé cislo 1 <=z <= 10:
x = random.randint (1, 10)
print(x)

# Alternativa, pokud mdate radi pythont range(...):
x = random.randrange(1, 11)
print(x)

# Generuje nahodny prvek dané neprazdné posloupnosti:
drink = random.choice([
"svétlé pivo",

"tmavé pivo",
"slivovice",
"zeleny caj",
"Cerny caj",
"bily caj",
"mléko",
D

print (drink)

# Viysledek 'B' je trikrat pravdépodobnéjsi neZ 'A':
print (random.choice(['A', 'B', 'B', 'B']))

# Vrati seznam k ndahodnych prvkid z dané sekvence (mohou se opakovat) :
print (random.choices(['A', 'B', 'C'], k=5))



# Také miZeme uréit vdahy jednotlivych prvki:
print(random.choices(['A', 'B', 'C'], weights=[1, 1, 4], k=5))

# Vybér bez opakovdni:
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'z'], k=2))
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'x'], k=2)) # dvé rizna 'z’

# Nahodna permutace:
my_list = ['a', 'b', 'c', 'd']
print(random.sample(my_list, k=len(my_list)))

# Destruktivnt nahodnd permutace:
random. shuffle(my_list)
print(my_list)

# Inictalizace pocldatecniho stavu generatoru
random. seed (42)

# Nebo mizZeme chtit pokaZdé jiny pocatecéni stav
random. seed ()

# Generovani vSech mozZnosti (vraci iterable):
print(list(itertools.permutations([1, 2, 31)))
print(list(itertools.combinations('ABCD', 2)))
print(list(itertools.combinations_with_replacement('ABCD', 2)))

# Kombinacni éisla nejsou v zdkladnich knihondch, ale ve scipy.
# import scipy.special

# scipy.special.comb(n, k, exact=True) # vrdati n nad k

Reseni baterii hrubou silou (projitim celého PP prostoru)

import itertools

N =12 # pocCet baterit

V=4 # pocCet wybitych

baterky = [0]*V + [1]x(N-V)

celkem = 0 # celkovy poclet moZnost?

a=20 # kolik z nich spliuje (a)

b=0 # kolik z nich spliuje (b)

for vyber in itertools.combinations(baterky, 3):



celkem += 1
pocet_ok = sum(vyber)
if pocet_ok == 3:
a +=1
if pocet_ok >= 2:
b +=1

print(f'(a) P={a/celkem:.3f}"')
print(f' (b) P={b/celkem:.3f}"')

Aproximace reseni baterii ndAhodnymi pokusy

import random
random.seed ()

N =12 # pocCet baterit
V=4 # pocet wybitych
baterky = [0]*V + [1]*(N-V)

pokusu = 10000 # kolik provedeme pokusi
a=20 # kolik z nich spliuje (a)
b=0 # kolik z nich spliuje (b)

for _ in range(pokusu):
vyber = random.sample(baterky, k=3)
ok = sum(vyber)

if ok >= 3:
a += 1
if ok >= 2:
b += 1

print(f'(a) P={a/pokusu:.3f}')
print (f'(b) P={b/pokusu:.3f}')

Ndpovéda k problému s obdlkami: Vytdhneme minci a hézime, dokud nepadne
panna. Oznadime X celkovy pocet hodt (véetné posledniho, tj. X > 1). Pokud v nasi
obaélce je k stokorun, tak si obalku nechdme, pokud X < k. Jakd je pravdépodobnost,

ze ziskdme obalku s vyssi ¢astkou?



