9. Co si pocit s tézkym problémem

V predchozi kapitole jsme zjistili, ze leckteré rozhodovaci problémy jsou NP-
uplné. Z toho plyne, Ze jsou ekvivalentni, ale bohuzel také, ze ani jeden z nich zatim
neumime vytesit v polynomialnim case.

Casto se stane, Ze problém, ktery v Zivoté potkdme, patii mezi NP-tiplné. Pies-
néji feceno spis nez s rozhodovacim problémem se potkame s problémem optimali-
zacnim, ve kterém jde o nalezeni nejlepsiho objektu s danou vlastnosti. To mtize byt
tfeba nejvétsi nezavisld mnozina v grafu nebo obarveni grafu nejmensim moZnym
poc¢tem barev. Kdybychom umeéli efektivné fesit optimalizacni problém, umime sa-
moziejmé Tesit 1 prislusny rozhodovaci, takze pokud P # NP, jsou i optimaliza¢ni
problémy tézké.

Ale co naplat, svét nam takové ulohy predklada a my je potfebujeme vyftesit.
Nastésti situace neni zase tak beznadéjna. Nabizeji se tyto moznosti, co si pocit:

1. Spokojit se s malem. Nejsou vstupy, pro které problém potfebujeme
fesit, dostateéné malé, abychom si mohli dovolit pouzit algoritmus
s exponencialni slozitosti? ZvI4st kdyz takovy algoritmus vylepsime
profezavanim neperspektivnich vétvi vypoctu a treba ho i paraleli-
zujeme.

2. Vyresit specidlni pripad. Nemaji nase vstupy néjaky specialni tvar,
kterého bychom mohli vyuzit? Grafové problémy jsou casto v P
tfeba pro stromy nebo i obecnéji pro bipartitni grafy. U ¢iselnych
problému zase nékdy pomuze, jsou-li ¢isla na vstupu dostatecné
mala.

3. Reseni aprorimovat. Opravdu potfebujeme optimalni feseni? Ne-
stadilo by nam o kousi¢ek horsi? Casto existuje polynomidlni algo-
ritmus, ktery nalezne nejhiife c-krat horsi feseni nez je optimum,
kde ¢ je konstanta.

4. Pouzit heuristiku. Neumime-li nic lepsiho, mtZeme sdhnout po né-
které z mnoha heuristickych technik, které sice nic nezarucuji, ale
obvykle néjaké uspokojivé feseni najdou. Muze pomoci tieba hla-
dovy algoritmus nebo genetické algoritmy. Casto plati, ze ¢im déle
heuristiku nechame bézet, tim lepsi feseni najde.

5. Kombinace pristupi. Mnohdy lze predchozi pristupy kombinovat:
napiiklad pouzit aproximacni algoritmus a poté jeho vysledek jesté
heuristicky vylepsovat. Tak ziskame feSeni, které od optima zaru-
¢ené neni moc daleko, a pokud budeme mit $tésti, bude se od néj
lisit jen velmi maélo.

Nyni si nékteré z téchto technik pfedvedeme na konkrétnich prikladech.

Nejvétsi nezavisla mnoZina ve stromu

Ukéazeme, ze hledani nejvétsi nezavislé mnoziny je snadné, pokud graf je strom.

1 2012-01-26



Lemma: Bud T zakofenény strom a £ jeho libovolny list. Pak alesponi jedna z nej-
vétsich nezavislych mnozin obsahuje £.

Diikaz: Mé&jme nejvétsi nezdvislou mnozinu M, ktera list £ neobsahuje. Podivejme se
na otce p listu ¢ (kdyby neexistoval, je cely strom jednovrcholovy a tvrzeni trividlni).
Lezi p v M? Pokud ne, mohli bychom do M pfidat list ¢ a dostali bychom vétsi
nezavislou mnozinu. V opacném piipadé z M odebereme otce p a nahradime ho
listem ¢, ¢imz dostaneme stejné velkou nezavislou mnozinu obsahujici /. @

Algoritmus bude pfimocare pouzivat toto lemma. Dostane na vstupu strom,
ten zakofeni a zvoli libovolny list. Tento list umisti do nezavislé mnoziny a jeho
otce odebere, protoze se nemiize v nezavislé mnoziné vyskytovat. Toto bude opa-
kovat, dokud néjaké vrcholy zbyvaji. (Graf se v pribéhu mize rozpadnout na vice
komponent, ale to nevadi.)

Tento algoritmus jisté pracuje v polynomialnim ¢ase. Sikovnou implementaci
mizeme slozitost snizit az na linearni. Napiiklad tak, Ze budeme udrzovat seznam lis-
t. My si ukazeme jinou linearni implementaci zaloZenou na prohledavani do hloubky.
Bude pracovat s polem znacek M, v némz na pocatku bude vSude false a postupné
obdrzi true vsechny prvky hledané nezavislé mnoziny.

Algoritmus NZMNAVESTROMU
Vstup: Strom T s kofenem v, pole znacek M.

1. M[v] + true.

2. Pokud je v list, skon¢ime.

3. Pro vSechny syny w vrcholu v:

4. Zavolame se rekurzivné na podstrom s kofenem w.

5. Pokud M [w] = true, polozime M [v] < false.

Barveni intervalového grafu

Mgéjme n prednasek s uréenymi casy zacatku a konce. Chceme je rozvrhnout do
co nejmensiho poc¢tu poslucharen tak, aby nikdy neprobihaly dvé prednéasky naréz
v jedné mistnosti.

Chceme tedy obarvit co nejmensim poc¢tem barev graf, jehoz vrcholy jsou ca-
sové intervaly a dvojice intervall je spojena hranou, pokud mé neprazdny prunik.
Takovym graftim se fika intervalové a pro jejich barveni existuje pékny polynomialni
algoritmus.

Podobné jako jsme geometrické problémy fesili zametanim roviny, zde budeme
yzametat primku bodem®, tedy prochézet ji zleva doprava, a vsimat si udalosti,
coz budou zacatky a konce interval. Pro jednoduchost predpokladejme, ze vSechny
soufadnice zacatkl a koncii jsou navzajem rizné.

Kdykoliv interval zac¢ne, pfidélime mu barvu. AZ skonéi, o barvé si pozname-
name, ze je momentalné volna, a dalsim intervaliim budeme pfednostné pridélovat
volné barvy. Re¢eno v pseudokédu:

Algoritmus BARVENIINTERVALU
Vstup: Intervaly [z1,y1], ..., [Tn, Yn]-

1. b+ 0 (pocet zatim pouZitych barev)
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2. B+ 0 (které barvy jsou momentalné volné)
3. Setfidime mnozinu v8ech z; a ;.
4. Prochazime vSechna z; a y; ve vzestupném poradi:

5. Narazime-li na x;:
6. Je-li B # (), odebereme jednu barvu z B a uloZime ji do ¢;.
7. Jinak b b+1ac; < b
8. Narazime-li na y;:
9. Vratime barvu ¢; do B.
Vystup: Obarveni ¢y, ..., cp.

Analyza: Tento algoritmus mé ¢asovou slozitost O(nlogn) kvili tfidéni soufadnic.
Samotné obarvovani je linearni.

Jesté ovSem potiebujeme dokazat, ze jsme pouzili minimalni mozny pocet ba-
rev. Uvazujme okamzik, kdy proménné b naposledy vzrostla. Tehdy zacal interval
a mnozina B byla prazdna, coz znamend, ze jsme b — 1 pfedchozich barev museli
pridélit intervaltim, jez zacaly a dosud neskonéily. Existuje tedy b rtiznych interva-
1, které maji spoleény bod (v grafu tvoii kliku), takze kazdé obarveni potiebuje
alespon b barev.

Problém batohu s malymi ¢isly

Pfipomenme si problém batohu. Jeho optimalizaéni verze vypada takto: Je dana
mnozina n predmétd s hmotnostmi hq,...,h, a cenami cy,...,c, a nosnost bato-
hu H. Hleddme podmnoZinu pfedméti P C {1,...,n}, kterd se vejde do batohu
(tedy h(P) = > ;cphi < H) ajeji cena ¢(P) = ), p ¢; je nejvétsi moznd.

Ukazeme algoritmus, jehoz casova slozitost bude polynomidlni v poctu pred-
métl n a souctu viech cen C' =3, ¢;.

Pouzijeme dynamické programovéani. Pfedstavme si problém omezeny na prv-
nich k& pfedméti. Oznaéme Ai(c) (kde 0 < ¢ < () minimum z hmotnosti téch
podmnozin jejichZ cena je pravé c; pokud zadna takovd podmnozina neexistuje, po-
loZime Ag(c) = .

Tato Ay spocteme indukci podle k: Pro k = 0 je uréité Aog(0) = 0 a Ap(l) =
... = Ap(C) = co. Pokud jiz zndme Aj,_1, spocitdme Ay nasledovné: A (c) odpovidd
né&jaké podmnoziné predméttiz 1, . . ., k. V této podmnoziné jsme budto k-ty predmét
nepouzili, a pak je Ax(c) = Ax—_1(c), nebo pouzili, a tehdy bude Ay(c) = Ag_1(c —
¢k) + hy, (to samoziejmé jen pokud ¢ > ¢;). Z téchto dvou moznosti si vybereme tu,
kterd davad mnozinu s mensi hmotnosti:

Ak(c) = rnin(Ak_l(c), Ak_1(c — Ck) + hk).
Piechod od Ai_1 k Ay, tedy trva O(C), od A; az k A,, se dopo¢itdme v ¢ase O(Cn).

Jakmile ziskdme A,,, zndme pro kazdou cenu pfislusnou nejlehéi podmnozinu.
Maximalni cena mnoziny, ktera se vejde do batohu, je tedy nejvétsi ¢*, pro néz je
Ay (c*) < H. Jeho nalezeni nés stoji ¢as O(C).

Zbyva zjistit, které pfedmeéty do nalezené mnoziny patfi. Upravime algoritmus,
aby si pro kazdé Ay (c) pamatoval jesté By(c), coZ bude index posledniho pfedmétu,
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ktery jsme do piislusné mnoziny pfidali. Pro nalezené c¢* tedy bude i = B,(c*)
posledni pfedmét v nalezené mnozing, i’ = B;_1(c* —¢;) ten pfedposledni a tak dale.
Takto v ¢ase O(n) rekonstruujeme celou mnozinu od posledniho prvku k prvnimu.

Méme tedy algoritmus, ktery vyfesi problém batohu v ¢ase O(nC). Tato funkce
ovSem neni polynomem ve velikosti vstupu, jelikoz reprezentujeme-li vstup binarné,
C muze byt az exponencialné velké vzhledem k délce jeho zapisu. To je pékny priklad
tzv. pseudopolynomidlniho algoritmu, tedy algoritmu, jehoz slozitost je polynomem
v poctu ¢isel na vstupu a jejich velikosti. Pro nékteré NP-tplné problémy takové
algoritmy existuji, pro jiné (napf. pro nezavislou mnozinu) by z jejich existence

plynulo P = NP.

Verze bez cen: Jednodussi verzi problému batohu, ktera nerozlisuje mezi hmotnostmi
a cenami, zvladneme i jinym algoritmem, opét zalozenym na dynamickém progra-
movani.

Indukci podle k vytvaiime mnoziny Zj obsahujici vSechny hmotnosti mensi
nez H, kterych nabyva néjakd podmnozina prvnich k prvka. Jisté je Zy = {0}. Po-
dobnou uvahou jako v predchozim algoritmu dostaneme, ze kazdou dalsi Zj; mizeme
zapsat jako sjednoceni Zj_; s kopii Zi_; posunutou o hy, ignorujice hodnoty vétsi
nez H. Nakonec ze Z, vycCteme vysledek.

Vsechny mnoziny pfitom maji nejvyse H + 1 prvku, takze pokud si je budeme
udrZovat jako setfidéné seznamy, spoc¢itdme sjednoceni slévanim v ¢ase O(H) a cely
algoritmus dobéhne v ¢ase O(Hn).

Aproximace problému obchodniho cestujiciho

V problému obchodniho cestujictho je zadan neorientovany graf G, jehoz hrany
jsou ohodnoceny délkami £(e) > 0. V tomto grafu chceme nalézt nejkratsi z hamil-
tonovskych kruznic, tedy téch, které navstivi vSechny vrcholy.

Neni prekvapivé, ze tento problém je tézky — uz sama existence hamiltonovské
kruznice je NP-tplna. Ukazeme ovSem, ze pokud je graf uplny a plati v ném troju-
helnikova nerovnost (tj. £(x, z) < £(z,y)+£(y, z) pro vSechny trojice vrchold z,y, z),
mizeme problém obchodniho cestujiciho 2-aproximovat, tedy najit v polynomialnim
Case kruznici, ktera je prinejhorsim dvakrat delsi nez ta optimalni.

Grafy s trojuhelnikovou nerovnosti pritom nejsou nijak neobvyklé — odpovidaji
totiz koneénym metrickym prostortim.

Algoritmus bude snadny: Najdeme nejmensi kostru a obchodnimu cestujicimu
poradime, at ji obejde. To miiZeme popsat napiiklad tak, Ze kostru zakofenime,
prohledame ji do hloubky a zaznamendme, jak jsme prochézeli hranami. Kazdou
hranou kostry pritom projdeme dvakrat — jednou dolti, podruhé nahoru. Tim vSak
nedostaneme kruznici, nybrz jen néjaky uzavieny sled, protoze vrcholy navstévujeme
vicekrat. Sled tedy upravime tak, ze kdykoliv se dostava do jiz navstiveného vrcholu,
preskoci ho a presune se az do nejblizsiho dalsiho nenavstiveného. Tim ze sledu
vytvorime hamiltonovskou kruznici a jelikoz v grafu plati trojihelnikova nerovnost,
celkova délka nevzrostla. (Pofadi vrcholt na kruznici miZzeme ziskat také tak, Ze
béhem prohledédvani budeme vypisovat vrcholy v preorderu. Rozmyslete si, ze je
totéz.)
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Véta: Nalezena kruznice neni delsi nez dvojnasobek optima.

Diikaz: Ozna¢me T délku minimélni kostry, A délku kruznice vydané nasim algo-
ritmem a O (optimum) délku nejkratsi hamiltonovské kruznice. Z toho, jak jsme
kruZnici vytvorili, vime, ze A < 2T. Plati ovSem také T' < O, jelikoz z kazdé ha-
miltonovské kruznice vznikne vynechanim hrany kostra a ta nemize byt mensi nez
minimalni kostra. Slozenim obou nerovnosti ziskdme A < 27T < 20. Q

Sestrojili jsme tedy 2-aproximacni algoritmus pro problém obchodniho cestuji-
a Zze v nékterych metrickych prostorech (tfeba v euklidovské roving) lze v polyno-
midlnim ¢ase najit (1 4 €)-aproximaci pro libovolné £ > 0. OvSem ¢im mensi €, tim
déle algoritmus pobézi.

Trojuhelnikova nerovnost nicméné byla pro tento algoritmus naprosto nezbyt-

na. To neni ndhoda — hned dokazeme, Ze bez tohoto predpokladu je libovolna apro-
ximace stejné tézka jako presné reseni.
Véta: Pokud pro néjaké redlné ¢t > 1 existuje polynomidlni t-aproximacni algoritmus
pro problém obchodniho cestujiciho bez trojihelnikové nerovnosti, pak je P = NP.
Dikaz: Ukéazeme, Ze pomoci takového aproximacniho algoritmu dokédzeme v polyno-
midlnim case zjistit, zda v grafu existuje hamiltonovska kruznice, coz je NP-tplny
problém.

Dostali jsme graf G, ve kterém hleddme hamiltonovskou kruznici (zkracené
HK). Doplnime G na tplny graf G’. VSem piivodnim hrandm nastavime délku na 1,
tém novym na néjaké dost velké ¢islo c. Kolik to bude, uré¢ime za chvili.

Graf G’ je Uplny, takze v ném uréité néjaké HK existuji. Ty, které se vyskytuji
i v puvodnim grafu G, maji délku ptresné n. Jakmile ale pouzijeme jedinou hranu,
kterd z G nepochézi, vzroste délka kruznice alesponi nan — 1+ c.

Podle délky nejkratsi HK tedy dokdzeme rozpoznat, zda existuje HK v G.
Potiebujeme ovSem zjistit i pres zkresleni zpusobené aproximaci. Musi tedy platit
tn < n — 1+ c. To snadno zajistime volbou hodnoty ¢ vétsi nez (t — 1)n + 1.

Nage konstrukce pridala polynomiilné mnoho hran s polynomialné velkym
ohodnocenim, takze graf G’ je polynomidlné velky vzhledem ke G. Rozhodujeme
tedy existenci HK v polynomidlnim case a P = NP. @

Poznamka: Podobné mtzeme dokazat, ze pokud P # NP, neexistuje pro problém
obchodniho cestujiciho ani pseudopolynomidlni algoritmus. Staci pivodnim hranam
prifadit délku 1 a novym délku 2.

Aproximaéni schéma pro problém batohu

Jiz vime, jak optimaliza¢ni verzi problému batohu vyfesit v ¢ase O(nC'), po-
kud jsou hmotnosti i ceny na vstupu pfirozena ¢isla a C' je soucet vSech cen. Jak si
poradit, pokud je C' obrovské? Kdybychom méli $tésti a vSechny ceny byly nasobky
néjakého c¢isla p, mohli bychom je timto ¢islem vydélit. Tak bychom dostali zada-
ni s mensimi ¢isly, jehoz feSenim by byla stejnd mnozina predméti jako u zadani
puvodniho.

Kdyz nam stésti prat nebude, mizeme pfesto zkusit ceny vydélit a vysledky
néjak zaokrouhlit. Optimalni feseni nové tlohy pak sice nemusi odpovidat optimal-
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nimu FeSeni té puvodni, ale kdyz nastavime parametry spravné, bude alespon jeho
dobrou aproximaci.

Zakladni myS$lenka: Oznacéime cpax maximum z cen c¢;. Zvolime néjaké prirozené
¢islo M < c¢pax a zobrazime interval cen [0, ¢pax] na {0,..., M} (tedy kazdou ce-
nu znasobime pomérem M /cmax @ zaokrouhlime). Jak jsme tim zkreslili vysledek?
Vsimnéme si, ze efekt je stejny, jako kdybychom jednotlivé ceny zaokrouhlili na na-
sobky ¢isla cmax/M (prvky z intervalu [i - emax/M, (i + 1) - ¢max/M) se zobrazi na
stejny prvek). Kazdé ¢; jsme tim tedy zménili o nejvyse cmax/M, celkovou cenu li-
bovolné podmnoziny predmétti pak nejvyse o n - cpmax/M. Navic odstranime-li ze
vstupu predméty, které se samy nevejdou do batohu, ma optimalni feSeni ptvodni
tlohy cenu ¢* > ¢pax, takZe chyba nasi aproximace neptresdhne n - ¢* /M. Ma-li tato
chyba byt shora omezena ¢ - ¢*, musime zvolit M > n/e.
Na této myslence ,kvantovani cen® je zalozen nasledujici algoritmus.

Algoritmus APROXIMACEBATOHU

1. Odstranime ze vstupu vsechny pfedméty tézs$i nez H.

2. Spo¢itdme cpax = max; ¢; a zvolime M = [n/e].

3. Kvantujeme ceny: Pro i = 1,...,n polozime & < |¢; - M/cmax]-

4. Vyfesime dynamickym programovanim problém batohu pro upravené
ceny ¢1,...,C, a puvodni hmotnosti i kapacitu batohu.

5. Vybereme stejné predméty, jaké pouzilo optimélni Feseni kvantovaného
zadani.

Analyza: Kroky 1-3 a 5 jisté zvlddneme v ¢ase O(n). Krok 4 fesi problém batohu
se souctem cen C' < nM = O(n?/e), coz stihne v éase O(nC) = O(n3/e). Zbyva
dokézat, ze vysledek naseho algoritmu mé opravdu relativni chybu nejvyse €.

Ozna¢me P mnozinu pfedmétt pouzitych v optimalnim feseni puvodni tlohy
a ¢(P) cenu tohoto FeSeni. Podobné () bude mnozina pfedméti v optimalnim FeSeni
nakvantované tlohy a ¢(Q) jeho hodnota v nakvantovanych cendch. Potfebujeme
odhadnout ohodnoceni mnoziny @ v pivodnich cendch, tedy ¢(Q), a srovnat ho
s ¢(P).

Nejprve ukazeme, jakou cenu mé optimalni feSeni P pivodni tlohy v nakvan-
tovanych cenach:

6(P)—Zéi—2{ci-%JZZ<01"£—1>2

c
icP icP ieP max
M M
> E c - —n=c(P)- —n.
ZGP Cmax Cmax

Nyni naopak spocitejme, jak dopadne optimalni feSeni ) nakvantovaného problému
pii pfepoétu na puvodni ceny (to je vysledek naseho algoritmu):

(CEDIEDICTE T <ZC> L p(Q) - T > g(P) - e

1€Q 1€Q
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Posledni nerovnost plati proto, ze ¢(Q) je optimalni feSeni kvantované ulohy, zatimco
¢(P) je n&jaké dalsi Feseni téze tlohy, které nemiize byt lepsi.t) Ted uz staci slozit
obé nerovnosti a dosadit za M:
c(P)-M c
@z (A0 ) o

T+ Cmax

n/e

ZC(P)_ ZC(P)_gcmaxZ

M
> c(P)—ec(P)=(1—¢)-c(P).

Cm ax

Na prechodu mezi fadky jsme vyuzili toho, Ze kazdy predmét se vejde do batohu,

takze optimum musi byt alespon tak cenné jako nejcennéjsi z predméti.

Shriime, co jsme dokazali:

Véta: Existuje algoritmus, ktery pro kazdé e > 0 nalezne (1—e¢)-aprozimaci problému

batohu s n predméty v ¢ase O(n?/e).

Dodejme jesté, ze algoritmim, které dovedou pro kazdé € > 0 najit v polynomi-
alnim case (1 — &)-aproximaci optiméalniho feSeni, fikdme polynomialni aprozimacni
schémata (PTAS — Polynomial-Time Approximation Scheme). V naSem pfipadé je
dokonce slozitost polynomidlni i v zdvislosti na 1/e, takze schéma je plné polynomi-
dlni (FPTAS — Fully Polynomial-Time Approximation Scheme).

Cviceni

1. Popiste polynomiélni algoritmus pro hleddni nejmensiho vrcholového pokryti
stromu. (To je mnoZina vrcholii, kterd obsahuje alesponl jeden vrchol z kazdé
hrany.)

2% Naleznéte polynomidlni algoritmus pro hledani nejmensiho vrcholového pokryti
bipartitniho grafu.

3. Ukazte, jak v polynomialné najit nejvétsi nezavislou mnozinu v intervalovém
grafu.

4* Vyfeste v polynomidlnim ¢ase 2-SAT, tedy splnitelnost formuli zadanjch v CNF,
jejichz klauzule obsahuji nejvyse 2 literaly.

5. Problém E3,E3-SAT je zesilenim 3,3-SATu. Chceme zjistit splnitelnost formule
v CNF, jejiz kazda klauzule obsahuje praveé t¥i rtizné proménné a kazda proménna
se nachéazi v pravé tfech klauzulich. Ukazte, Ze tento problém lze fesit efektivné
z toho prostého diavodu, ze kazda takova formule je splnitelna.

6. Pokusime se Tesit problém dvou loupeznikti hladovym algoritmem. Probirdme
predméty od nejdrazsiho k nejlevnéjsimu a kazdy dame tomu loupeznikovi, ktery
ma zrovna méné. Je nalezené feseni optimalni?

7. Problém tii loupeznikt: Je ddna mnozina pfedmétt s cenami, chceme ji rozdélit
na 3 ¢asti o stejné cené. Navrhnéte pseudopolynomialni algoritmus.

8. Problém MAXCUT: vrcholy zadaného grafu chceme rozdélit do dvou mnozin tak,
aby mezi mnozinami vedlo co nejvice hran. Jinymi slovy chceme nalézt bipartitni

(1) Zde nés zachrafiuje, Ze ackoliv u obou tloh lezi optimum obecné jinde, obé&
maji stejnou mnozinu pripustnych resent, tedy téch, kterd se vejdou do batohu.
Kdybychom misto cen kvantovali hmotnosti, nebyla by to pravda a algoritmus by
nefungoval.
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podgraf s co nejvice hranami. Rozhodovaci verze tohoto problému je NP-uplna,
zkuste jej v polynomialnim ¢ase 2-aproximovat.

9% V problému MAXE3-SAT dostaneme formuli v CNF, jejiz kazd4 klauzule ob-
sahuje pravé 3 rizné proménné, a chceme nalézt ohodnoceni proménnych, pii
némz je splnéno co nejvice klauzuli. Rozhodovaci verze je NP-tplné. Ukazte, ze
pfi ndhodném ohodnoceni proménngch je splnéno v prameéru 7/8 klauzuli. Z toho
odvodte deterministickou 7/8-aproximaci v polynomialnim case.

10. Hledejme vrcholové pokryti nasledujicim hladovym algoritmem. V kazdém kro-
ku vybereme vrchol nejvyssiho stupné, pfiddme ho do pokryti a odstranime ho
z grafu i se vSemi jiz pokrytymi hranami. Je nalezené pokryti nejmensi? Nebo
alesponi O(1)-aproximace nejmensiho?

11¥Uvazujme nésledujici algoritmus pro nejmensi vrcholové pokryti grafu. Graf pro-
jdeme do hloubky, do vystupu vlozime vSechny vrcholy vzniklého DFS stromu
kromé listt. Dokazte, ze vznikne vrcholové pokryti a ze 2-aproximuje to nejmensi.

12*¥V daném orientovaném grafu hleddme acyklicky podgraf s co nejvice hranami.
Navrhnéte polynomiélni 2-aproximacni algoritmus.

Napovédy ke cviéenim

2. Vzpomeiite si na sif z algoritmu na nejvétsi parovani. Jak v ni vypadaji fezy?
4. Na kazdou klauzuli se miazeme podivat jako na implikaci.

5. Pouzijte Hallovu vétu.

9. Linearita stfedni hodnoty.

11. Najdéte v G parovani obsahujici alesponi tolik hran, kolik je polovina poctu vr-
choli vraceného pokryti. Jak velikost parovani souvisi s velikosti nejmensiho
vrcholového pokryti?

12. Libovolné o¢islovani vrcholt rozd€éli hrany na ,dopfedné“ a ,zpétné“.
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