3. Dinictv algoritmus

V minulé kapitole jsme ukéazali Forduv-Fulkersonav algoritmus. Tento algorit-
mus hledd maximalni tok tak, ze za¢ne s tokem nulovym a postupné ho zvétsuje.
Pro kazdé zvétSeni potrebuje v siti najit nenasycenou cestu, tedy takovou, na niz
maji vSechny hrany kladnou rezervu. Podél takové cesty pak tok zlepsi.

Ukazali jsme, ze tato cesta existuje prave tehdy, kdyz tok jesté neni maximalni.
Také jsme dokazali, ze pro racionalni kapacity je algoritmus konecény a vzdy najde
maximéalni tok. V obecném piipadé to ovSsem muze trvat velice dlouho.

zeny na myslence nezlepsovat toky pomoci cest, ale rovnou pomoci toki ...
Sit rezerv a zlepsujici toky

Definice: Sit rezerv k toku f v siti S = (V, E, z,s,¢) je sit R(S, f) := (V,E, z,s,7),
kde r(e) je rezerva hrany e pii toku f.

Je dtlezité si uvédomit, ze sif rezerv konstruujeme pro konkrétni tok v pt-
vodni siti. Od ptvodni sité se lisi pouze tim, ze kapacity hran jsme nahradili jejich
rezervami. PFipomenme jesté, Ze rezervu hrany uv jsme definovali vztahem

r(uv) = c(uv) — f(uw) + f(vu).

Nyni ukdzeme, jak tok zlepsit pomoci toku v pfislusné siti rezerv:

Lemma Z (o zlepSovani toku): Pro libovolny tok f v siti S a libovolny tok g v siti
R(S, f) lze v ¢ase O(m) nalézt tok f’ v siti S takovy, ze |f'| = |f| + |g].

Driikaz: Nejdiiv ukdzeme, jak tok f’ sestrojit. Poté dokéZeme, Ze konstrukce opravdu
dava korektni tok. Nakonec nahlédneme, ze jeho velikost je takova, jakou lemma
slibuje.

Zjednodusent toku g: Abychom si usnadnili praci, upravime nejprve tok g tak,
aby pro kazdou dvojici hran uv a vu byl tok g nenulovy nejvyse na jedné z nich.
Kdyby totiz jak g(uv), tak g(vu) byly kladné, mtuzeme od obou hodnot odecist tu
mensi z nich. Tim jsme nezménili prebytky vrcholi, tim padem ani velikost toku,
a tok po jedné z hran jsme vynulovali.

Konstrukce f': Pro kazdou dvojici hran uv a vu takovou, ze g(vu) = 0, definu-
jeme funkci f’ nasledovné:

5 := min(f(vu), g(uv))
F(ou) = f(vu) -8
F(uv) = f(uv) + g(uv) - §

(To je vlastné totéz jako pfi zlepSovani toku ve Fordové-Fulkersonové algoritmu.)

Pro¢ je to tok: Funkce f’ jisté neni na Zaddné hrané zdporna. Kapacity také
nepiekro¢i: na hrané vu tok pouze snizujeme, na hrané uv ho zvysime jen tehdy,
kdyz § < g(uv). Tehdy musi byt 6 = f(vu). VyuZzijeme toho, Ze g je tok v siti rezerv,
takze g(uv) < r(uv) = c(uv) — f(uv) + f(vu). Proto f'(uv) = f(uv) 4+ g(uv) — § <
F(uv) + () — f(uw) + f(ou) ~ fou) = c(uo).
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Jests oveérime, Ze f/ splituje Kirchhofftiv zakon. UkaZeme, Ze pro kazdy vrchol v
plati f'2(v) = f2(v)+g* (v), takze pokud zakon platil pro f i g, musi platit i pro f’.
Stagi si v8imnout, Ze za hranu uv nase konstrukce zvysi f2(u) o —g(uv) a f2(v)
o g(uv). To je presné tolik, ¢im tato hrana piispiva k g (u) a g®(v). Pro hranu vu,
po které neteklo nic, plati trividlné totéz.

Velikost toku: Staci vyuzit toho, ze piebytky se secetly, abychom ziskali:

1= 2 (s) = f2(s) +9%(s) = If] + gl.

Casovd sloZitost: Jak zjednoduseni toku g, tak vypocet toku f’ trvaji O(1) pro
kazdou hranu, celkové tedy O(m).

Vsimnéte si, ze zlepseni po nenasycené cesté je specidlnim piipadem tohoto
postupu — odpovida totiz toku v siti rezerv, ktery je konstantni na oné cesté a vSude
jinde nulovy.

Dinicav algoritmus

Dinictiv algoritmus bude postupné hledat néjaké pomocné toky v siti rezerv,
puvodné nulovy tok pomoci nich zlepSovat, az se dostane k maximalnimu toku. Pocet
potfebnych iteraci pritom bude zaviset na tom, jak ,kvalitni“ pomocné toky sezene
— na jednu stranu bychom chtéli, aby byly podobné maximalnimu toku, na druhou
stranu jejich vypocétem nechceme travit prili§ mnoho ¢asu. Vhodnym kompromisem
jsou tzv. blokujici toky:

Definice: Tok je blokugjict, jestlize na kazdé orientované cesté ze zdroje do spotiebice
existuje alespon jedna hrana, na niz je tok roven kapacité.

Definice: Sit je wvrstevnatd (procisténa), pokud vSechny jeji vrcholy a hrany lez
na nejkratsich cestach ze z do s. (Abychom vyhovéli nasi definici sité, musime ke kaz-
dé takové hrané pridat hranu opac¢nou s nulovou kapacitou, ale ty algoritmus nebude
pouZzivat a ani udrzovat v paméti.)

Pozorovani: Piedstavme si rozdéleni sité na vrstvy, pfiemz v i-té vrstvé lezi ty
vrcholy, jejichz vzdalenost od zdroje je rovna i. Z i-té vrstvy mohou hrany vést
pouze do vrstev 0,1,...,%,% + 1 — tedy pouze uvnitf vrstvy, zpét a o pravé jednu
vrstvu dopredu. Po procisténi zbudou pouze hrany do nasledujici vrstvy, proto se
procisténé siti také rika vrstevnatd.

Procisténa sit rozdélené do vrstev

Algoritmus DINIC
Vstup: Sit (V, E, ¢, z, s).
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1. f < nulovy tok.

2. Opakujeme:

Sestrojime sit rezerv R a smazeme hrany s nulovou rezervou.
{ + délka nejkratsi cesty ze z do s v R.

Pokud ¢ = oo, zastavime se a vratime vysledek f.
Prodistime sit R.

g < blokujici tok v R.

8. Zlepsime tok f pomoci g.

N ook w

Vystup: Maximalni tok f.

Procedura CISTENISITE

1. Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdalenosti od z.
2. Odstranime vrstvy za s (tedy vrcholy ve vzdalenosti vétsi nez /).
3. Odstranime hrany do pfedchozich vrstev a hrany uvniti vrstev.
4. Odstranime ,slepé ulicky“, tedy vrcholy s deg™ (v) = 0:
F < {v#s|deg"(v) =0}. (fronta vrcholii ke smazéani)
Dokud F # 0, opakujeme:
Odebereme vrchol v z F.
Smazeme ze sité vrchol v i vSechny hrany, které do néj vedou.

© 0N e o

Pokud néjakému vrcholu klesl deg™ na 0, pfidame ho do F.

Neprocisténa sif. Obsahuje zpétné hrany, hrany uvnit¥ vrstvy a slepé ulicky.

Jak nalézt blokujici tok: Zacneme s nulovym tokem g a budeme ho postupné zlepso-
vat. Pokazdé najdeme néjakou orientovanou cestu ze zdroje do stoku — to se ve vrs-
tevnaté siti déla snadno, stac¢i vyrazit ze zdroje a pak nasledovat libovolnou hranu.
A7 cestu najdeme, tok g podél ni zlepSime, jak nejvice to pujde.

Pokud nyni tok na néjakych hranich dosahl jejich rezervy, tyto hrany smazeme.
Tim jsme mohli porusit procisténost — paklize né&jaky vrchol ptisel o posledni odchozi
nebo posledni prichozi hranu. Takovych vrcholt se opét pomoci fronty zbavime a sit
dodistime. Pokra¢ujeme zlepSovanim po dalsich cestach, dokud né&jaké existuji.(!)

(1) Vgimnéte si, ze algoritmus skonéi tim, Ze smaze viechny vrcholy i hrany. Také si
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Celé hledani blokujiciho toku tedy vypada nasledovné:

Procedura BLokuJiciTok
Vstup: Vrstevnata sift R s rezervami r.

1. g < nulovy tok.
2. Dokud v R existuje orientovana cesta P ze z do s, opakujeme:

3. € < mincep (r(e) — g(e)).

4. Pro v8echny e € P : g(e) < g(e) +e.

5. Pokud pro kteroukoliv e nastalo g(e) = r(e), smazeme e z R.
6. Dodistime sit pomoci fronty.

Vystup: Blokujici tok g.
Analyza Dinicova algoritmu

Lemma K (o korektnosti): Pokud se algoritmus zastavi, vyd4d maximalni tok.
Diikaz: 7 lemmatu o zlepSovani toku plyne, Zze f je stile korektni tok. Algoritmus
se zastavi tehdy, kdyZz uz neexistuje cesta ze z do s po hranach s kladnou rezer-
vou. Tehdy by se zastavil i Forduv-Fulkersontiv algoritmus, a ten, jak uz vime, je
korektni. @
Nyni rozebereme c¢asovou slozitost. Rozdélime si k tomu ucelu algoritmus na
fdze — tak budeme fikat jednotlivym prichodim vnéjsim cyklem. Také budeme pied-
poklddat, Ze sif na vstupu neobsahuje izolované vrcholy, takze O(n + m) = O(m).

Lemma S (o sloZitosti fazi): Kazda faze trva O(nm).
Diikaz: Sestrojeni sité rezerv, mazani hran s nulovou rezervou, hledani nejkratsi cesty
i koneéné zlepSovani toku trvaji O(m).

Cisténi sité (i se viemi docistovanimi béhem hled4ni blokujiciho toku) pracuje
taktéz v O(m): Smazdni hrany trvd konstantni ¢as, smazdni vrcholu po smazani
vsech incidentnich hran taktéz. Kazdy vrchol i hrana jsou smazany nejvyse jednou
za fazi.

Hledani blokujicitho toku projde nejvyse m cest, protoze pokazdé ze sité vy-
padne alesporii jedna hrana (ta, na niz se v kroku 3 nabyvalo minimum) a uz se tam
nevrati. Nalezeni cesty metodou ,rovnou za nosem® pfitom trva O(n). Celkem tedy
O(nm) plus ¢isténi, které jsme ale uz zapodcitali.

Celd jedna faze proto dobéhne v ¢ase O(m + m + nm) = O(nm). Q@

Zbyva nam jen urcit, kolik probéhne fazi. K tomu se bude hodit nasledujici
lemma:

Lemma C (o délce cest): Délka ¢ nejkratsi cesty ze z do s vypoctend v kroku 4
Dinicova algoritmu po kazdé fazi vzroste alespon o 1.

Diikaz: Oznaéme R; sit rezerv v i-té fazi poté, co jsme z ni smazali hrany s nulovou
rezervou, ale jesté pred procisténim. Necht nejkratsi cesta ze z do s v R; je dlouhd £.

v§imnéte, Ze vrcholy s nulovym vstupnim stupném jsme ani nemuseli mazat, protoze
se do nich algoritmus pii hledani cest nikdy nedostane.
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Jak se lisi R; 11 od R;? Pfedevsim jsme z kazdé cesty délky ¢ smazali alespon
jednu hranu: kazda takova cesta totiz byla blokujicim tokem zablokovana, takze ale-
spoii jedné jeji hrané klesla rezerva na nulu, ¢imz hrana vypadla. Zadné z ptivodnich
cest délky ¢ tedy jiz v R;y1 neexistuje.

To ovSem nestac¢i — hrany mohou také pribyvat. Pokud néjakad hrana méla
nulovou rezervu a béhem faze jsme zvysili tok v protisméru, rezerva se zvétsila a
hrana se v R;y1 najednou objevila. Uk4dzeme ale, ze vSechny cesty, které tim nové
vznikly, jsou pfilis dlouhé.

Rozdélme vrcholy grafu do vrstev podle vzdalenosti od zdroje v R;. Tok jsme
zvySovali pouze na hranach vedoucich o jednu vrstvu doptredu, takze jediné hrany,
které se mohou objevit, vedou o jednu vrstvu zpét. OvSem kazda cesta ze zdroje
do spotrebice, ktera se alespon jednou vrati o vrstvu zpét, musi mit délku alespon
¢ + 2 (protoZe spotfebié je v (-té vrstvé a neexistuji hrany, které by vedly o vice
nez 1 vrstvu dopfedu).

Tim je lemma dokézéano. Q

Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Véta: Dinicliv algoritmus najde maximalni tok v ¢ase O(n?m).

Diikaz: Jelikoz kazd4a cesta obsahuje nejvyse n vrchold, z lemmatu C plyne, ze fazi
probéhne nejvyse n. Kazda faze podle lemmatu S trvd O(nm), coz dava celkovou
slozitost O(n?m). Specialné se tedy algoritmus vzdy zastavi, takze podle lemmatu K
vyda maximalni tok. v

Poznamka: Na rozdil od Fordova-Fulkersonova algoritmu jsme tentokrat nikde nevy-
zadovali racionalnost kapacit — odhad ¢asové slozitosti se o kapacity viibec neopira.
Nezavisle jsme tedy dokazali, Ze i v sitich s iracionalnimi kapacitami vzdy existuje
alespon jeden maximaélni tok.

V sitich s malymi celoc¢iselnymi kapacitami se navic algoritmus chova daleko
lépe, nez fika nas odhad. Snadno se d4 dokazat, Ze pro jednotkové kapacity dobéhne
v Case O(mn) (stejné jako Fordtv-Fulkersontv). Uvedme bez dtikazu jesté jeden
silngjsi vysledek: v siti vzniklé pfi hledani nejvétsiho parovani algoritmem z minulé
kapitoly Dinictiv algoritmus pracuje v ¢ase O(y/n - m).

Cviceni

1. Dokazte, ze pro jednotkové kapacity Dinictiv algoritmus dobéhne v ¢ase O(mn).

2. Blokujici tok Ize také sestrojit pomoci prohledavani do hloubky. Pokazdé, kdyz
projdeme hranou, prepocitadme priubézné minimum. Pokud najdeme stok, vraci-

me se do korene a upravujeme tok na hranach. Pokud narazime na slepou ulicku,
vratime se o krok zpét a smazeme hranu, po niz jsme prisli. Doplnite detaily.
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