1. Vyhledavani v textu

Jehla v kupce sena

Uvazujme néasledujici tlohu: mame néjaky text o délky S (budeme mu fikat
seno) a chceme v ném najit vSechny vyskyty néjakého podietézce ¢ délky J (jehly).
Seno pfitom bude fadové delsi nez jehla.

Kupiikladu v sené bananas se jehla ana vyskytuje hned dvakrat, pficemz vysky-
ty se prekryvaji.

Trivialni feSeni presné podle definice by vypadalo nasledovné: Zkusime vSechny
mozné pozice, kde by se v sené mohla jehla nachazet, a pro kazdou z nich otestujeme,
zda tam opravdu je. Pozic je fadové S, kazdé porovnani stoji az J, celkové tedy
algoritmus bézi v ¢ase O(SJ). (Rozmyslete si, jak by vypadaly vstupy, pro které
skuteéné spotiebujeme tolik ¢asu — viz cviceni 1.)

Zkusme jiny pristup: nalezneme v sené prvni znak jehly a od tohoto mista
budeme porovnavat dalsi znaky. Pokud se prestanou shodovat, prepneme opét na
hledani prvniho znaku. Jenze odkud? Pokud od mista, kde nastala neshoda, selze
to tfeba pri hledani jehly kokos v sené clanekokokosu — neshoda nastane za koko
a zbyly kos nas neuspokoji. Nebo se mizeme vratit az k vyskytu prvniho znaku a
pokracovat tésné za nim, jenze to je totéz, co délal trividlni algoritmus, takze je to
také stejné pomalé.
vSechny vyskyty v éase O(S + J). Pak ho zobecnime, aby umél hledat vice riznych
jehel najednou.

Retézce a abecedy

Aby se nam o Fetézcovych algoritmech 1épe psalo, udélejme si nejprve poradek
v terminologii okolo Fetézcti.

Definice:

e Abeceda ¥ je néjakd koneénd mnozina, jejim prvkim budeme tikat
znaky (nékdy téz pismena).

® >* je mnozina vSech slov neboli 7etézcu nad abecedou X, coz jsou
kone¢né posloupnosti znaki ze X.

Priklady: Abeceda miiZe byt tvofena tfeba pismeny a aZ z nebo bity 0 a 1. Potkdme
ovsem i rozlehlejsi abecedy: napiiklad dnes bézna znakova sada UniCode m4 216 =
65536 znakil, v novéjsich verzich dokonce 23! ~ 2 - 10° znakil. Jesté extrémnéjsim
zpusobem pouzivaji fetézce lingvisté: na Cesky text se nékdy divaji jako na Fetézec
nad abecedou, jejiz znaky jsou ceska slova.

Pro nase ucely budeme predpokladat, ze abeceda je ,rozumné mald“, ¢imz
myslime, Ze jeji velikost je konstantni a navic dostatecné mala na to, abychom si
mohli dovolit ukladat do paméti pole indexované znakem.

Znaceni:

® Slova budeme znacit malymi pismenky fecké abecedy a, £, ...
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® /naky abecedy ozna¢ime malymi pismeny latinky a, b, ...
Znak budeme pouzivat i ve smyslu jednoznakového fetézce.

e Délka slova || udava, kolika znaky je slovo tvofeno.

® Prdzdné slovo znacime pismenem e, je to jediné slovo délky 0.

o Zietézeni aff vznikne zapsanim slov « a f za sebe. Plati |af| =
|| + 18], ae = ea = a

e afk] je k-ty znak slova «, indexujeme od 0 do |a| — 1.

e afk : {] je podslovo zalinajici k-tym znakem a konéici tésné pied ¢-
tym. Tedy alk : ¢] = alklalk + 1]...a[¢ — 1]. Pokud k& > ¢, je
podslovo prazdné. Pokud nékterou z mezi vynechame, mini se £ = 0
nebo £ = |a|.

e af : {] je prefiz (pfedpona) tvofeny prvnimi £ znaky Fetézce.

e alk : ] je suffiz (pfipona) od k-tého znaku do konce Fetézce.

®af] =a.

Dodejme jesté, ze kazdé slovo je prefixem sebe sama a prazdné slovo je prefixem
kazdého slova. Pokud budeme hovofit o viastnim suffixu, budeme tim myslet suffix
ruzny od celého slova. Analogicky pro prefixy a podslova.

Inkrementalni algoritmus

Vratfme se nyni zpét k pivodnimu problému hledani podietézcti. Nejprve si
ujasnéme, co ma byt vystupem algoritmu. Budeme chtit nalézt mnozinu vSech in-
dext k takovych, Ze o[k : k + |¢|]] = ¢. To je dostatetné kompaktni vystup (nejvyse
linedrni s délkou sena), a pfitom obsahuje informace o vSech vyskytech.

Na hledani podfetézce pouzijeme inkrementdlni pristup. Tim se obecné mysli,
7e chceme umét rozsirit vstup o dalsi znak a pfepocitat vystup. V nasem piipadé
budeme pridavat znak na konec sena a zapocitame pripadny novy vyskyt jehly, ktery
konéi timto znakem.

Abychom toho dosahli, budeme si pribézné udrzovat informaci o tom, jakym
nejdel$im prefixem jehly konéi zatim prectend ¢ast sena. Tomu budeme Fikat stav
algoritmu. A jakmile bude tento prefix roven celé jehle, ohldsime vyskyt.

V nasem ,kokosovém* prikladé se tedy po precteni sena clanekoko nachizime
ve stavu koko, nasleduji stavy kok, koko a kokos.

Predstavme si nyni obecné, ze jsme precetli fetézec o, ktery koncil stavem a.
Ted vstup rozsifime o znak x na oz. V jakém stavu se nyni mame nachézet? Pokud
to nebude prazdny Fetézec, musi kondit na x, tedy ho miZeme napsat ve tvaru o'z.

Vsimneme si, Ze o’ musi byt suffixem slova a: JelikoZ o’z je prefix jehly, je o
také prefix jehly. A protoze o’z je suffixem oz, musi o/ byt suffixem o. Tedy jak «,
tak o' jsou suffixy slova a, které jsou soucasné prefixy jehly. OvSem stav « jsme
vybrali jako nejdelsi slovo s touto vlastnosti, takZe o’ musi byt nejvyse tak dlouhé,
a tudiz je prefixem a.

Stacilo by tedy probrat vSechny suffixy slova «, které jsou prefixem jehly, a vy-
brat z nich nejdelsi, ktery po rozsifeni o znak x stale je prefixem jehly.
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Abychom ale nemuseli suffixy prochazet vSechny, predpoc¢itame si zpétnou funk-
¢i z. Ta nam pro kazdy prefix jehly fekne, jaky je jeho nejdelsi vlastni suffix, ktery
je opét prefixem jehly. To ndm umozni prochézet rovnou kandidaty na novy stav:
staéi probrat Fetézce «, z(a), z(z(a)), ... a pouzit prvni, ktery lze rozsifit o znak x.
Pokud neptijde rozsifit ani jeden z téchto kandidatt, novym stavem bude prazdny
Tetézec.

Na této myslence je zaloZen nasledujici algoritmus.

Knuthiav-Morrisuv-Prattav algoritmus (KMP)

Algoritmus se opira o vyhleddvaci automat. To je orientovany graf, jehoZ vrcholy
(stavy automatu) odpovidaji prefixtim jehly. Vrcholy jsou spojeny hranami dvou
druhti: dopredné popisuji rozsifeni prefixu pfidanim jednoho pismene, zpétné vedou
podle zpétné funkce, tedy z kazdého stavu do jeho nejdelsiho vlastniho suffixu, ktery
je opét stavem.

€ b ba bar barb barba  barbar barbaro ... barbarossa
—r0— 00— F>0—— > O0— F>0——F>0—F>0— >0 — >0

b a r b a r o) a
b \_/

Vyhledavaci automat pro slovo barbarossa

Reprezentace automatu bude pfimocaré: stavy ocislujeme od 0 do J, dopfedna
hrana povede vZdy ze stavu s do s+ 1 a bude odpovidat rozsifeni prefixu o ptislusny
znak jehly, tedy o ¢[s]. Zpétné hrany si budeme pamatovat v poli Z, tedy Z[s] bude
fikat ¢islo stavu, do néjz vede zpétna hrana ze stavu s, pfipadné bude nedefinované,
pokud takova hrana neexistuje.

Kdybychom takovy automat méli, mohli bychom pomoci néj inkrementalni
algoritmus z predchozi sekce popsat néasledovné:

Procedura KMPKROK (Jeden krok automatu)

Vstup: Jsme ve stavu s, precetli jsme znak x.

1. Dokud ¢[s] # z & s # 0: s < Z]s].

2. Pokud ([s] = z, pak s + s+ 1.
Vystup: Novy stav s.
Algoritmus KMPHLEDEJ (Spusténi automatu na Fetézec o.)
Vstup: Seno o, zkonstruovany automat.

1. s+ 0.

2. Pro znaky x € o postupné provadime:
3. s < KMPKROK(s, x).

4. Pokud s = J, ohlasime vyskyt.

Invariant: Stav algoritmu s v kazdém okamziku fika, jaky nejdelsi prefix jehly je
suffixem zatim pfectené ¢asti sena. (To uz vime z Gvah o inkrementalnim algoritmu.)
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Dusledek: Algoritmus ohlasi vSechny vyskyty. Pokud jsme totiz pravé precetli po-
sledni znak néjakého vyskytu, je celd jehla suffixem zatim prectené ¢asti sena, takze
se musime nachéazet v poslednim stavu.

Jen musime opravit drobnou chybu — tésné poté, co ohlasime vyskyt, se algorit-
mus zepta na dopfednou hranu z posledniho stavu. Ta ale neexistuje. Napravime to
jednoduse: pridame fiktivni dopfednou hranu, na niz je napsan znak odliSny od vSech
skutecnych znaka. Tim zajistime, Ze se po této hrané nikdy nevydame. Staci tedy
vhodné dodefinovat ¢[.J].{1)

Lemma: Funkce Hledej bézi v ¢ase O(S).

Diikaz: Vypocet funkce mizeme rozdélit na prichody dopfednymi a zpétnymi hra-
nami. S dopfednymi je to snadné — za kazdy z S znakl sena projdeme po nejvyse
jedné dopredné hrané. To o zpétnych hranach neplati, ale pomize nam, ze kazda
dopfedné hrana vede o pravé 1 stav doprava a kazda zpétnad o aspon 1 stav dole-
va. Proto je vSech prichoda po zpétnych hranach nejvyse tolik, kolik jsme prosli
dopfednych hran, takze také nejvyse S. Q

Konstrukce automatu

Hledéani tedy pracuje v linedrnim cCase, zbyva domyslet, jak v linedrnim case
sestrojit automat. Stavy a doprfedné hrany ziskdme trividlné, se zpétnymi budeme
mit trochu prace.

Podnikneme myslenkovy pokus: Predstavme si, Zze automat uz mame hotovy,
ale nevidime, jak vypada uvnitf. Chtéli bychom zjistit, jak v ném vedou zpétné hrany,
ovSem jediné, co umime, je spustit automat na néjaky fetézec a zjistit, v jakém stavu
skon¢il.

Tvrdime, Ze pro zjiSténi zpétné hrany ze stavu « staci automatu predlozit
fetézec afl : ]. Definice zpétné funkce je totiz ndpadné podobnd invariantu, ktery
jsme o funkci Hledej dokazali. Oboji hovori o nejdelsim suffixu daného slova, ktery je
prefixem jehly. Jediny rozdil je v tom, Ze v pfipadé zpétné funkce uvazujeme pouze
vlastni suffixy, zatimco invariant pfipous$ti i nevlastni. To ovSem snadno vyfeSime
yukousnutim“ prvniho znaku jména stavu.

Pokud chceme objevit vSechny zpétné hrany, staci automat spoustét postupné
na Fetézce ¢[1 : 1], ¢[1 : 2], ¢[1 : 3], atd. Jelikoz funkce Hledej je linedrni, stilo by
nas to dohromady O(J?). Pokud si ale véimneme, Ze kazdy ze zminénych fetézct je
prefixem toho néasledujiciho, je jasné, Ze staci spustit automat jen jednou na Fetézec
t[1:] a jen zaznamendvat, kterymi stavy jsme prosli.

To je zajimavé pozorovani, feknete si, ale jak ndm pomiize ke konstrukci auto-
matu, kdyz samo uz hotovy automat potfebuje? Pomiize pékny trik: pokud hledame
zpétnou hranu z i-tého stavu, spoustime automat na slovo délky i — 1, takze se mu-
zeme dostat pouze do prvnich i — 1 stavi a vibec ndm nevadi, Ze v tom i-tém jesté
neni zpétna hrana hotova.(?

(1 V jazyce C mizeme zneuzit toho, ze kazdy fetézec je ukoncen znakem s nulovym
kédem.

(2) Konstruovat néjaky objekt pomoci téhoz objektu je osvédéeny postup, ktery si
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Pfi konstrukci automatu tedy nejdfive sestrojime dopfedné hrany, nacez roz-
pracovany automat spustime na Fetézec ([1 : | a podle toho, jakymi stavy bude
prochézet, doplnime zpétné hrany. Jak uz vime, vyhledavani ma linearni slozitost,
takze cela konstrukce potrva O(J).

Hotovy algoritmus pro konstrukci automatu mizeme zapsat nasledovné:

Algoritmus KMPKONSTRUKCE
Vstup: Jehla ¢ délky J.

1. Z[0] <7, Z[1] + 0.

2.5+ 0.
3.Proi=2,...,.J—1:

4. s < KMPKROK(s, ¢[i]).
5. Z[i] < s.

Vystup: Pole zpétnych hran Z.
Vysledky mtizeme shrnout do nésledujici véty:

Véta: Algoritmus KMP najde vSechny vyskyty v ¢ase O(J + 5).
Diikaz: Linearni ¢as s délkou jehly potfebujeme na postaveni automatu, linearni ¢as
s délkou sena pak potfebujeme na samotné vyhledéani. V)

Hledani vice Fetézci najednou: algoritmus Aho-Corasickova (AC)

Nyni si zahrajeme tutéz hru v trochu slozitéjsich kulisach. Tentokrat bude jehel
vicero: t1,...,tn, jejich délky oznaéime J; = |¢;|. Opét dostaneme néjaké seno o
délky S a chceme nalézt vSechny vyskyty jehel v sené.

Predtim, nez se pustime do vlastniho vyhledavaciho algoritmu, méli bychom si
opét ujasnit, co bude jeho vystupem. Dokud byla jehla jedna jediné, bylo to zfejmé
— chtéli jsme nalézt mnozinu vSech pozic v sené, na kterych zacinaly vyskyty jehly.
Jak tomu bude zde? Chceme se dozvédét, kterd jehla se vyskytuje na které pozici.
Jinymi slovy vypsat v8echny dvojice (k,i) takové, ze o[k : k + J;] = ;.

Téchto dvojic mtze byt pomérné hodné. Pokud je totiz jedna jehla suffixem
druhé, na jedné pozici v sené mohou koncit vyskyty obou. Celkova velikost vystupu
tak mize byt vétsi nez linedrni v délce vstupu (viz cviceni 2). Budeme proto hledat
algoritmus, ktery bude linearni v délce vstupu plus délce vystupu, coz je evidentné
to nejlepsi, ¢eho muzeme dosdhnout.

Algoritmus, ktery si nyni ukézeme, objevili v roce 1975 pan Aho a pani Cora-
sickova. Je elegantnim zobecnénim Knuthova-Morrisova-Prattova algoritmu pro vice
fetézct.

uz vyslouzil i sviyj vlastni nazev. V anglictiné se mu iika bootstrapping a z tohoto
nazvu vzniklo bootovani pocitacl, protoze pri ném operacni systém zavadi do paméti
sam sebe. Kde se toto slovo vzalo? Bootstrap znamena cesky struple — to je takové
to oc¢ko na paté boty, které usnadiiuje nazouvani. A v jednom z pfibéhi o baronu
Prasilovi slySime barona vypravét, jak se uviznuv v baziné zachranil tim, ze se vytahl
za Struple. Krasny popis bootovani, neni-liz pravda?
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Vyhledavaci automat: Opét se budeme snazit sestrojit vyhleddvaci automat, jehoz
stavy budou odpovidat prefixiim jehel a dopfedné hrany budou popisovat rozsifovani
prefixi o jeden znak. Hrany tedy budou tvofit strom orientovany smérem od kofene
(pismenkovy strom neboli trii pro dany slovnik).

Kazdy list stromu bude odpovidat nékteré z jehel, ale jak je vidét na obrazku,
nékteré jehly se mohou vyskytovat i ve vnitinich vrcholech (pokud je jedna jehla
prefixem jiné). Vyskyty jehel ve stromu si tedy néjak oznacime, pfislusnym stavim
budeme fikat koncové.

Vyhledéavaci automat pro slova ara, bar, arab, baraba a barbara.

Déle potfebujeme zpétné hrany (na obrazku ¢erné sipky). Jejich definice bude
aplné stejnad jako u automatu KMP. Z kazdého stavu pujde zpétnd hrana do je-
ho nejdelsiho vlastniho suffixu, ktery je také stavem. Cili se budeme snazit jméno
stavu zkracovat zleva tak dlouho, nez dostaneme jméno dalsiho stavu. Z kofene —
prazdného stavu — pak evidentné zadné zpétna hrana nepovede.

Funkce pro hledani v sené bude vypadat stejné jako u KMP: zac¢ne v pocate¢nim
stavu (to je kofen stromu) a postupné bude rozsifovat seno o dalsi pismenka. Pokazdé
zkusi jit dopfednou hranou a pokud to neptijde, bude se vracet po zpétnych hranach.
Pritom se budto dostane do vrcholu, kde vhodnd dopfednd hrana existuje, nebo se
vrati az do korene stromu a tehdy novy znak zahodi.

Stejné jako u KMP nahlédneme, Ze prochézeni sena trvd O(S) a ze plati analo-

gicky invariant, totiz ze se v kazdém okamziku nachazime ve stavu, ktery odpovida
nejdel$imu suffixu zatim pfecteného sena, ktery je prefixem nékteré jehly.
Hlaseni vyskytu: Jediné, co se bude od KMP lisit, je, kdy ohlésit vyskyt. U KMP
to bylo snadné: kdykoliv jsme dospéli do posledniho stavu, znamenalo to nalezeni
jehly. Nabizi se hlasit vyskyt, kdykoliv dojdeme do stavu oznaceného jako koncovy.
To ale nefunguje: pokud na$§ ukdzkovy automat pfecte seno bara, skonéi ve sta-
vu bara, ktery neni koncovy, a pfitom by zde mél ohlasit vyskyt jehly ara. Stejné
tak preCteme-li barbara, nevSimneme si, Ze na témze misté kondi i ara.
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Plati ale, Zze vSechna slova, ktera bychom méli v daném stavu ohlasit, jsou
suffixy jména tohoto stavu. Mohli bychom se tedy vydat po zpétnych hranach az
do kofene a kdykoliv projdeme pres koncovy vrchol, ohlasit vyskyt. To ovSem trva
prilis dlouho — jisté by se stavalo, ze bychom podnikli dlouhou cestu do kofene a
nenasli na ni nic.

Dalsi, co se nabizi, je pfedpo¢itat si pro kazdy stav S mnozinu slov M(f3),
jejichZz vyskyty méame v tomto stavu hlasit. To by fungovalo, ale existuji mnoZiny
jehel, pro které bude celkova velikost mnozin M (3) superlinedrni (viz cviceni 4).
Museli bychom se tedy vzdat lakavé moznosti stavby automatu v linearnim case.

Jak to tedy vyfesime? Zavedeme zkratky (na obrazku vyznadeny zelend):

Definice: Zkratkovd hrana ze stavu « vede do nejblizsiho koncového stavu ((«) do-
sazitelného z a po zpétnych hranach.

Jingmi slovy, zkratka ((a) ndm Fekne, jaky je nejdelsi vlastni suffix slova a,
ktery je jehlou. Pokud takovy suffix neexistuje, Zadna zkratkova hrana ze stavu «
nepovede. Pomoci zkratkovych hran mutzeme snadno vyjmenovat vSechny vysky-
ty. Budeme postupovat stejné, jako bychom prochézeli po vSech zpétnych hranach,
jen budeme dlouhé tseky zpétnych hran, na nichz neni nic k hlaseni, preskakovat
v konstantnim case.

Reprezentace automatu: Vyhledavaci automat se tedy sestava ze stromu doprednych
hran, ze zpétnych hran a ze zkratkovych hran. Rozmysleme si, jak vse ulozit do
paméti. Pro kazdy stav si budeme pamatovat:

e 5 — poradové ¢islo stavu (tfeba podle toho, jak vrcholy vznikaly),
® Zpét(s) — kam z néj vede zpétna hrana (vyuZzivame toho, ze miize
byt nejvyse jedna, takze si zapamatujeme ¢islo stavu, do néjz vede),
o Zkratka(s) — kam z néj vede zkratkova hrana (taktéz),
e Slovo(s) — zda tu konéi néjaké slovo (a pokud ano, tak které),
® Dopredu(s,z) — kam vede dopfednd hrana oznafend pismenem x
(pro malé abecedy si to mlizeme pamatovat v poli, pro velké viz
cviceni 6).
Cely algoritmus pro zpracovani sena automatem pak bude vypadat takto:
Procedura ACKROK (Jeden krok automatu)
Vstup: Jsme ve stavu s, precetli jsme znak x.
1. Dokud Dopredu(s,z) = 0 & s # kofen: s < Zpét(s).
2. Pokud Dopredu(s, ) # 0: s < Dopredu(s, ).
Vystup: Novy stav s.
Algoritmus ACHLEDEJ (Spusténi automatu na dany fetézec)
Vstup: Seno o, zkonstruovany automat.
1. s < koren.

2. Pro znaky x € o postupné provadime:
3. s < ACKROK(s, z).
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J 4 s.
Dokud j # 0:
Je-li Slovo(j) # 0:
Ohléasime Slovo(j).
8. J  Zkratka(j).
Stejnym argumentem jako u KMP zdtvodnime, Ze vSechny kroky automatu dohro-
mady trvaji O(S). Mimo to jesté hlasime vyskyty, coz trva O(pocet vyskyti). Zbyva
ukazat, jak automat sestrojit.

NS otk

Konstrukce automatu: Opét se inspirujeme algoritmem KMP a nahlédneme, ze zpét-
na hrana ze stavu 8 vede tam, kam by se automat dostal pfi hledani slova 3 bez prv-
niho znaku. Chtéli bychom tedy zacit sestrojenim dopfednych hran a pak spousténim
jesté nehotového automatu na jednotlivé jehly dopliiovat zpétné hrany, doufajice, Ze
si vystac¢ime s uz sestrojenou ¢asti automatu.

Kdybychom vsak automat spoustéli na jednu jehlu po druhé (pokazdé bez
prvniho znaku), dostali bychom se do tzkjch, protoze zpétné hrany mohou vést
kfizem mezi jednotlivymi vétvemi stromu. Mohlo by se nam tedy stat, ze pfi hledani
néjakého slova potfebujeme zpétnou hranu, kterd vede do jiného slova, které jsme
jesté nezkonstruovali. Proto tento postup selze.

Miuzeme vSak vyuzit toho, ze kazda zpétna hrana vede ve stromu alespon o jed-
nu hladinu vys, a strom konstruovat po hladinach. To si lze predstavit tak, Ze pa-
ralelné spustime vyhledavani vsech slov bez prvnich pismenek a vzdycky udélame
jeden krok kazdého z téchto hledani, coz ndm da zpétné hrany v dalsim patfe stromu.

Kdykoliv vytvofime zpétnou hranu, sestrojime také zkratkovou hranu z téhoz
vrcholu. Pokud vede zpétnd hrana ze stavu s do stavu z a Slovo(z) je definovéno,
musi vést zkratka z s také do z. Pokud v z zddné slovo nekon¢i, musi zkratka z s
vést do téhoz vrcholu, kam vede zkratka ze z.

Algoritmus ACKONSTRUKCE

Vstup: Slova 1, ..., ty.
1. Zalozime strom, ktery obsahuje pouze koten r.
2. Vlozime do stromu slova ¢1. .. t,, nastavime Slovo ve vSech stavech.
3. Zpét(r) < 0, Zkratka(r) « 0.
4. Zalozime frontu F' a vlozime do ni syny kofene.
5. Pro vSechny syny s kofene: Zpét(s) < r, Zkratka(s) « 0.
6. Dokud F # 0:
7. Vybereme i z fronty F.
8. Pro vsechny syny s vrcholu i:
9. z + ACKROK(Zpét (i), pismeno na hrané is).
10. Zpét(s) + z.
11. Pokud Slovo(z) # 0: Zkratka(s) + z.
12. Jinak Zkratka(s) < Zkratka(z).
13. Vlozime s do fronty F.
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Vystup: Strom, pole Slovo, Zpét a Zkratka.

Pro rozbor Casové slozitosti si uvédomime, Ze konstrukce zpétnych hran hleda
vSechny jehly, jen kroky jednotlivych hledani vhodnym zptsobem stfida (jakoby
je provadéla paralelné). Jeji ¢asovou sloZitost tedy muZeme shora omezit souétem
slozitosti hledani jehel, coz, jak uz vime, je linedrni v délce jehel. Konstrukce dokonce
muze dobéhnout i rychleji, jsou-li totiz dva z provadénych vypoctu v témze stavu,
pocitame krok automatu pouze jednou. To je vidét tfeba na spole¢ném zacatku slov
araba a arbara.

Chovani celého algoritmu shrneme do nasledujici véty:

Véta: Algoritmus Aho-Corasickovéa najde vSechny vyskyty v case O (>, J; + S+ V),
kde Ji,...,J, jsou délky jednotlivych jehel, S je délka sena a V pocet ohlasenych
vyskyti.

Rabiniv-Karptv algoritmus

Nyni si ukdzeme jesté jeden algoritmus na hledani jedné jehly, tentokrat zaloze-
ny na heSovani. Ackoliv jeho ¢asova slozitost v nejhorsim pripadé bude srovnatelné
s hledanim hrubou silou, v primeéru bude linearni a v praxi ¢asto pobézi rychleji nez
KMP.

Predstavme si, ze mame seno délky S a jehlu délky J. Pofidime si néjakou
hesovaci funkci H, které J-ticim znakd pfifazuje ¢isla z mnoziny {0,..., N — 1} pro
néjaké dost velké N. Budeme posouvat okénko délky J po sené, pro kazdou jeho
polohu si spo¢teme he$ znak® uvniti okénka, porovname s hesem jehly a pokud se
rovnaji, porovname okénko s jehlou znak po znaku.

Pokud je heSovaci funkce ,kvalitni“, malokdy se stane, Ze by se heSe rovnaly,
takZze misto ¢asu ©(J) na porovnavanim Fetézcii si vystac¢ime s porovnanim hest
v konstantnim case. Jenze ouha, ¢éas ©(J) potiebujeme i na vypocteni heSe pro
kazdou polohu okénka. Jak z toho ven?

Poridime si heSovaci funkci, kterou lze pfi posunuti okénka o jednu pozici do-
prava v konstantnim case prepocitat. Tyto pozadavky spliiuje tfeba funkce

H(zy,...,25) = (le‘Fl +aP 24 4y P! +xJPO) mod N,

pficemz pismena povazujeme za prirozena Cisla a P je néjakd vhodna konstanta —
potiebujeme, aby byla nesoudélna s N a aby P bylo fadové vétsi nez N. Posuneme-li
nyni okénko z z1,...,2  na xa,...,T 41, hes se zméni takto:

H(zg,...,xj541) = (xQPJ_l +asP' 24 4z, P! + 741 P°% mod N
= (P-H(a:l,...,a:J)—x1PJ—|—a:J+1) mod N.

Pokud si mocninu P” pfepoéitame, probéhne aktualizace hese v konstantnim case.
Cely algoritmus pak bude vypadat nasledovné:

Algoritmus RABINKARP
Vstup: Jehla ¢ délky J, seno o délky S.

9 2012-08-17



1.5« H(t). (hes jehly)
2. h<+ H(o[:J]). (hes prvni pozice okénka)
3. Zvolime P a N a ptedpocitame P/ mod N.
4. Proiod0do S—J: (mozné pozice okénka)
Je-li h = j:
Pokud oli : i 4+ J] = ¢, ohlasime vyskyt na pozici i.
Pokud i < S — J: (pfepocitdme hes)
h <« (P-h—oli]- P/ + ofi + J]) mod N.

® N o o

Analyza: V nejhor$im piipadé pro kazdou pozici okénka porovnavame fetézce a cely
algoritmus spotiebuje ¢as ©(JS). Abychom zjistili, jak tomu bude v primérném
pfipadé, odhadnéme pravdépodobnost porovnani.

Predevsim pokud nastane vyskyt, urcité porovnavame. Nenastane-li, hes jehly

se shoduje s heSem okénka s pravdépodobnosti 1/N (za pfedpokladu dokonale na-
hodného chovani hesovaci funkce, coz té nasi budeme vérit, ackoliv jsme to poradné
nedokazali).

V priméru tedy spotiebujeme ¢as O(S + V.J + S/N - J), kde V je pocet na-

lezenych vyskyti. Pokud ndm bude stacit najit prvni vyskyt a zvolime N > SJ,
algoritmus pobézi v pramérném case O(S5).

Cviéeni

1.

Naivni algoritmus, ktery zkousi vsechny mozné zacatky jehly v sené a vzdy po-
rovnava fetézce, ma ¢asovou slozitost O(JS). Mize byt opravdu tak pomaly,
uvazime-li, Zze porovnavani fetézct skondi, jakmile najde prvni neshodu? Sestroj-
te vstup, na kterém algoritmus pobézi ©(JS) kroki, pfestoZe nic nenajde.
Naleznéte priklad jehel a sena, v némz se nachazi superlinedrni pocet vyskytt
vzhledem k celkové velikosti vstupu (soudet velikosti jehel a délky sena).
Uvazujme zjednoduseny algoritmus AC, ktery nepouziva zkratkové hrany a vzdy
projde po zpétnych hranich az do kotfene. Ukazte ptriklad vstupu, na kterém je
tento algoritmus asymptoticky pomalejsi.

Ozna¢me M (s) mnozinu fetézct, jejichz vyskyty algoritmus AC ohlési ve stavu s.
Ukazte, ze kdybychom si méli véechny mnoziny M (s) pamatovat explicitné, bude-
me pro nékteré sady jehel potFebovat superlinearni mnozstvi prostoru vzhledem
k velikosti vstupu, takze automat neptijde sestrojit v linedrnim cCase.
Rozmyslete si, ze mnoziny M (S) z pfedchoziho pfikladu by bylo moZné reprezen-
tovat jako sristajici spojové seznamy — tedy takové, kde si kazdy prvek pamatuje
ukazatel na svého naslednika, ktery ovSem muze lezet v jiném seznamu. UkazZte,
Ze nami zavedené zkratkové hrany lze interpretovat jako ukazatele v takovych
seznamech.

Rozmyslete si, jak algoritmy z této kapitoly upravit, aby si poradily s velkymi
abecedami.

Upravte algoritmus AC, aby pro kazdou pozici v sené vypsal nejdelsi tam konéici
jehlu, a to efektivnéji nez vyjmenovanim vSech jehel. Jak se algoritmus zméni,
budeme-li chtit vypsat nejdelsi jehlu, kterd na dané pozici za¢ina?
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8. Meéjme seno a jehly. Popiste algoritmus, ktery v linedrnim ¢ase pro kazdou jehlu
spodité, kolikrat se v sené vyskytuje. Casova slozitost by neméla zaviset na poétu
vyskytl — ten, jak uz vime, mtze byt superlinearni.

9. Cenzor dostane mnozinu zakdzanych podfetézci a text. Vzdy najde nejlevéjsi
vyskyt zakdzaného podietézce v textu (s nejlevéjsim koncem; pokud jich je vice,
tak nejdelsi takovy), vystiihne ho a postup opakuje. UkaZte, jak text cenzurovat
v linedrnim case.

10. Rotaci fetézce a o K pozic nazyvame Fetézec a[K : |af : K]. Jak o dvou Fetézcich
zjistit, zda je jeden rotaci druhého?

11. Jak v linedrnim ¢ase zrotovat fetézec, dostacuje-li pamét pocitace jen na uloZeni
jednoho Fetézce a O(1) pomocnych proménnych?

12¥Navrhnéte algoritmus, ktery v linedrnim ¢ase nalezne tu z rotaci zadaného fetéz-
ce, jez je lexikograficky minimalni.

13. Navrhnéte datovou strukturu pro basniky, ktera si bude pamatovat slovnik a
bude umét hledat rymy. Tedy pro libovolné zadané slovo najde takové slovo
ve slovniku, které mé se zadanym nejdelsi spolecény suffix.

14¥Upravte datovou strukturu z pfedchoziho cviceni, aby v pripadé, Ze nejlepsich
rymu je vice, vypsala lexikograficky nejmensi z nich.

15. Jak reprezentovat slovnik, abyste uméli rychle vyhledavat vSechny presmycky
zadaného slova?

16*Je dan text a ¢islo K. Jak zjistit, ktery podiretézec délky K se v textu vyskytuje
nejcasteji?

17*Sestrojte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery v daném Fetézci najde nejdelsi pod-
fetézec, ktery se vyskytuje vicekrat.

18*Ukazte, jak pro dané dva Fetézce najit jejich nejdelsi spoleény podretézec.

19. Definujme Fibonacciho slova takto: Fy = a, F; = b, F, 1o = F,,F,, 1. Jak v za-
daném Fetézci nad abecedou {a,b} najit nejdelsi Fibonacciho podslovo?

20*Pokracujme v pfedchozim cvi¢eni. Dostaneme Fetézec nad né&jakou obecnou abe-
cedou, chceme nalézt jeho nejdelsi podretézec, ktery je isomorfni s néjakym Fi-
bonacciho slovem (lisi se pouze substituci jinych znakl za a a b).

21. Je dano slovo. Chceme nalézt jeho nejdelsi prefix, ktery je soucasné suffixem.

22. Jak zjistit, zda je zadané slovo a periodické? Tim myslime zda existuje slovo 3
a ¢islo k > 1 takové, ze a = ¥ (zietézeni k kopii fetézce f3).
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