7. Vyhledévaci stromy zapsali M. Rezd¢, S. Masojidek, B. Urbancovd

Vyvazené binarni vyhledavaci stromy

V minulé kapitole jsme se zabyvali problematikou pfidavani a ubirani prvki
binarniho vyhledavaciho stromu a jeho slozitosti a zjistili, ze vSe zalezi na hloubce
stromu. Vime, Ze chceme hloubku logaritmickou, ale jak ji mizZeme udrzet pfi ope-
racich? ReSenim je nasledujici definice:

Definice: Dokonale vyvdZeni je takové vyvazeni, ve kterém pro vSechny vrcholy v
plati ||L(v)| — |P(v)]| < 1.

Toto nam jisté zajistuje logaritmickou hloubku, ale je velmi pracné na udrzo-
vani. Zkusime proto slabsi podminku:

Definice: Hloubkové vyvdzZeni je takové vyvazeni, ve kterém pro vSechny vrcholy v
plati |h(L(v)) — h(P(v))] < 1. Stromfim s hloubkovym vyvazenim se ¥ika AVL stro-
my a plati o nich nasledujici lemma.

Lemma: AVL strom o n vrcholech ma hloubku O(logn).

Diitkaz: Uvazme a; = minimalni pocet vrcholi AVL stromu o hloubce k. Lehce
spocteme:

a0:0
a1:1
a2:2

ap =1+ ag—1 + ag—2.

Rekurentni vzorec jsme dostali rekurzivnim stavénim stromu hloubky k: novy
kofen a 2 podstromy o hloubce k —1 a k — 2.

Indukci dokézeme, Ze aj > 25 . Prvn{ indukéni krok jsme si uz ukdzali, ted pro
k

{
k>2plati: ay = 1+ap_y +ap_s > 25 +2°5° =25 . (273427 1) =25 .1.21 > 2%

Timto jsme dokazali, ze na kazdé hladiné je minimélné exponencialné vrchold,
coz nam zarucuje hloubku O(logn) V)
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Operace s AVL stromy

Find se nelisi od operace find v bindrnich stromech.

Dtiraz klademe na operace Insert a Delete, protoze pfi nich musime oSetfit
udrzeni struktury AVL strom.

Prvni nutnou podminkou je, Ze si musime pamatovat stav v kazdém vrcholu
tohoto stromu. A to vyvdZeni hloubky jeho podstromt.

Umluvime se napf. na tomto oznaceni:
Dostaneme tii typy vrchold, které se mohou v AVL stromu vyskytnout:

® Vrchol typu @, pokud je pravy podstrom hlubsi

® Vrchol typu ©, pokud je levy podstrom hlubsi a

e Vrchol typu ® (nulou), ktery ma oba syny shodné hloubky.
Sestaveni AVL stromu:

Postupujeme po struktuie binarniho stromu od listti ke kotfeni a kontrolujeme,
zda jsou vrcholy v jednom ze t¥i uvedenych stavti. Pokud ne, opravime strom operaci
jménem rotace.

Rotace

Jde o pfevraceni hrany mezi ptivodnim otcem (kofenem podstromu) a nevy-
vazenym vrcholem tak, aby byli i po preskupeni synové vzhledem k otciim spravné
usporadani.

Insert - vlozeni vrcholu do AVL stromu.

Vlozime jej jako list. Novy list mé vzdy ,znaménko“ nula ©. Pfedpokladame,

ze patii nalevo od posledniho otce. Podivame se na znaménko jeho otce:

e mél ® (nemél syna) — ted mda ©, po struktufe stromu nahoru po-

silame informaci, Ze se podstrom prohloubil o 1, coz miZe mit sa-
moziejmé vliv na znaménka vrcholi na cesté ke koreni.

e mél @ (mél pravého syna, ktery je listem) — ted md ©®, hloubka
podstromu se neméni
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® mel © — nenastane, protoze v binarni struktufe nemohou byt dva
levi synové
Pripadne-li pridany list napravo, fesime zrcadloveé.

S G
o é ’@u ;

Prohloubil-li se strom vlozenim nového listu, musime pracovat s vyvazenim:
e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu typu ©® — méni
jej na vrchol se znaménkem © a informace o prohloubeni je tieba

poslat o troven vys.

e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu typu & — méni jej
na vrchol se znaménkem ©, hloubka je vyrovnana, dal nic neposi-
lame.

e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu s © —
rozebereme na tii pripady podle znaménka vrcholu, ze kterého prisla
informace o prohloubeni:

e Informace ptisla z vrcholu typu & — provedeme rotaci do-
prava tak, ze novym kofenem se stane vrchol y, ze kterého

prisla informace o prohloubeni.

Pozorovdni 1: znaménko vrcholi y a = je ®
Pozorovani 2: hloubka pred vkladanim byla i + 1 a nyni
je také h + 1, tedy nemusime dale posilat informaci o pro-
hloubeni a mizeme skoncit
e Informace prisla z vrcholu typu &
e uvazme jeste vrchol z jako pravého syna vrcholu y,
ze kterého prisla informace o prohloubeni, a jeho
podstromy B a C
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® vrcholy B a C maji hloubku h nebo h—1 — oznac-
me ji tedy h— (to zfejmé protoze vrchol y mé zna-
ménko @, tedy jeho pravy podstrom s kofenem z
ma hloubku h + 1)

® provedeme dvojrotaci tak, ze novym kofenem se
stane vrchol z

[h+ 2]

Pozorovani 1: znaménko vrcholu z bude ®

Pozorovdni 2: znaménka vrcholu = a y se dopocitaji v za-
vislosti na hloubce B a C'

Pozorovdni 3: rozdil hloubky pravého a levého podstromu
bude u téchto vrcholi 0 nebo 1

Pozorovdni 4: hloubka pred vkladanim byla h + 2 a nyni
je také h + 2, tedy nemusime déle posilat informaci o pro-
hloubeni a mizeme skoncit

e informace prisla z vrcholu typu ® — to nemiuiZze nastat, pro-
toze v tom pripadé by neslo o prohloubeni

Delete — odebrani vrcholu z AVL stromu Bud maZeme list nebo mazeme vrchol,
ktery mél néjaké syny.
® pokud mazeme list, podivame se na typ otce. Predpokladame ma-
zani levého syna.
e byl typu © (nemél pravého syna) — zméni se na @ (vrchol
ted nemd zadné syny)
® byl typu ® (mél oba syny) — zméni se na @
(mazeme-li pravy list, fesime zrcadloveé)
e mazeme vrchol s jednim (levym nebo pravym) synem — syn nastu-
puje na misto otce a ziskava typ ©
V obou pripadech posilame informaci o zméné hloubky stromu...

e mazany vrchol mél oba syny (listy) — vybereme jednoho ze syni
na misto smazaného otce. Hloubka se neméni.
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® mazany vrchol mél syny podstromy — na jeho misto vezmeme nej-
vétsi prvek levého podstromu (nebo nejmensi prvek pravého pod-
stromu) a od odebraného (nahrazujiciho) listu kontrolujeme vyva-
zeni podstromu.

Uprava vyvdzZent stromu po odebrani listu z podstromu

e informace o zméné hloubky pfisla z levého podstromu do vrcholu
typu ® — vrchol se zméni na & a dal se hloubka neméni

e informace prisla zleva do vrcholu s © — méni se na ® a posilame
informaci o zméné hloubky.

Fb Pt
b ek

e problémovéa situace nastava, kdyz informace o zméné prisla zleva
do vrcholu se znaménkem &

Rozebereme na tii piipady podle znaménka pravého syna nevyvazeného vrcholu

® pravy syn je typu & — provedeme rotaci vlevo, novym kofenem
se stdvd y (pravy syn), oba vrcholy zméni typ na ©® a posilame
informaci o zméné hloubky.

B
h

h+1 h h

® pravy syn je typu ® — provedeme opét rotaci vlevo, kofenem se sta-
vé 1, nasledné se u y zméni typ na © , u vrcholu x se typ neméni.
Hloubka stromu se neméni, tudiz neni tfeba posilat informaci.
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h+1 h+1 h h+1

® pravy syn je typu © — v tomto pripadé uvazujeme jesté vrchol z
jako levého syna vrcholu y, s podstromy B a C, podstromy B a C
maji hloubku A nebo h — 1. Provedeme dvojrotaci, napted vpravo
rotujeme vrcholy z a y, potom vlevo vrcholy x a z tak, ze se z stane
novym kofenem, typ vecholu z bude potom & nebo ®, typ y @
nebo ® (podle toho, jaké znaménko mél pavodné vrchol z), typ z
bude ® a opét posilame informaci o zméné hloubky stromu.

Obecné vyhledavaci stromy

Pr1i ulozeni dat na disku se snazime, aby se ¢teni z disku provadélo pokud mozno
co nejménékrat a nezalezi nam tolik na tom, kolik operaci se vykonda v jednom uzlu.
(Casové je operace porovnavani zanedbatelna oproti ¢teni z disku.)

Definice: (a,b)-strom pro parametry a,b, a > 2, b > 2a — 1 je zakofenény strom
s usporadanymi syny a vnéjsimi vrcholy, pro ktery plati nasledujici axiomy:

1) Data jsou ulozena ve vnitfnich vrcholech a kazdy vrchol obsahuje
0 1 méné kli¢i nez ma synu.

2) Plati stromové usporadani, tedy ze A < 21 < B< 3y < C <23 <
D.

3) Kofen méa 2 az b synt, ostatni vnitini vrcholy a az b synil.

4) Vsechny vnéjsi vrcholy jsou ve stejné hloubce (vnéjsi vrchol=list).

Pozndmka: kdekoli by mohl byt syn a neni, pripojime vrchol, kterému fikame vnéjsi
vrchol)
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Uspofadané kii¢e s daty [ . . O O O }

| O Vnitrni
Uspofadané kiice s daty [|.|.|.|.|O} vrcholy

Listy - vnéjsi vicholy ‘ ‘ ‘ | ‘

Lemma: (a,b)-strom na n vrcholech ma hloubku O(log, n).
Diikaz: Zjistime jeho minimélni pocet list (oznac¢me jej m): kazdy vrchol az na kofen
ma alespon a synd, hloubku si ozna¢ime d —

m> a1

log,m>d—-1
d<1+log,m

coz je tadové O(log, n), kde n je pocet vrchola.
Operace s (a,b)-stromy:
Find
- Vzdy zjistime, mezi které 2 klice hledany vrchol patii a potom se zanorime
hloubéji.
Casové slozitost nalezeni prvku v (a, b)-stromu je O(logb - log, n), kde logb je ¢as

straveny na jednom vrcholu pro zjisteni, mezi které 2 vrcholy hledany patfi, log, n
je hloubka stromu.

Insert

Jako Find, pficemz jestlize nenasel, skon¢i na poslednim patie a pridame kli¢

® pokud pridanim nepfesdhneme maximalni pocet kli¢i, muZeme
skoncit

000000000 )

® pokud pridanim pfesdhneme maximalni pocet klict

1. rozdélime vrchol na 3 ¢asti: L,x,P
2. L a P jsou nové vrcholy

3. x je hodnota mezi L a P, kterou vlozime o patro vys jako kli¢ oddélujici
nové vzniklé vrcholy L a P

4. tim jsme prevedli problém o patro vys a opakujeme algoritmus

7 2011-05-23



900 O

(11l

X
00000 e @00C0) @000

Poznamka: Jestlize se dostaneme az do kotrene, rozdéli se kofen na dvé ¢asti, vznikne
ndm novy kofen se dvéma syny (coz je povoleno) a celému stromu vzroste hloubka
o jedna.
Korektnost: Potfebujeme, aby

|IL| >a—-1

|P|>a—-1
po secteni obou nerovnosti a pri¢teni 1 na obé strany rovnice:

IL|+|P|+1>2a—2+1=2a—1

prava strana je rovna b a to podle definice > 2a — 1.
Casova slozitost: vkladani prvku do (a, b)-stromu je O(b - log, n).
Delete
- pfevedeme na delete z listu (stejny postup jako u stromu: jestlize to neni list,
prohodime tuto hodnotu s nejmensi hodnotou podstromu jeho pravého syna) —
v tomto pfipadé na kli¢ posledniho vnitfniho vrcholu, protoze listy jsou vnéjsi
vrcholy bez dat.

® pokud ma vrchol, ze kterého odebirame stale a — 1 kli¢li, muZzeme
skoncit

¢ pokud m4 vrchol (V), ze kterého odebirdme a — 2 kli¢u a jeho levy
sousedni vrchol (L) alespoii a kli¢i (kli¢ otce oddélujici tyto vrcholy
oznafme x):

1. smazeme nejvétsi kli¢ levého sousedniho vrcholu (L) a nahradime tim
kli¢ otce obou vrcholii (nahradime x za tuto hodnotu)

2. puvodni kli¢ otce (z) pfiddme jako nejmensi kli¢ odebiranému vrcho-
lu (V)

3. tim maji oba tyto vrcholy a — 1 kli¢d a mizeme skoncit

(1 )eee)
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e pokud m4 vrchol, z kterého odebirame (V) a — 2 kli¢t a jeho levy
sousedni vrchol (L) a — 1 kli¢t (kli¢ otce oddélujici tyto vrcholy
oznaéme z):

1. sloué¢ime V,x,L do jednoho vrcholu
2. tim jsme problém prevedli o patro vys a opakujeme algoritmus

( ] lelee)

[ 1 I JO®
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Pozndmka: Dojdeme-li takto az do korene, na misto klice odebraného z korene lze
pouzit nejmensi nebo nejvétsi kli¢ nové slouc¢eného podstromu. Ten odebrat lze,
protoze po slouceni (které bylo pfi¢inou této situace), je v nejnizsim vrcholu 2a — 2
kli¢a.

Casovd sloZitost:

O(b - log, n)
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