6. Dijkstriv algoritmus a haldy

FIXME: Nerevidovano!

Na této prednasce budeme pokracovat v problému hledani nejkratsSich cest
v grafech ohodnocenych redlnymi ¢isly. Jiz jsme potkali Bellmaniv-Forduv algorit-
mus a jeho zobecnéni v podobé prizkumnického algoritmu.

Situace: Mame orientovany graf G a funkce [ : F(G) — R pfifazujici hrandm jejich
ohodnoceni (délky). Pro vrcholy u, v € V(G) budeme chtit spocitat jejich vzdélenost
d(u,v), coz bude délka nejkratsi cesty z u do v nebo oo, pokud Zadné cesta neexistuje.

Aby se vzdalenosti chovaly ,rozumné“ (tj. jako metrika), budeme chtit, aby

platily nasledujici vlastnosti:
e d(u,u) =0,
e d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (trojihelnikova nerovnost).

To nemusi obecné platit (kazi ndm to zdporné cykly), proto budeme studovat
pouze grafy, v nichz zaporné cykly neexistuji. Pak uz budou obé vlastnosti splnény,
jak plyne naptiklad z nasledujiciho lemmatu:

Lemma: V grafu bez zapornych cyklu existuje ke kazdému nejkratsimu sledu z u
do v stejné dlouhé uv-cesta.
Diikaz: Mame-li nejkratsi uv-sled, ktery neni cestou, opakuje se v ném néjaky vr-
chol w € V(G). Délka cyklu i(c) > 0 = I(u...v...w) < I(pwodnisled). Tento
postup mizeme opakovat a po kone¢ném poctu krokti dostaneme cestu, tedy plati
trojuhelnikova nerovnost. Q
Opakovani: Dijkstruv algoritmus
® D(v) ...docasna vzdalenost z s do v
e Znacky Z(v)
e :Nevidén
e :Vidén
e :Hotov

1. D(%) <= 400,D(s) < 0
2. Z(x) « Neviden, Z(s) < V
3. while Jv: Z(v) =V
4. vybereme v : Z(v) =V, D(v) = min
5 Z(v)y=H
6 for Vw : (v,w) € E(Q)
7. D(w) < min(D(w), D(w) + l(v,w))
8. it Z(w) =N = Z(w) -V
Véta: Pokud G je nezaporné ohodnoceny graf, pak se Dijkstruv algoritmus zastavi
a vyda Vv : D(v) = d(s,v) (tedy spravné hodnoty).
Diikaz: Nasledujici posloupnosti lemmat. Q
Lemma 1: Pokud wvg,...,vr je nejkratsi voui-cesta, pak vg,...,vx_1 je nejkratsi
VoVk—1-Cesta.
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Diikaz: Pokud by tomu tak nebylo, miZeme vg,...,vx_1 vyménit za kratsi cestu,

a tim ziskat kratsi vovy-cestu. Q
Lemma 2: Algoritmus se zastavi po < n pruchodech cyklem.

Diikaz: Zfejmé z toho, ze kazdy vrchol uzavieme nejvyse jednou. Q
Lemma 3: Po zastaveni jsou hotovy pravé vrcholy dosazitelné z s.

Diikaz: Viz minuld pirednaska. VY

Lemma 4: D(v) uzaviranych vrcholt tvoii neklesajici posloupnost.
Dikaz: V okamziku, kdy uzavirdme v plati Vw ¢ H : D(w) > D(v), pfipadné

prepocitdme D(w) na D(v) — l(v,w) > D(v). V)
Lemma 5: Pokud v € H, pak D(v) se uz nezméni.

Diikaz: Indukci podle béhu algoritmu. Q@
Lemma 6: Pro YoD(v) je délka nejkratsi sv-cesty, jejiz vnitini vrcholy lezi vSechny
v H.

Diikaz:

® po 1. prichodu OK
e uzavirame-li dalsi vrchol v:

a) D(w) pro w € H Podle Lemma 5 se D(w) neméni. Mu-
sime nahlédnout, ze se opravdu zménit nema.

b) D(w) pro w ¢ H D(w) = minD(v) + l(v,w)
Q

Existuje pomalejsi algoritmus pro grafy se zapornymi hranami bez zapornych
cykli. Bellman-Forduv algoritmus

1. D(%) < 00, D(s) < 0

2. Opakuji

3 ProVv eV

4. prozkoumej(v)

5 (koukne se, jestli nejde vylepsit cestu

6. do sousedti v)
7. dokud se né&jaké D(...) méni

Lemma 1: Pokud D(v) < oo, pak existuje sled z s do v délky D(v). (specialné z toho
plyne Yo D(v) > d(s,v))
Lemma 2: Vv D(v) nikdy neroste. Lemma 3: Po k fazich je Vv D(v) < délka nejkratsiho
sv-sledu o < k hranach. Diikaz: Indukci...pro £ > 0 OK Indukéni krok: Dobéhla
k — 1 faze, poustime k-tou

v
Véta: Pro graf bez zapornych cykla se Bellman-Fordav algoritmus zastavi po nejvyse
m fazich a vydd D(v) = d(s,v) pro v8echna v. (zfejmé z lemmat)
Lemma 4: Pokud v grafu existuje zdporny cyklus dosaZitelny z s, algoritmus se
nezastavi. (Zajimavy test na to, zda graf obsahuje zaporny cyklus.)

Casové slozitost Bellman-Fordova algoritmu : O(n * m)
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Floyd-Warshalluv algoritmus G je graf se zipornym ohodnocenim hran, bez zapor-
nych cyklu Dﬁj = délka nejkratsi cesty z v; do v; pres vi...vx DYy = I(vi,v;),
DY = 0 Dy = d(v,v;) - skuteénd vzdélenost v grafu

1. DiJ‘ — l(vi,vj), Diﬂ‘ — OVZ,j

2.fork=1ton

3. fori=1ton
4. forj=1ton
5. DiJ‘ = min(Di,j, Di,k + Dk’j)

Véta: Floyd-Warshalliv algoritmus spo¢itd D, ; = d(v;,v;) v ¢ase O(n?).

Shrnuti:

s — * Dijkstriv algoritmus O(n?) ...s haldou O((n+m)logm) ...s regularni haldou
O(n +m xlogn) ...s Fibbonaciho haldou O(n * logn + m) Bellman-Ford O(n * m)
* — * Floyd-Warshall O(n?)
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