11. Vyhledavaci stromy a hashovani zapsal P. Taufer

FIXME: Zatim chybi ¢erveno-cerné stromy a trie.

Hashovani

Méjme universum U (jeho velikost ozna¢ime ), mnozinu P piihradek (p = | P|)
a néjakou funkci b : U — P, které budeme fikat hashovaci funkce.

Datova struktura bude fungovat takto: kdyz prvek vkladame, spocteme hasho-
vaci funkci a vloZime prvek do p¥islusné prihradky (pfihradky budeme reprezentovat
jako pole seznamit). Pokud chceme prvek vyhledat nebo smazat, opét vyhodnotime
hashovaci funkci a dozvime se, ve které jediné ptrihradce ho dava smysl hledat.

Budeme-li pfedpoklddat, Ze vypocet funkce h trvad O(1), bude vkladani praco-
vat v konstantnim c¢ase a ostatni operace v Case linedrnim s poc¢tem prvka v dané
ptrihradce. Pokud se hashovaci funkce bude chovat ,rozumné ndhodné“, mizeme
oc¢ekavat, ze po vlozeni n prvki jich bude v kazdé ptihradce pfiblizné n/p, takze pii
volbé p ~ n mizeme ziskat konstantni ¢asovou sloZitost operaci. (Volit p > n nemé
smysl, protoze pak bychom inicializaci pole travili pfili§ mnoho ¢asu.)

Tento pristup méa ale samoziejmé své zadrhele: potfebujeme s prvky universa
umét pocitat (uz si nevystacime s porovnavanim), ale hlavné potiebujeme sehnat
hashovaci funkci, ktera se chova dostateénd rovnomérné. Casto se pouzivaji funkce,
které se pro obvyklé vstupy chovaji ,,pseudondhodné”, tieba:

®  — ax mod p, pokud je universum ¢iselné (pro néjakou konstan-
tu a; nejlepsi je, kdyZ a i p jsou prvodisla);

Ly, ..., Ty — (El C’ixi) mod p, pokud hashujeme Fetézce (C' a p
opét nejlépe prvociselna, navic je-li £ obvykla délka fetézce, mélo
by byt C* >> p).

Nicméné, at uz zvolime jakoukoliv deterministickou funkci, vZdy budou existo-
vat neprijemné vstupy, pro které skon¢i vSechny prvky v téze prihradce a operace
budou mit linearni slozitost namisto konstantni. Pomizeme si snadno: vybereme ha-
shovaci funkci ndhodné. Ne ze vSech funkci (ty bychom neuméli reprezentovat), nybrz
z vhodné zvolené t¥idy funkci, které umime snadno popisovat pomoci parametra.
Definice: Systém funkci S z U do P nazveme c-universalni (pro néjaké ¢ > 1), pokud
pro vSechny dvojice x,y navzajem ruznych prvka z U plati

Prpeslh(z) = h(y)] < ¢/p.

(Kdybychom volili ndhodné z tplné vsech funkci, vysla by tato pravdépodobnost
pravé 1/p — c-universélni systém je tedy nejvyse c-krat horsi.)

Lemma: Bud h funkce ndhodné vybrana z néjakého c-universalniho systému. Necht
Z1,...,Ty jsou navzajem ruzné prvky universa vlozené do struktury a z je néjaky
prvek universa. Potom pro oc¢ekavany pocet prvki v téze prihradce jako x plati:

E[#x : h(z) = h(x;)] < en/p.
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Diikaz: Pro dané = definujeme indikdtorové ndhodné proménné:

1 kdyz h(z) = h(z;)
Z; = "
0 jinak

Jinymi slovy, Z; ¥ika, kolikrat padl prvek x; do pfihrddky h(x), coz je bud 0 nebo 1.
Proto Z = ), Z; a diky linearité stfedni hodnoty je hledand hodnota E[Z] rovna
>, ElZ;]. Piitom E[Z;] = Pr[Z; = 1] < ¢/p podle definice c-universalniho systému.
Takze E[Z] < en/p. @
FIXME: Doplnit prehashovavani.
Zbyva doresit, kde néjaky c-universalni systém sehnat. Znamych konstrukci je
vicero, zde si predvedeme jednu linearné algebraickou.
Lemma: Predpokladejme, Ze p je prvocislo, pfihrddky jsou identifikované prvky ko-
nec¢ného télesa Z, a universum U je vektorovy prostor dimense d nad télesem Z,,
tedy Z£. Uvazujme systém funkei S = {hy | t € Z%}, kde hy(z) := t - x (skaldrni
soucin s vektorem s). Pak tento systém je 1-universalni.
Diikaz: Necht z,y € Zg, x # y. Potom jisté existuje i, pro néjz z; # y;; bez 1jmy na
obecnosti predpokladajme, ze ¢ = d. Nyni volime ¢t ndhodné po slozkach a pocitame
pravdépodobnost kolize (rovnost modulo p znadime =):

Priczalhi(z) = he(y)] =Prlz-t =y - t] = Pr[(z — y)t = 0] =

d d—1
=Pr Z(ml —y)ti =0| =Pr |(zg — ya)ta = — Z(xl —yi)t
i=1 1=1
Pokud uz jsme t1,...,t45_1 zvolili a nyni ndhodné volime ¢4, nastane kolize pro pravé

jednu volbu (posledni vyraz je linearni rovnice tvaru az = b pro nenulové a a ta ma
v libovolném télese pravé jedno feseni). Pravdépodobnost kolize je tedy nejvyse 1/p,
jak pozaduje 1-universalita. Q
Véta (Bertandav postulat): Pro libovolné n > 1 existuje prvocislo p, které spliiuje
nerovnost n < p < 2n.
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