0. Ukazka pOlliiti maker (zapsal Martin Mares)

Piedposledni kapitola

Je svacveder. Lyspernd jezeleni se virné vrtaceji v mokiave. )

e Takhle.
® Vypadaji.
e Odrazky.

Druha kapitola

Véta: Parez neni strom.

Diikaz: Strom je specidlnim piipadem lesa. Les je (podle definice) graf bez kruz-
nic. Pafez obsahuje alesponi jednu kruznici. Proto parez nemtize byt les, a tedy ani

strom. v
Algoritmus: (tfidéni posloupnosti aq, ..., a, pomoci STUPIDSORTuU)

1. 7 « identickd permutace na mnoziné {1,...,n}.

2. Opakuj:

3. Ovét, zda je posloupnost ar(1),ar(2),---,0r(n) Usporddana vze-

stupné. Pokud je, vrat ji jako vysledek.

4. Nahrad 7 jejim lexikografickym néaslednikem.

1. TOky v sitich (zapsala Markeéta Popelovd)

Prvni motivaéni tloha: Rozvod ¢ajovodu do vSech uéeben.

Predstavme si, Zze by v budové fakulty na Malé Strané existoval ¢ajovod, ktery
by rozvadél ¢aj do kazdé ucebny. Znazornéme si to orientovanym grafem, kde by
jeden vyznamny vrchol predstavoval ¢ajovar a druhy uc¢ebnu, ve které sedime. Hrany
mezi vrcholy by predstavovaly vétvici se trubky, které maji ¢aj rozvadét. Jak rozvést
co nejefektivnéji dostatek ¢aje do dané ucebny?

AN
AN

Cajovod

Druha motivacni tiloha: Prenos dat.

() Viz Lewis Caroll: Jabberwocky.
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Jinym prikladem muZe byt pocitacova sif na prenos dat, ktera se sestava z pre-
nosovych linek spojenych pomoci routert. Data se sice obvykle prenaseji po pake-
tech, ale to miiZzeme pii dnesnich rychlostech pfenosu zanedbat a povazovat data za
spojita. Jak prenaset data mezi dvéma pocitaci v siti co nejrychleji?

Definice: Sit je uspotradand pétice (V, E, z, s, ¢), kde plati:

e (V,E) je orientovany graf.

ec:.F— [Ra' je kapacita hran.

® 2,5 € V jsou dva vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok (spotiebic).

e Graf je symetricky, tedy Vu,v € V : wv € E < vu € E (tuto podminku
si mtizeme zvolit bez jmy na obecnosti, nebot vzdy miizeme do grafu
pfidat hranu, kterd v ném jesté nebyla, a déat ji nulovou kapacitu).

Ptiklad sité. Cisla predstavuji kapacity jednotlivych hran.

Definice: Tok je funkce f : E — R{ takovd, Ze plati:
1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < c(e).
2. Kirchhoffuv zakon:

YoeV\{zst: Y flu)= Y flou).

wuvel uvueE

Neboli pro kazdy vrchol kromé zdroje a stoku plati, Ze to, co do néj pritéka,
je stejné velké jako to, co z néj odtéka.

Poznamka: Pro zjednoduSeni zavedme specidlni znaceni:

® [T(v) = ,.uver f(uv) (to, co do vrcholu piitéka)
® f7(v) = > uivuer f(vu) (to, co z vrcholu odtékd)
o fA(w) = fT(v) — f~(v) (rozdil téchto hodnot)

Pak muzeme Krichhofftiv zakon zapsat jednoduse jako:
Yo € V\ {zs}: f2(v) =0.
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Priklad toku. Cisla piedstavuji toky po hranach, v zavorkach jsou kapacity.

Poznamka: V angli¢tiné se obvykle zdroj znadi s a stok ¢ jako source a target.

Pozorovani: Néjaky tok vzdy existuje. V libovolné siti mizeme vzdy zvolit funkci
nulovou (po Zadné hrané nic nepotece). Tato funkce spliiuje podminky toku, a tedy
takovyto nulovy tok je zcela korektni.

Definice: Velikost toku f je rozdil souctu velikosti toku na hrandch vedoucich do s
a souctu velikosti toku na hranach vedoucich z s. Neboli od toho, co do stoku pritéka
odecCteme to, co ze stoku odtéka.

1= 12(s).

Cil: Budeme chtit najit v zadané siti tok, jehoZ velikost je maximalni.

Otazka: M4 viubec smysl mluvit o maximalnim toku? Bude vzdy existovat? Nevybi-
rame zde totiz z kone¢né mnoha pripadt a na prvni pohled neni jasné, ze supremum
mnoziny vSech tokt bude zaroven i maximum této mnoziny.

Odpovéd: Ano, pro kazdou sit existuje maximalni tok. Toto pomérné piekvapivé
tvrzeni mizeme nahlédnout za pomoci matematické analyzy. Nastin dikazu je ta-
kovy, ze mnozina tokl je kompaktni a velikost toku je spojitd (dokonce linedrni)
funkce z mnoziny tokt do R. Proto nabyva velikost toku na mnoziné vSech tokt
svého maxima.

Poznamka: Pro naSe piipady predpokladejme, Ze kapacity jsou racionalni. Pomérné
nadm to zjednodusi préci a pfiliS ndm to neublizi, nebot prace s realnymi &isly je
stejné pro informatika pomérné zapeklita.

Prvni feSeni: Hledejme cestu P ze z do s takovou, ze Ve € P : f(e) < c(e) (po vSech
jejich hranach tece ostife méné, nez jim dovoluji jejich kapacity). Pak zjevné mizeme
tok upravit tak, aby se jeho velikost zvétsila. Zvolme

e :=min(c(e) — f(e)).

ecP

Novy tok f’ pak definujme jako f/(e) := f(e) + e. Kapacity neprekroéime (e je
nejvétsi moznd hodnota, abychom tok zvétsili, ale neprekrocili kapacitu ani jedné
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z hran cesty P) a Kirchhoffovy zdkony zlstanou neporuseny, nebot zdroj a stok
nezahrnuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se ptitok f¥(v) i odtok f~(v)
zvétsi presné o e.

Otazka: Najdeme takto ovSem opravdu maximélni tok?

Odpovéd: Nemusime. Napf. na obrazku je vidét, Ze kdyZ najdeme nejdiive cestu pies
hranu s kapacitou 1 (na obrézku tu¢né) a uz hodnotu toku na této hrané nesnizime,
tak dosdhneme velikost toku nejvyse 19. Ale maximélni tok této sité ma velikost 20.

10 10

10 10
Cisla piedstavuji kapacity jednotlivych hran.

Zde by ovSem situaci zachranilo, kdybychom poslali tok velikosti 1 proti sméru
prostfedni hrany — to muzeme udélat tFfeba odectenim jednicky od toku po sméru
hrany.

Nékdy je tedy potieba poslat néco i v protisméru. Definujme si rezervu hrany.
Ta nam 1ikd, kolik miZzeme danym smdérem jesté poslat. VyuZijeme zde, Ze sit je
symetricka.

Definice: Rezerva hrany uv je r(uv) := c(uv) — f(uww) + f(vu).
Ukazme si nyni algoritmus, ktery rezervy vyuziva, a dokazme, ze je konecny
a ze najde maximéalni tok kazdé racionalni sité.
Algoritmus (Forduv-Fulkersonuv)
1. f « libovolny tok, napf. v§ude nulovy (Ve € E : f(e) < 0).
2. Dokud 3P cesta ze z do s takovi, Ze Ve € P : r(e) > 0, opakujeme:
¢ < min{r(e) | e € P}.
Pro vSechny hrany uv € P:
§ «— min{ f(vu),e}
flou) « flou) =6
7. fluw) « fluv) +e—14§
8. Prohlasime f za maximalni tok.

S g w

Problém: Zastavi se Forduv-Fulkersontuv algoritmus?

® Pro celociselné kapacity se v kazdém kroku zvétsi velikost toku alespon
o 1. Algoritmus se tedy zastavi po nejvice tolika krocich, jako je néjaka
horni zavora pro velikost maximéalniho toku — napf. soucet kapacit vsech
hran vedoucich do stoku
Z c(us).

uusel
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® Pro racionalni kapacity vyuzijeme jednoduchy trik — kapacity vynasobime
spoleénym jmenovatelem a prevedeme na ptuvodni pfipad. Uvédomme si,
ze algoritmus nikde kapacity hran ale ani toky na hranach nedéli, takze
uz zustanou celoCiselné. A tak jsme prevedli racionalni kapacity na celo-
¢iselné, pro které uz vime, ze se algoritmus zastavi.
® Na siti s iracionalnimi kapacitami se algoritmus chova mnohdy divoce,
nemusi se zastavit ale dokonce ani konvergovat ke spravnému vysledku.
K zamysleni: Zkuste vymyslet piiklad takové sité.
Otazka: Vyda algoritmus maximalni tok?
Odpovéd: Vyda. Abychom si to dokazali, zavedme si fezy a pouZijme je jako certifikit
maximality nalezeného toku.
Definice: Rez je usporadané dvojice mnozin vrcholt (A, B) takovd, ze A a B jsou
disjunktni, pokryvaji vSechny vrcholy, A obsahuje zdroj a B obsahuje stok. Neboli
ANB=0,AUB=V,zc€ A, sc B.

Definice: Hrany fezu E(A,B):= ENA x B.

Poznamka: Rezy se daji definovat vice zpiisoby, jedna z definic je, Ze fez je mnozina
hran grafu takovych, Ze po jejich odebrani se graf rozpadne na vice komponent. Tuto
definici spliiuje i ta nase, ale ne naopak.

Definice: Kapacita rezu je

Definice: Tok pres tez je

fAAB) == > fleg= > fle.

c€E(A,B) c€E(B,A)

Pozorovani: Pro kazdy tok f a kazdy fez (A, B) plati, ze f(A, B) < c¢(A, B).
Dikaz:

FAB) = Y flo— > flo< Y flos > ce)=c4,B)
e€(A,B) e€E(B,A) e€E(A,B) e€E(A,B)
Q
Lemmatko: Pro kazdy tok f a pro kazdy fez (A, B) plati f(4, B) = |f].
Driikaz: Indukci a obrazkem.

Zalneme s fezem (V' \ {s}, {s}). Pro tento fez lemma plati z definice velikosti
toku. Dale budu postupné pfesouvat vrcholy z mnoziny B do mnoziny A. Libovolny
fez muze byt takto vytvoren z toho trivialniho.

Pfedstavme si, ze méme jiz libovolny fez (A, B) a presouvame vrchol v z A
do B. Tedy A’ = A\ {v} a B'= BU{v}.
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Uvédomme si, Ze v8echny hrany jednoho typu (napf. vedouci z A do v) se cho-
vaji stejné, takze staci uvaZzovat hrany pouze 4 typu (+ ostatni hrany (ty, které
pfesun neovlivni) oznadime ¢):

® o — hrany vedouci z A do v
® 3 — hrany vedouci z v do B
® v — hrany vedouci z v do A
® ) — hrany vedouci z B do v

Piesun vrcholu v z A do B.

Pied pfesunem (v € A) se f(A, B) skladd z € + 8 — ¢. Po pfesunu (v € B)
se f(A’,B’) sklada z € + a — . Rozdil téchto hodnot je a+ 6 — 5 — 7.

Nicméné z Kirchhoffova zadkonu o vrcholu v (coz neni ani zdroj ani stok) vime,
zea+d—03—~v=f*@¢) =0, nebot a + 6 je to, co do v pritékd, a B+ v je to,
co z v vytéka. Tedy tok pres fez pred presunem je stejné velky jako tok pres fez
po presunu. Pokud lemma platilo pfed pfesunem, musi platit i po pfesunu. Q
Dusledek: Pro kazdy tok f a fez (A, B) plati, ze |f| = f(4, B) < ¢(A, B).
Pozorovani: Pokud najdeme dvojici tok f afez (A, B) takovou, ze plati | f| = ¢(A4, B),
pak tok f je maximélni a fez (A, B) minimalni.

Véta: Pokud se Fordiv-Fulkersoniiv algoritmus zastavi, tak vyda maximalni tok.
Dikaz:

Necht se Fordtuv-Fulkersontiv algoritmus zastavi. Definujme A = {v € V; 3 ces-
ta ze z do v jdouci po hrandch s r >0} a B=V\ A.

Uvédomme si, ze (A, B) je fez, nebot z € A (ze z do z existuje cesta délky 0)
a s € B (kdyby s ¢ B, tak by musela existovat cesta ze z do s s kladnou rezervou,
tudiz by algoritmus neskonéil, nybrz tuto cestu vzal a stavajici tok vylepsil).

Déle vime, Ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu, neboli Vuv € E(A, B) :
r(uwv) = 0 (kdyby méla hrana uv rezervu nenulovou, tedy kladnou, tak by vrchol v
patiil do A). Proto po vSech hranach fezu vedoucich z A do B tece tolik, kolik jsou
kapacity téchto hran, a po hranach vedoucich z B do A netece nic, tedy f(uv) = c(uv)
a f(vu) = 0. Mame fez (A, B) takovy, ze f(A, B) = ¢(A, B). To znamen4, ze jsme
nasli maximalni tok a minimalni fez. V)

Zformulujme si, co jsme zjistili a dokazali o algoritmu paniti Forda a Fulkersona.

Véta: Pro sif s raciondlnimi kapacitami se Fordav-Fulkersontiv algoritmus zastavi
a vyda maximalni tok a minimalni fez.
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Véta: (Fordova-Fulkersonova)

i A B) = .
(Ain o4, B) = max|f]

Dikaz:

Jiz vime, Ze min(4 gy c(A, B) > maxy | f|. Staci tedy dokazat, ze vzdy existuji
tok f a fez (A, B) takové, ze ¢(A4, B) = |f|. Pro racionalni kapacity ndm Fordav-
Fulkersonuv algoritmus takovy tok (maximélni) a fez (minimalni) vyda. Jak je to ale
s redlnymi kapacitami? VyuZzijeme tvrzeni, ze maximalni tok existuje vzdy. Pak mu-
zeme spustit Fordtv-Fulkersontv algoritmus rovnou na tento maximalni tok (misto
nulového). Algoritmus se nutné ihned zastavi, nebot neexistuje cesta, kterd by méla
alespori jednu hranu s kladnou rezervou. A my vime, Ze pokud se algoritmus zasta-
vi, tak vyd4 minimélni fez. Proto i pro sit s readlnymi kapacitami plati, Ze existuje
maximalni tok f a minimalni fez (A, B) a ¢(A4, B) = |f|. @
Véta: Sit s celociselnymi kapacitami m4 aspoii jeden z maximélnich toki celo¢iselny
a Fordiv-Fulkersontv algoritmus takovy tok najde.

Diikaz: Kdyz dostane Fordav-Fulkersontv algoritmus celoéiselnou sit, tak najde ma-

ximélni tok a ten bude zase celo¢iselny (algoritmus nikde nedéli). @
To, ze umime najit celo¢iselné Feseni neni tiplné samoziejmé. (U jinych pro-

blémi takové $tésti mit nebudeme.) Ukazme si rovnou jednu aplikaci, kterd prave

celociselny tok vyuZzije.

Aplikace: Hledani maximéalniho parovani v bipartitnich grafech.

Definice: Mnozina hran F' C FE se nazyva pdrovdni, jestlize zadné dvé hrany této
mnoZiny nemaji spole¢ny ani jeden vrchol. Neboli Ve, f € F:en f = (.
Definice: Parovani je maximalni, pokud obsahuje nejvétsi mozny pocet hran.
Méjme bipartitni graf G = (V| E). V ném hleddme maximdlni parovani. Sestro-
jme si sit takovou, Ze vezmeme vrcholy V grafu G a pridame k nim dva specialni
vrcholy z (zdroj) a s (stok) a ze zdroje pfiddme hrany do vSech vrchold levé partity
a ze vSech vrcholu pravé partity povedeme hrany do stoku. VSechny kapacity nastav-
me na 1. Hrany bipartitniho grafu zorientujme z levé partity do pravé. Nyni staci jen
na tuto sit spustit Forduv-Fulkersontiv algoritmus (nebo libovolny jiny algoritmus,
ktery najde maximalni celoéiselny tok) a az dobéhne, tak prohlasit hrany s tokem 1

za maximalni parovani.
Z \ 7 N

Hledani maximalniho parovani v bipartitnim grafu.
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Existuje totiz bijekce mezi parovanim a celoCiselnymi toky pfi zachovani veli-
kosti. Z kazdého toku na vySe zminéném grafu (viz obrizek) lze sestrojit parovani
o stejné velikosti (velikost toku zde odpovida poétu hran bipartitniho grafu, po kte-
rych potefe 1) a naopak. Dilezité je si uvédomit, ze definice toku (omezeni toku
kapacitou a Kirchhoffovy zdkony) ndm zaruéuji, Ze hrany s nenulovym tokem (tedy
jedni¢kovym) budou tvofit parovani (nestane se, ze by dvé hrany zaé¢inaly nebo kon-
¢ily ve stejném vrcholu, nebot by se nutné porusila jedna ze dvou podminek definice
toku). Potom i maximélni tok bude odpovidat maximélnimu pérovani a naopak.

V bipartitnim grafu najdeme maximdlni parovani v ¢ase O(n-(m-+n)). Fordav-
Fulkersontiv algoritmus stravi jednou iteraci ¢as O(m + n) (za prohledani do sifky)
a pri jednotkovych kapacitach bude iteraci nejvyse n, protoze kazdou se tok zvétsi
alespori o 1 a vSechny toky jsou omezené fezem kolem zdroje, ktery ma kapacitu
nejvyse n. Vysledna ¢asova sloztost hledani maximéalniho parovani bude tedy O(n -
(m +n).

2. Dinictv algoritmus (zapsala Markéta Popelovd)

Na minulé prednasce jsme si ukazali Fordav-Fulkersoniv algoritmus. Tento
algoritmus hledal maximalni tok tak, Ze zacal s tokem nulovym a postupné ho zvét-
Soval. Pro kazdé zvétseni potieboval v siti najit cestu, na které maji vSechny hrany
kladnou rezervu (po takovéto cesté muzeme poslat vice, nez po ni aktudlné tece).
Ukéazali jsme, Ze pokud takovato cesta existuje, jde tok vylepsit (zvétsit). Zaroven
pokud tok jde vylepsit, pak takovato cesta existuje. Dokéazali jsme, Ze pro racionalni
kapacity je algoritmus konecny a najde maximalni tok.

Fordtv-Fulkersontiv algoritmus ma ovSem znac¢né nevyhody. Funguje pouze
pro racionalni kapacity a je pomérné pomaly. Nyni si ukdzeme jiny algoritmus, kte-
ry nevylepSuje tok pomoci cest, ale pomoci tok. .. Budeme k tomu potfebovat sit
rezerv.

Definice: Sit rezerv k toku f vsiti S = (V, E, z,s,¢) jesit R = (S, f) = (V, E, z,s,71),
kde r(e) je rezerva hrany e v toku f.
Konvence: Pro hranu e zna¢i ‘€ hranu opac¢nou. Nap¥. pokud e = uv, tak ‘€ = vu.

Je dtlezité si uvédomit, ze sif rezerv je zavisla jak na puvodni siti S, tak
na néjakém toku f v siti S. Sit rezerv R se pak od sité S lisi pouze kapacitami
— sif R méa jako kapacitu hrany rezervu hrany v ptvodni siti. Pro pfipomenuti:
rezervu hrany e v siti S = (V, E, z,s,¢) s tokem f jsme si definovali jako r(e) =

c(e) — f(e) + ().
Nez si ukdzeme samotny algoritmus, dokazeme si nasledujici lemma.
Lemma: Pro kazdy tok f v siti S a pro kazdy tok g v siti R = (S, f) lze v ¢ase O(m)
nalézt tok f' v siti S takovy, ze |f'| =|f] + |g]-
Dikaz:

Dtikaz rozdélime do t# kroki. V prvnim kroku si ukdzeme, jak budeme tok f’
v siti S konstruovat. V druhém kroku dokazeme, ze takto zkonstruované f’ je oprav-
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du tok. A nakonec ukézeme, Ze splituje pozadovanou vlastnost, tedy Ze jeho velikost
je soucet velikosti tokd f a g.

1. konstrukce f'
Pro kazdou dvojici hran e, ‘€ uréime f’(e) a f'(‘€) nasledovné:
e Pokud g(e) = g(‘@) = 0, pak nastavme:

* f'(e) = [le),
o /(€)= f(e).
e Pokud g(e) > 0 a g(‘€) = 0, pak polozme:

* c:=min(g(e), f(E ))
°f (6) fle)+ (6)
e fi(fe) = f(e) -
e Pripad g(e) =0 a g(‘?) > ( vyfesime obdobné.
e Pokud g(e) > 0 a g(*€) > 0, pak odec¢teme od toku g cirkulaci po cyklu
tvofeném hranami e a ‘€:

€
* §:=min(g(e), g(¢)),
* g'(e) :=gle) -9,
e g(€):=g(e) -0
Tok ¢’ nyni spada pod néktery z predchozich pfipadt, které uz umime
vyTesit.
2. ' je tok
1. Nejdrive ovéfme prvni podminku: Ve € E : 0 < f(e) < ¢(e ) Vezméme

libovolnou hranu e € E. Podle toho, co te¢e po hranich e a ‘€ v toku g,
jsme rozdélili konstrukci toku na tfi pripady:

1. Pokud po hranich e a ‘€ netekl Zadny tok g, pak jsme nasta-
vili f'(e) := f(e) a f'(€) := f(€). Tedy pokud f dodrzoval
kapacity, tak pro f’ musi platit to samé.

2. Pokud po hrané e tekl tok g nenulovy a po opac¢né nulovy, tak
jsme zvolili: f'(e) := f(e)+g(e) —e. Vime, Ze jsme si € vybrali
tak, ze e < g(e). Proto f'(e) >0
Ted ovéfme, ze f'(e) < c(e). V piipadé, ze ¢ = g(e), tak
f'(e) = f(e) < c(e). V opacném piipadé plati, ze ¢ = f(‘€).
Pak ovSem

f'(e) = fle) +g(e) — f(T) <
< fe) +lele) — fle) + f(@)] = f(%&) = cle).

Vyuzili jsme, Ze g je tok v siti rezerv, tedy g(e) < c(e) — f(e)+
f(e).

Pro tok f/(*e) plati, ze e < f(@). Proto f'('e¢) = f(€)—e >
0. Zaroven f'(‘e) < f(*€) < c(@).
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Tim jsme dokézali, ze f'(e) 1 f/(‘€) dodrzuji kapacity.

3. V poslednim pfipadé tekl po obou hranach kladny tok g. Mensi
tok z g(e) a g('€) jsme vynulovali a od vétsiho odecetli ten
mensi. Tok ¢'(e) a ¢'(€) tedy zistal korektni a tok f’' uz
konstruujeme podle pfedchoziho ptipadu.

2. Ted musime jesté dokézat, ze novy tok neporusuje Kirchhoffovy zakony:
Yo € V\{zs}: f2w)=0.

Vezméme si libovolnou hranu e = uv € E. Uvédomme si, ze pfi pfechodu
z f(e) na f'(e) az f(*€) na f/(*€) bylo:

- f2(u) sniZeno o g(e)

- fA(v) zv§seno o g(e).
Secteme-li tpravy na vSech hranach, dostaneme:

FA0) =2+ Y gluw)— Y glou) =

wuveEE uvueEE

= 2) + g7 (v) =g~ (v) = F2(V) + g% (v).

Jelikoz f byl tok, tak f2(v) = 0 a jelikoz g byl tok, tak g (v) = 0. Proto
f'2 () = fA(v) + g% (v) = 0.

Tim jsme dokézali, ze [’ je tok v siti S.

311 =1f1+1gl
Pouzijme vztah pro soucet prebytkt z predchoziho kroku:

/| = £2(s) = f2(s) + 9% () = | f| + |gl.
Q

Pro algoritmus budeme potfebovat vybirat kvalitni toky g v siti rezerv. Pokud
se nam to bude dafit, bude se tok f’ rychle zvétSovat, az bychom mohli dojit k maxi-
malnimu toku. Nejlépe by se nam hodily co nejvétsi toky v siti rezerv. Kdybychom
si dali za cil najit vzdy maximalni tok v siti rezerv, vysledek by byl sice krasny
(dostali bychom tak rovnou i maximélni tok v pivodni siti), ale problém hledani
maximéalniho toku bychom pouze prenesli na jinou sif. Nase pozadavky na tento
tok budou tedy takové, aby byl dostatecné velky, ale abychom béhem jeho hleda-
ni nestravili moc ¢asu. Podivejme se, jak se s timto problémem vyrovna Dinictiv
algoritmus. Nejdfive si ale zadefinujme nékolik pojmu.

Definice: Tok f je blokujici, jestlize pro kazdou orientovanou cestu P ze z do s
existuje hrana e € P takova, ze f(e) = c(e).

Definice: Sit je vrstevnatd (procisténd), kdyz vSechny vrcholy a hrany lezi na nej-
kratsich cestach ze z do s.
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Diniciiv algoritmus za¢ina s nulovym tokem. Potom vzdy podle toku f sestroji
sit rezerv a v ni vymaZze hrany s nulovou rezervou. Pokud v této promazané siti
rezerv neexistuje cesta ze zdroje do stoku, tak skonéi a prohlasi tok f za maximalni.
Jinak prodisti sit rezerv tak, aby se z ni stala vrstevnata sit (rozdéli vrcholy do vrstev
podle vzdalenosti od zdroje a odstrani pfebyte¢né hrany). Ve vrstevnaté siti najde
blokujici tok, pomoci néhoz zlepsi tok f. Pak opét pokracuje sestrojenim sité rezerv
na tomto vylepseném toku f atd.

Procisténa sit rozdélené do vrstev

Algoritmus (Dinicuv)
1. f < nulovy tok.
. Sestrojime sit rezerv R a smazeme e : r(e) = 0.
. | « délka nejkratsi cesty ze z do s v R.
. Pokud [ = oo, zastavime se a vratime f.
. Procistime sit R — sit C.
. g < blokujici tok v C.
. Zlepsime tok f pomoci g.
. GOTO 2.

0 O U W N

Pozorovani: Pokud se algoritmus zastavi, vydd maximélni tok.

Diikaz: Vime, Ze f je stale korektni tok (jediné, jak ho ménime je pfi¢itdni toku g,
coz je, jak jsme si dokdzali, ,neskodnd operace“). Jakmile neexistuje cesta ze z do s
v R, tak je f maximalni tok, nebot v tuto dobu by se zastavil (a vydal maximalni
tok) i Fordtiv-Fulkersontiv algoritmus, ktery je korektni. V)

A ted jesté musime ujasnit, jak budeme distit sit rezerv a vybirat blokujici
tok g.

Algoritmus procisténi sité rezerv

1. Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdalenosti od z.

2. Odstranime vrstvy za s (tedy vrcholy, které jsou od z vzdalenéjsi
nez s), hrany do minulych vrstev a hrany uvnitf vrstev.

3. Odstranime ,slepé ulicky“, tedy vrcholy s deg”(v) = 0, a to opa-
kované pomoci fronty. (Nejdiive zafadime do fronty vSechny vrcholy
s deg”(v) = 0. Pak dokud neni fronta prazdna, vzdy vybereme vr-
chol v z fronty, odstranime v a vSechny hrany uv. Pro kazdy takovy
vrchol u zkontrolujeme, zda se tim nesnizil vystupni stupen vrcholu u
na nulu (deg®*(u) = 0). Pokud snizil, tak ho zafadime do fronty.)
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Neprocisténa sif. Obsahuje zpétné hrany, hrany uvnit¥ vrstvy a slepé ulicky.

Hledani blokujicitho toku zacneme s tokem nulovym. Pak vezmeme vzdy ori-
entovanou cestu ze zdroje do stoku v siti C. V této cesté najdeme hranu s nejnizsi
hodnotou vyrazu r(e) — g(e) (neboli ¢(e) — f(e) v pivodni siti). Tuto hodnotu ozna-
¢ime . Pak ke vsem hrandm na této cesté pficteme e. Pokud tok g na néjaké
hrané dosdhne kapacity hrany, coz je zde r(e), tak hranu vymaZeme. Nésledné sit
docistime, aby spliiovala podminky vrstevnaté sité. A pokud jesté existuje néjaka
orientovana cesta ze zdroje do stoku, tak opét pokracujeme s touto cestou.

Algoritmus hledani blokujiciho toku

1. g < nulovy tok.
2. Dokud existuje orientovand cesta P ze z do s v C, opakuj:
3. € « min.ep(r(e) — g(e)).
ProVe e P: g(e) — g(e) +«.
Pokud g(e) = r(e), smazeme e z C.

S O e

Dodistime sit zase pomoci fronty.

Casova slozitost Rozeberme si jednotlivé kroky algoritmu.

1. Inicializace toku f ...O(m).

. Sestrojeni sité rezerv a smazani hran s nulovou rezervou ... O(m + n).
. Najiti nejkratsi cesty (prohleddvanim do sirky) ... O(m + n).

. Zkontrolovani délky nejkratsi cesty ... O(1).

. Prodisténi sité ... O(m + n).

TR W N

1. Rozdéleni vrcholi do vrstev — provedlo jiz prohledavani do sif-
ky ...O(1).

2. Odstranéni nékterych hran ... O(m + n).

3. Odstraneéni ,slepych ulicek” pomoci fronty — kazdou hranu od-
stranime nejvyse jedenkrat, kazdy vrchol se dostane do fronty
nejvyse jedenkrét ... O(m + n).

6. Najiti blokujiciho toku g ...O(m - n).

1. Inicializace toku g ...O(m).
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2. Najiti orientované cesty v procisténé siti rezerv (stac¢i vzit li-
bovolnou cestu ze zdroje, nebot kazda z nich v této siti vede
do stoku) ...O(n).
3. Vybér minima z vyrazu r(e) — g(e) pres vSechny hrany cesty
— ta muze byt dlouhd nejvyse n ... O(n).
4. Pfepocitani vsech hran cesty ... O(n).
5. Smazani hran cesty, jejichz tok g(e) se zvysil na hodnotu r(e)
6. Docistovani vyfesme zvI4st.
Vnitini cyklus (kroky 2 az 6) provedeme nejvyse m krét, nebot pfi kazdém
prichodu vymazeme alesponi jednu hranu (tak jsme si volili ¢).
Cisténi béhem celého hledani blokujiciho toku ¢ v proc¢isténé siti rezerv
trva dohromady O(m+n), nebot kazdou hranu a vrchol smazeme nejvyse
jedenkrat.
Najiti blokujiciho toku bude tedy trvat O(m - n + (m+n)) = O(m - n).
7. ZlepSeni toku f pomoci toku g ... O(m).
8. Skok na 2. krok ...O(1).

Zbyva ndm jen ur¢it, kolikrat projdeme vnéjsim cyklem (fazi). DokdZeme si lem-
ma, %e hodnota [ vzroste mezi prichody vnéjsim cyklem (fazemi) alespoii o 1. Z toho
plyne, Ze vnéjsim cyklem mtizeme projit nejvySe n-krat, nebot cesta v siti na n vr-
cholech muze byt dlouha nejvyse n.

Uvédomme si, ze uvnitf vnéjsiho cyklu prevlada ¢len O(m - n), takze celkova
¢asova slozitost bude O(n? - m).

Lemma: Hodnota [ (délka nejkratsi cesty ze z do s v procisténé siti) vzroste mezi
fazemi alespon o 1.
Dikaz:

Podivame se na priibéh jednoho priichodu vnéjsim cyklem. Délku aktualné nej-
kratsi cesty ze zdroje do stoku oznacme [. VSechny puvodni cesty délky [ se béhem
pruchodu zarucené nasyti, protoze tok g je blokujici. Musime vSak dokazat, ze ne-
mohou vzniknout zadné nové cesty délky [ nebo mensi. V siti rezerv totiz mohou
hrany nejen ubyvat, ale i pfibyvat: pokud posleme tok po hrané, po které jesté nic
neteklo, tak v protisméru z dosud nulové rezervy vyrobime nenulovou. Rozmysleme
si tedy, jaké hrany mohou pribyvat.

Hrany mohou pfibyvat jen tehdy, kdyZ jsme po opac¢né hrané néco poslali. Ale
my néco posilame po hranach pouze z vrstvy do té nasledujici. Hrany tedy pribyvaji
do minulé vrstvy.

Vznikem novych hran by proto mohly vzniknout nové cesty ze zdroje do stoku,
které pouzivaji zpétné hrany. Jenze cesta ze zdroje do stoku, kterd pouzije zpétnou
hranu, musi alespon jednou skocit o vrstvu zpét a nikdy nemutze skocit o vice nez
jednu vrstvu dopredu, a proto je jeji délka alespon [+ 2. Pokud cesta novou zpétnou
hranu nepouzije, mé bud délku > I, coz je v pofadku, nebo ma délku = I, pak je
zablokovana.
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Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Tim je lemma dokdzano. V)
Vsechna dokazana tvrzeni mtizeme shrnout do nasledujici véty:
Véta: Dinictiv algoritmus najde maximélni tok v éase O(n? - m).
Poznamka: Algoritmus se chova hezky na sitich s malymi celo¢iselnymi kapacitami,
ale kupodivu i na réznych jinych sitich. Casto se pouzivéa, nebot se chové efektivné.
A je mnoho zpusobi, jak ho jesté vylepSovat, ¢i odhadovat nizsi sloZitost na speci-
alnich sitich.
Poznamka: Algoritmus nevyZaduje racionéalni kapacity! Dalsi z davodi, pro¢ maxi-
malni tok existuje i v siti s iracionalnimi kapacitami.

3. Goldbergﬁv algoritmus (zapsala Markéta Popelovd)

Predstavime si novy algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti, ktery
se ukaze byt stejné dobry jako Diniciiv algoritmus (O(MN?)) a po nékolika vylep-
Senich bude i lepsi. Nejdfive si pfipomenme definice, které budeme potiebovat:

Definice: Mé&jme sit S = (V, E, 2, s,¢), tok f a libovolny vrchol v. Pak f2(v) nazj-
vame prebytek ve vrcholu v a definujeme ho takto:

A= Y ) - Y f(ou).

uwveE vu€EE

Prebytek ve vrcholu v je tedy soucet vSeho, co do vrcholu v pfitece, minus soucet
vseho, co z v odtece.

Definice: Déle pro libovolnou hranu uv € E definujeme jeji rezervu nasledovné:

r(uwv) = c(uwv) — f(uv) + f(vu).

Rezerva hrany znadi, co jesté je mozno po této hrané poslat.
Poznamka: Déale budeme oznac¢ovat pismenem N pocet vrcholi a M pocet hran,
tedy N =|V|a M = |E|.

Goldberguv algoritmus na rozdil od Dinicova algoritmu za¢ind s ohodnocenim

hran, které pravdépodobné neni tokem (budeme ho nazyvat vina), a postupné ho
zmensuje az na korektni tok.

Definice: Funkce f : E — Ry je vlna v siti (V, E, z,s,¢) tehdy, kdyZ jsou splnény
nasledujici dvé podminky:
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1. Ve € E: f(e) < ¢(e) (vlna na hrané nepfekroéi kapacitu hrany)
2. Yo € V\ {z,s}: f2(v) >0 (piebytek ve vrcholu je nezaporny).

Pozorovani: Kazdy tok f je také vina, ale opacné to obvykle platit nemusi.
Operace: Prevedent prebytku

Algoritmus bude potfebovat prevadét prebytky z vrcholu u na sousedni vr-
chol v. Mé&jme hranu wv s kladnou rezervou r(uv) > 0 a kladnym pfebytkem ve vr-
cholu u: f2(u) > 0. Cést prebytku budeme chtit poslat z vrcholu u do vrcholu v.
Vezmeme § := min(f* (u),7(uv)) a po hrané uv posleme tok o velikosti §. Vysledna
situace bude vypadat nasledovné:

o f'2(u) = fA(u) - 4.
o f2(v) = fA(v) +4.
o r'(uv) = r(uv) — 4.
o ' (vu) = r(vu) + 4.

Kdybychom ovsem nepridali zddnou jinou podminku, nas algoritmus by se mohl
krésné zacyklit (napf. posilat piebytek z u do v a zase zpéatky). Abychom se tomu
vyhnuli, zavedeme vysku vrcholu h : V. — N a dovolime prevadét prebytek pouze
z vy$§iho vrcholu u na nizsi v: h(u) > h(v).

Shrnuti: Podminky pro pfevedeni piebytku po hrané uv € E:

1. Ve vrcholu u je nenulovy prebytek: f2(u) > 0.
2. Vrchol u je vy$ nez vrchol v: h(u) > h(v).
3. Hrana uwv mé nenulovou rezervu: r(uv) > 0.

Operace: Pro vrchol u € V' definujme zvednuti vrcholu: Pokud béhem vypoctu nara-
zime ve vrcholu u na piebytek, ktery nelze nikam pfevést, zvétsime vysku vrcholu u
o jednicku, tj. h(u) <« h(u) + 1.
Algoritmus (Goldberguv)
1.Yv € V : h(v) < 0 (vSem vrcholim nastavime pocate¢ni vysku nula)
a h(z) < N (zdroj zvedneme do vysky N).
2.Ye € E : f(e) <« 0 (po hranich nejdiive nenechdme protékat nic)
aVzu € E : f(zu) < c(zu) (ze zdroje pustime maximdalni moznou
vinu).
3. Dokud Ju € V' \ {z,s} : fA(u) > 0:
4. Pokud Jv € V :wv € E, r(uv) > 0 a h(u) > h(v), pak pfevedeme
prebytek po hrané z u do v.
5. V opaéném piipadé zvedneme u: h(u) «— h(u) + 1.
6. Vratime tok f jako vysledek.

Nyni bude nasledovat nékolik lemmat a invarianti, jimiz dokédzeme spravnost a Ca-
sovou slozitost Goldbergova algoritmu.

Invariant A (zékladni):

1. Funkce f je v kazdém kroku algoritmu vlna.
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2. h(v) nikdy neklesa pro zadné v.
3. h(z) = N a h(s) = 0 po celou dobu béhu algoritmu.

Driikaz: Indukei dle poétu prichodi cyklem (3. — 5. krok algoritmu).

Na zacéatku je vSe v pofadku (f je nulova funkce, piebytky vSech vrcholt jsou
neziporné, tedy f je vlna, h(z) = N a h(s) = 0). V prubéhu se tyto hodnoty méni
pouze pri:

® Prevedeni po hrané uv: Po hrané uv se neposle vice nez jeji rezerva. Pre-
bytek u se snizi, ale nejméné na nulu. Pfebytek v se zvysi. Tedy f ztustava
vlnou. Vysky se neméni.

® Zvednuti vrcholu u: Méni pouze vysky — a to vrcholi riznych od zdroje
¢i stoku — a pouze se zvySuji. Q

Invariant S (o Spadu): Neexistuje hrana uwv € E : r(uv) > 0 & h(u) > h(v) + 1
(s kladnou rezervou a spadem vétsim nez jedna).

Diikaz: Indukci dle béhu algoritmu.

Na zacatku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu nulovou a vSechny ostatni
vedou mezi vrcholy s vyskou 0. V pribéhu by se tento invariant mohl pokazit pouze
dvéma zpusoby:

® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uv s kladnou rezervou a spa-
dem 1. Tento pfipad nemtize nastat, nebot hranu zveddme pouze tehdy,
kdyz neexistuje vrchol v takovy, ze hrana uv ma kladnou rezervu a spad
alespon 1. Takovy vrchol v nasem pripadé existuje, proto se misto zvednuti
vrcholu u posle pirebytek po hrané uv.

® 7Zvétsenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemize na-
stat, nebot rezervu bychom mohli zvétsit jediné tak, Ze bychom poslali
néco v protisméru — a to nesmime, jelikoz bychom poslali prebytek z niz-
$iho vrcholu na vyssi. Q@

Definice: Cestu P nazveme nenasycenou, pokud vSechny jeji hrany maji kladnou
rezervu. Neboli Ve € P : r(e) > 0.

Lemma K (o Korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, je f maximalni tok.

Diikaz: Dikaz rozlozme do dvou kroku. Nejdiive ukazeme, Ze f je tok, a pak jeho
maximalitu.

1. Necht se algoritmus zastavil. Pak nemohl existovat zadny vrchol v (kromé
zdroje a stoku) s kladnym ptebytkem. Tedy Yv € V' \ {z,s} : f2(v) = 0.
(Vime jiz, ze f je po celou dobu vlna, takze pfebytek nemtze byt nikdy
zédporny.) V tom ptipadé splituje f podminky toku.

2. Pro spor predpokladejme, Ze tok f neni maximalni. Pak existuje nenasy-
cena cesta ze zdroje do stoku. Vezméme si libovolnou takovou cestu. Zdroj
je stéle ve vySce N a spotiebi¢ ve vysce 0 (viz invariant A). Tato cesta
tedy prekonava vysku N, ale mize mit nejvyse N — 1 hran. Proto existuje
alespon jedna hrana se spaddem alespon 2. Tato hrana tedy nemize mit
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kladnou rezervu (viz invariant S). Tato cesta proto nemize byt zlepSujici,
coz je spor. Tim jsme dokazali, Zze f je nutné maximalni tok. Q@

Lemma C (Cesta): Mé&jme vrchol v € V. Pokud f2(v) > 0, pak existuje nenasycen4
cesta z vrcholu v do zdroje.

Diikaz: Provrcholv € Vs f2(v) > 0 definujme mnozinu A := {u € V : 3 nenasycena
cesta z v do u}.

Sectéme prebytky ve vSech vrcholech mnoziny A. Piebytek kazdého vrcholu
se spocita jako soucet toki do néj vstupujicich minus soucet tokl z néj vystupujicich.
Vsechny hrany, jejichz oba vrcholy lezi v A, se jednou pfictou a jednou ode¢tou. Proto
nas budou zajimat pouze hrany mezi A a V' \ A.

Y A = > f(ab) — > f(ab) < 0.

ueA abeEN((V\A)x A) abEEN(Ax (V\A))

=0 >0

Ukazme si, pro¢ je prvni svorka rovna nule. Mé&jme vrcholya e V\ Aabe A
takové, ze ab € E. O nich vime, Ze r(ba) = 0 (jinak by a patfilo do A) = f(ba) =
c(ba) = f(ab) = 0. Proto do A nic nepfitéka.

Obréazek k dikazu lemmatu C

Pro¢ je druhé svorka nezipornd, je ziejmé, nebot tok na hrané je vidy nezéa-
porny a soucet nezapornych ¢isel je nezaporné cislo.

Proto } ,ca 2 (u) <0. Zéaroven viak v A je asponi jeden vrchol s kladnym
prebytkem, totiz v, proto v A musi byt také vrchol se zapornym prebytkem — a jediny
takovy je zdroj. Tim je dokdzano, ze z € A, tedy Ze vede nenasycend cesta z vrcholu v
do zdroje. @
Invariant V (Vyska): Vo € V plati h(v) < 2N.

Dikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2N, tak by musel byt nékdy
zvednut z visky 2NV. Tehdy musel mit kladny prebytek f(v) > 0 (jinak by nemohl
byt zvednut). Dle lemmatu C musela existovat nenasycend cesta z v do zdroje. Tato
cesta méla spad alespoit N, ale mohla mit nejvySe N — 1 hran (jinak by to nebyla
cesta v siti na N vrcholech). Tudiz musela na této cesté existovat hrana se spadem
alespoii 2, coz je spor s invariantem S (nebot vSechny hrany této cesty maji z definice
nenasycené cesty kladné rezervy). @

Lemma Z (poéet Zvednuti): Pocet vSech zvednuti je maximalng 2V2.
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Diikaz: Stac¢i si uvédomit, ze kazdy vrchol mtzeme zvednout maximalné 2N-krat
a vrchold je N. Q
Ted nam jesté zbyva urdit podet provedenych prevedeni. Bude se ndm hodit,
kdyz pfevedeni rozdélime na dva druhy:
Definice: Rekneme, 7e pievedeni je nasycené, pokud po pievodu rezerva na hrané uv
klesla na nulu, tedy r(uv) = 0. V opaéném piipadé je nenasycené, a tehdy uréité
klesne piebytek ve vrcholu w na nulu, tedy f“(u) = 0 (pfi nasyceném pievedeni
se to ale muZe stat také).
Lemma S (naSycena pFevedeni): Pocet vSech nasycenych pievedeni je nejvys NM.
Diikaz: Pro kazdou hranu uv spocitejme pocet nasycenych prevedeni (tedy takovych
pfevedeni, Ze po nich klesne rezerva hrany na nulu). Abychom dvakrat nasycené
prevedli pfebytek (nebo jeho ¢ast) z vrcholu u do vrcholu v, tak jsme museli u
mezitim alespon dvakrat zvednout:

Po prvnim nasyceném prevedeni z vrcholu v do vrcholu v se vynulovala rezerva
hrany uwv. Uvédomme si, ze pfi této operaci muselo byt u vyse nez v, a dokonce vime,
Ze bylo vyse pfesné o 1 (viz lemma S). Po této hrané tedy nemtzeme uz nic vice
prevést. Aby doslo k druhému nasycenému prevedeni z v do v, musime nejprve
opét zvysit rezervu hrany wv. Jediny zpusob, jak toho lze dosdhnout, je prevést
Cast prebytku z v zpatky do w. K tomu se musi v dostat (alespoii o 1) vySe nez u.
Po preliti bude rezerva uv opét kladnd. A abychom provedli nasycené pirevedeni
znovu ve sméru z v do v, musime zase u dostat (alespoil o 1) vyse nez v. Proto
musime u alespon o 2 zvednout — nejprve na troven v a pak jesté o 1 vyse.

Ukazali jsme si tedy, ze mezi kazdymi dvéma nasycenymi pfevedenimi jsme
vrchol u zvedli alespon dvakrat. Nicméné libovolnou hranu miizeme zvednout nej-
vySe 2N-krét (viz invariant V). VSech hran je M, tudiz pocet vSech nasycenych
prevedeni je nejvyse N M. Q@
Lemma N (Nenasycena p¥evedeni): Pocet vSech nenasycenych prevedeni je O(N2M).
Diikaz: Dukaz provedeme pomoci potencidlové metody — nadefinujme si nasledujici
funkci jako potencial:

o= Z h(v).

v:fA(v)>0
v#£z,8

Nyni se podivejme, jak se nas potencial béhem algoritmu vyviji a jaké ma vlastnosti:

e Na pocatku je & = 0.

e Béhem celého algoritmu je ® > 0, nebof je souétem nezapornych ¢lent.

® Zvednuti vrcholu zvysi ® o jednic¢ku (Aby byl vrchol zvednut, musel mit
kladny piebytek = vrchol do sumy jiz pfispival, ted jen prispéje ¢islem
o 1 vy8§im.). Jiz vime, Ze za cely prubéh algoritmu je vSech zvednuti
maximalné 2N?2, proto zveddnim vrcholtl zvysime potencidl dohromady
nejvyse o 2N2.

e Nasycené prevedeni zvysi ® nejvyse o 2N, protoze bud po prevodu hra-
nou wv v u zustal néjaky prebytek, takze se mohl potencial zvysit nejvyse
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o h(v) < 2N, nebo je pfebytek v u po pfevodu nulovy a potencil se dokon-
ce o jedna snizil. Za cely pribéh tak dojde k maximalné NM takovymto
pfevedenim, diky nimz se potencial zvy$i maximélné o 2N2M.

® Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu ur-
¢ité odecteme vysku vrcholu u (nebot se vynuluje pfebytek ve vrcholu w)
a mozna pricteme vysku vrcholu v. Jenze h(v) = h(u) — 1, a proto nena-
sycené prevedeni potencidl vzdy snizi alespon o jedna.

Z tohoto rozboru chovani potencidlu ® v prabéhu algoritmu ziskdvame, Ze pocet
véech nenasycenjch pievedeni miize byt nejvyse 2N? + 2N2M, coz je O(N2M). ©
Implementace:
Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholi v # z, s s kladnym pfebytkem.
Neboli
P={veV\{zs}|3) >0}

Kdyz ménime pfebytek néjakého vrcholu, mizeme nas seznam v konstantnim case
aktualizovat (nap¥. tak, ze si kazdy vrchol pamatuje pozici, na které v seznamu P je).
V konstantnim ¢ase také umime odpovédeét, zda existuje né€jaky vrchol s prebytkem.
Déle si pro kazdy vrchol u € V budeme pamatovat L(u)-seznam hran wv € E
takovych, které vedou doli (maji spad alesponi 1) a kladnou rezervu. Neboli

Lu)={w e E|veV, rluw) >0, h(v) < h(u)}.

Diky tomu muZeme piistupovat k patiiénym sousediim u v ¢ase O(1), stejné jako
pridévat hrany do L(u), resp. je mazat. Opét kazd4 hrana si bude pamatovat pozici,
na které se nachazi v seznamu L.

Rozbor casové sloZitosti algoritmu:

1. Inicializace vysek ... O(N).
2. Inicializace vlny f ... O(M).
3. Vybér vrcholu u s kladnym prebytkem — vezmeme prvni vrchol v P ...
O(1).
4. Vybér vrcholu v, do kterého vede z u hrana s kladnou rezervou a ktery je
nize nez u — vezmeme prvui hranu z L(u) ... O(1).
Pievedeni pfebytku: ... O(1).
- Nasycené prevedeni ... O(1).
- Rezerva hrany uv klesne na nulu = hrana uv vy-
padne z L(u) ... O(1).
- Pfebytek vrcholu v se zvysi = pokud jesté nebyl
v seznamu P, tak se tam prida ... O(1).
- Pfebytek vrcholu v mozné také klesne na nulu =
pak by vrchol u vypadnul z P ... O(1).

- Nenasycené pfevedeni ... O(1).
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- Rezerva hrany uv zlstane nezaporna = hrana wv
zlstane v L(u) ... O(1).
- Vynuluje se prebytek vrcholu v = vrchol v vypad-

nez P ... O(1).
- Prebytek vrcholu v se zvysi = pokud jesté nebyl
v seznamu P, tak se tam pfidd ... O(1).

5. Zvednuti vrcholu u ... O(N).
Musime obejit vSechny hrany do u a z u, kterych je nejvyse 2N — 2,
porovnat vysky a pfipadné tyto hrany wv odebrat ze seznamu L(v) resp.
ptidat do L(u). Abychom pro odebrani hrany uv ze seznamu L(v) nemuseli
prochazet cely seznam, budeme si Vu € V pamatovat jesté L™1(u) :=
seznam ukazatell na hrany uv v seznamech L(v).

Vidime, ze kazdé zvednuti je sice drahé, ale je jich zase pomérné malo. Naopak
prevadéni prebytkd je Castd operace, takze je vyhodné, ze trva konstantni c¢as.
Shrnuti:

® Viech zvednuti je O(N?) (viz lemma Z), kazdé trva O(N) ... O(N3).

® Vsech nasycenych prevedeni je O(NM) (viz lemma S), kazdé trva O(1)
... O(NM).

e Viech nenasycenych pievedeni je O(N2M) (viz lemma N), kazdé trva
O(1) ... O(N2M).

Dohromady mé tedy Goldbergtiv algoritmus ¢asovou slozitost O(N2M). Vi-
dime, Ze uz v tomto obecném piipadé to neni horsi nez Dinictiv algoritmus. Pristé
si ukdZeme, Ze muze mit i mnohem lepsi. Nejdiive ale zformulujme vSechna dokézana
tvrzeni do nasledujici véty:

Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximélni tok v ¢ase O(N2M).

Pozorovani: Pokud bychom volili vZdy nejvyssi z vrcholi s prebytkem, tak by se mohl
algoritmus chovat 1épe. Podivejme se na to pozornéji a vylepSeny Goldebrguv algo-
ritmus ozna¢me G’.
Algoritmus (VylepSeny Goldbergav algoritmus)
1. Yo € V : h(v) « 0 (vSem vrcholim nastavime pocate¢ni vysku nula)
a h(z) < N (zdroj zvedneme do vysky N).
2.Ye € E : f(e) < 0 (po hranich nejdiive nenechdme protékat nic)
aVzu € E : f(zu) < c(zu) (ze zdroje pustime maximalni moznou
vinu).
3. Dokud Ju € V' \ {z,s} : f2(u) > 0:
4. Vybereme z vrcholt s prebytkem ten s nejvyssi vyskou, oznacime
ho u.
5. Pokud v € V : wv € E, r(uv) > 0 a h(u) > h(v), pak
prevedeme prebytek po hrané z u do v.
6. V opa¢ném piipadé zvedneme u: h(u) — h(u) + 1.
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7. Vratime tok f jako vysledek.

Rozmysleme si, o kolik bude vylepSeny algoritmus G’ lepsi nez ten ptuvodni.
Ten ptivodni mél ¢asovou slozitost O(N2M) a prevladal ¢len, ktery odpovidal nena-
sycenym pievedenim. Zkusme tedy pravé pocet nenasycenych prevedeni odhadnout
ve vylepSeném algoritmu o néco tésnéji.
Lemma N’ (Nenasycena pievedeni): Algoritmus G’ provede O(N?3) nenasycenych
prevedeni.

Diikaz: Dokazovat budeme opét pomoci potencidlové metody. Zadefinujme si poten-
cial nejuyssi hladinu s prebytkem:

H :=max{h(v) |v # 2,5 & f*(v) > 0}.

Rozdélime béh algoritmu na faze. Kazda faze konci tim, Ze se H zméni. Jak se miuze
zménit? Bud se H zvysi, coz znamend, Ze néjaky vrchol s prebytkem v nejvyssi
hladiné byl o 1 zvednut, nebo se H snizi. My vime, Ze zvednuti je v celém algoritmu
O(N?). Zéaroven si mizeme uvédomit, ze H je nezaporny potencial, kdy snizeni
i zvySeni ho zméni o 1, tedy pocet sniZzeni bude stejny jako pocet zvysSeni, a proto
obojiho je O(N?). Tudiz podet fazi je také O(N?).

Je dulezité, ze béhem jedné faze provedeme nejvyse jedno nenasycené prevedeni
z kazdého vrcholu. Po kazdém nenasyceném prevedeni po hrané uv se totiz vynuluje
prebytek v u a aby se provedlo dalsi nenasycené prevedeni z vrcholu u, muselo by
nejdrive byt co prevadét. Muselo by tedy do u néco pritéci. My ale vime, Ze pfevadime
pouze shora dolii a u je v nejvyssi hladiné (to zajisti pravé to vylepSeni algoritmu),
tedy nejdrive by musel byt néjaky jiny vrchol zvednut. Tim by se ale zménilo H
a skoncila by tato faze.

Proto pocet vSech nenasycenych prevedeni béhem jedné faze je nejvyse V.
A jiz jsme dokazali, Ze fazi je O(N?). Tedy podet viech nenasycenych pievedeni
je O(N?3). V)

Tento odhad je hezky, ale stale neni tésny a algoritmus se chova lépe. Dokazme

.....

Lemma N” (Nenasycena prevedeni): Pocet nenasycenych pievedeni je O(N2v/M).
Poznamka: Tato ¢asova slozitost je vyhodné napiiklad pro ridké grafy. Ty maji totiz
pomérné maly pocet hran.
Diikaz: Rozdélme si faze na dva druhy: laciné a drahé podle toho, kolik se v nich
provede nenasycenych prevedeni. Zvolme si néjaké nezaporné K. Zatim nebudeme
urcovat jeho hodnotu. Uvidime, Ze ¢asova slozitost algoritmu bude zavisld na tomto
parametru K. Proto jeho hodnotu zvolime az pozdéji a to tak, aby byla slozitost co
nejnizsi.

Lacin€ faze budou ty, béhem nichz se provede nejvyse K nenasycenych pieve-
deni. Drah€ faze budou ty ostatni, tedy takové, béhem nichZ se provede vice jak K
nenasycenych prevedeni.
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Ted potfebujeme odhadnout, kolik nds budou stat oba typy fazi. Za¢néme s té-
mi jednodussimi — s lacinymi. Vime, Ze vSech faz{ je O(N?). Téch lacinych bude
tedy urcité také O(N?). Nenasycenych prevedeni se béhem jedné laciné faze prove-
de nejvice K. Tedy celkem se béhem lacinych fazi provede O(N?K) nenasycenych
prevedeni.

Pro pocet nenasycenych prevedeni v drahych fazich si zavedme novy potencial
definovany nasledovné:
p(v)
Z K’

v#2z,8
F2(0)#0

kde p(v) je pocet takovych vrchola u, které nejsou vyse nez v. Neboli

p(v) = [{u € V[ h(u) < h(v)}].

Tedy plati, Ze p(v) je vzdy nezdporné a nejvyse ma hodnotu N. Déle vime, ze ®

bude vzdy nezdporné (nebot je to soucet nezdpornych ¢lenil) a nejvyse bude nabyvat
2

hodnoty NT Rozmysleme si, jak ndm ovlivni tento potencial nase tii operace:

e Zvednuti: Za kazdy zvednuty vrchol pfibude nejvyse % (tento vrchol

miZze byt nadzvednut nejvyse nad vSechny ostatni vrcholy) a moZné néco
ubude (napf. kdyz vrchol vyzvedneme na troven k ostatnim).

e Nasycené prevedeni po hrané uv: Muze vynulovat pfebytek ve vrcho-
lu u, pak se ® snizi. Mize zvysit piebytek ve v z nuly, pak se ® zvysi. Ale
nejvyse se zvysi o %, nebot do ® pribude jen jeden séitanec za vrchol v
a ten prispéje nejvyse hodnotou % (pod nim muZe byt nejvice N vrcholt).

e Nenasycena prevedeni po hrané uv v drahych fazich: Tato operace
vynuluje piebytek v u, tedy ® klesne alespoii o ( ) Zaroveii mize zZvysit

prebytek ve v z nuly, ale ® stoupne nejvyse o 2 g). Celkem tedy ® klesne
alespoii o p(u) p(v)

Uvédomme si, Zze pokud pfevadime po hrané wv, tak plati, ze h(u) = h(v) + 1.
Pak p(u) — p(v) je pfesné pocet vrcholii na hlading H. Téch je alespoii tolik, kolik je
nenasycenych pfevedeni béhem jedné féze (to jsme dokazali jiz v lemmatu N’), a my
jsme si zadefinovali, Ze v drahé fazi je pocet nenasycenych prevedeni alespon K.
Tedy p(u) — p(v) > K. Proto béhem jednoho nenasyceného pievedeni ® klesne
alespon o % = 1. Nenasycena pfevedeni potencial nezvysuji.

Potencial ® se mtize zvétsit pouze pri operacich zvednuti a nasycené prevedeni.
Zvednuti se provede celkem O(N?) a kazdé zvysi potencial nejvyse o 2+ Nasycenych
prevedeni se provede celkem O(NM) a kazdé zvysi potencial taktez nejvyse o %
Celkem se tedy ® zvysi nejvyse o

N o N B N3 N2M
§O(N)+§O(NM)O<7+ 7 >
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Ted vyuZijeme toho, Ze ® je nezdporny potencial, tedy kdyZ kazdé nenasycené
prevdeni v drahe fazi snizi @ alespon o 1, tak vSech nenasycenych prevdeni v drahych
fazich je (9( K M) Uz jsme ukézali, ze nenasycenych pievedni v lacingch fazich
je O(N?K). Proto celkem vSech nenasycenych prevedeni je

N3  N*M N2M
2 2
O(N K+ + ) (9<N K+ K )

(nebot pro souvislé grafy plati, ze M > N = N2M > N3). A my chceme, aby jich
bylo co nejméné. Tato funkce m4 minimum tehdy, kdyz N2K = N M Gl K =M

Proto viech nenasycenych pievedeni je O(N2v/M). Q@

4. Hradlové sité (zapsal: Petr Jankovsky)

Vykon poditact nelze zvysSovat donekonecna a prestoze jiz péknych par let
plati, Ze se jejich rychlost s ¢asem exponencidlné zvétsuje, jednou urcité narazime
pfinejmensim na fyzikalni limity.

KdyzZ tedy nemuzeme zvysovat rychlost jednoho procesoru, jak pocitat rychleji?
Resenim by mohlo byt pofidit si procesort vic. Uz dnes na bézném PéCécku mame
k dispozici vicejadrové procesory, diky nimz mtzeme vyuzit pararelni pocitani a
ulohu Fesit tak, Ze préci Sikovné rozdélime mezi procesory (¢i jadra) a zaméstndme
je pri vypoctu vsechny.

My se podivame na abstraktni vypocetni model, ktery je jesté paralelnéjsi.
Techniky, které si ukdZzeme na tomto modelu, se vsak daji prekvapivé vyuzit i pfi re-
alném paralelizovani na nékolika malo procesorech. Konec konct i proto, ze vnitini
architektura procesoru se nasemu modelu velmi podoba. Budeme se zabyvat jedno-
duchym modelem paralelniho pocitace, totiz hradlovou siti.

Hradlové sité
Definice: Hradlo je prvek, ktery umi vyhodnocovat néjakou funkci nad konec¢nou
abecedou X.

Obecné se na hradlo divame jako na funkci f : ¥* — %, ktera dostane k vstupi
a vrati jeden vystup, pficemz hodnoty, nad kterymi pracuje, budou z néjaké konecné
abecedy — tedy z néjaké koneéné mnoziny symbold Y. Pismenku k zde fikame arita
hradla.

Priklad: Casto studujeme hradla booleovské (pracujici nad abecedou {0,1}), kterd
pocitaji logické funkce.
Z nich nejcastéji potkame:
e nuldrni: to jsou konstanty (FALSE=0, TRUE=1),
e undrni: napf. negace (znacime —),
¢ binarni: logicky soucin (AND, &), soudet (OR, V), ...
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Binarni hradlo provadici logickou operaci AND.

Hradla kreslime tifeba nasledovneé:

Jednotliva hradla mtzeme navzajem urcéitym zptisobem propojovat a vytvaret
z nich hradlové sité. Pokud pouzivame pouze booleovska hradla, fikdame takto vytvo-
fenym sitim booleovské obvody. Pokud pracujeme s operacemi nad néjakou obecnéjsi
(ale kone¢nou) mnozinou symbolt (abecedou), nazyvaji se kombinacni obvody.

Kazda hradlova sit ma néjaké vstupy, néjaké vystupy a uvniti jsou propojo-
vané hradla. Kazdy vstup hradla je pfipojen budto na néktery ze vstupi sité nebo
na vystup jiného hradla. Vystupy hradel mohou byt propojeny na vstupy dalsich
hradel (mohou se vétvit), nebo na vystupy sité. Pfitom mame zakizdno vytvaret
cykly.

Nez si fekneme formalni definici, podivejme se na obrazek.
- & —VIi—v -

&

Hradlova sit — t¥{vstupovéa verze funkce majorita.

Obrazek znazornuje hradlovou sit, kterd pocita, zda je alespori na dvou ze vstu-
pi jednicka. Pojdme si ale hradlovou sit definovat formalné.

Definice: Hradlovd sit je urcena:

e gbecedou X (to je n&jaka koneénd mnozina symbolil, obvykle ¥ = {0,1});

® po dvou disjunktnimi koneénymi mnozinami I (vstupy), O (vygstupy)
a H (hradla);

e acyklickym orientovanym multigrafem (V, E), kde V.=TUO U H;

e zobrazenim F, které kazdému hradlu h € H pfifadi néjakou funkci F'(h) :
yah) — % coz je funkce, kterou toto hradlo vykonava. Cislu a(h) ifkame
arita hradla h;

® zobrazenim z : E — N, které kazdé hrané vedouci do néjakého hradla
prifazuje néktery ze vstupu tohoto hradla.
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Pfitom jsou splnény nasledujici podminky:

e Vi € I:deg™(i) = 0 (do vstupil nic nevede);

® Yo €O :deg™(0) =1 & deg”*(0) = 0 (z vstupti nic nevede a do kazdého
vede pravé jedna hrana);

e Vh € H : deg™(v) = a(v) (do kazdého hradla vede tolik hran, kolik je
jeho arita);

e Vh € HVj:1<j<a(h) existuje pravé jedena hrana e takova, ze e kon¢i
v h a z(e) = j, (vSechny vstupy hradel jsou zapojeny).

Pozorovani: Kdybychom pfipustili hradla s libovolné vysokym poctem vstupti, mohli
bychom libovolny problém se vstupem délky n vytesit jednim hradlem o n vstupech,
kterému bychom pfifadili funkci, ktera by nasi ilohu rovnou vyfesila. Tento model
v8ak neni ani realisticky, ani pékny. Proto pfijméme omezeni, ze arity vSech hradel
budou omezeny néjakou pevnou konstantou k (ukaze se, Ze ndm bude stacit dvojka
a vystacime si tedy pouze s nuldrnimi, undrnimi a bindrnimi hradly). Nésledujici
obrazky ukazuji, jak hradla o vice vstupech nahradit dvouvstupovymi:

11 12 13

L
\Y

1112 13

LI
\' Y,
lOl \LOl

Trojvstupové hradlo OR. Jeho nahrazeni 2-vstupovymi hradly.

Nyni bychom jesté méli definovat, co takova hradlové sif vlastné pocitd a jak
jeji vypocet probiha.
Definice: Vypocet sité probiha po taktech. V nultém taktu jsou definovany pouze
hodnoty na vstupech sité a na vystupech hradel arity 0. Muzeme si to predsta-
vit tak, Ze na zaGatku nemd zadné hradlo definovdnu vystupni hodnotu (az na jiz
zminénd hradla nuldrni). V kazdém dal$im taktu pak vydaji vystup hradla, kterd
na konci minulého taktu méla definovany vSechny hodnoty na vstupech. Jakmile
budou po néjakém koneéném poctu taktit definované i hodnoty vsech vystupt, sit
se zastavi a vyda vysledek.
Pozorovani: Protoze je sif acyklickd, je jasné, ze jakmile jednou néjaké hradlo vyda
vystup, tak se tento vystup béhem dalsiho vypoctu sité jiz nezméni.
Podle toho, jak sit poc¢itd, si ji mizeme rozdélit na vrstvy:
Definice: i-td vrstva S; obsahuje pravé takové vrcholy v, pro které nejdelsi cesta
ze vstupu sité do v ma délku rovnou 1.
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L [

0 takt 1 takt 2 takt 3 takt

Vypocet hradlové sité.

Pozorovani: Viimnéme si, Ze v i-tém taktu vydaji hodnoty prévé hradla z S;.

Dava tedy smysl prohlasit za casovou sloZitost sité pocet jejich vrstev. Podobné
prostorovou slozZitost definujeme jako pocet hradel v siti.
Priklad: Sestrojme sit, kterd zjisti, zda se mezi jejimi n vstupy vyskytuje alesporni
jedna jednicka.
Pruni veseni: zapojime hradla za sebe (sériové). Casové i prostorova slozitost odpo-
vidaji ©(n). Zde oviem vibec nevyuzivame toho, Ze by mohlo poéitat vice hradel
soucasné.

Hradlova sit, kterd zjisti, zdali je na vstupu alesporii jedna jednicka.

Druhé reseni: Hradla budeme spojovat do dvojic, pak vysledky z téchto dvojic opét
do dvojic a tak déle. Diky paralelnimu zapojeni dosdhneme ¢asové slozitosti O (logn),
prostorova slozitost ztistane linearni.

5. Paralelni séiténi, bitonické tridéni (zapsal: Petr Jankovsky)

Minule jsme si zavedli paralelni vypocetni model, ve kterém si nyni néco na-
programujeme . ..

Sé¢itani binarnich ¢isel
Me¢jme dvé cisla = a y zapsané ve dvojkové soustave. Jejich éislice ozna¢me

Tn—1...T0 @& Yn—1-.-Yo, kde i-ty F4d méa vahu 2°. Nyni budeme chtit tato &isla
secist.
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Chytfejsi feSeni stejného problému pro vstup velikosti 16.

K tomuto ucelu se ihned nabizi pouzit stary dobry ,Skolni algoritmus®, ktery
funguje ve dvojkové soustavé stejné dobie jako v desitkové. Zkratka séitame Cisla
zprava doleva. Vzdy secteme pifislusné ¢islice pod sebou a pficteme prenos z nizstho
fadu. Tim dostaneme jednu C¢islici vysledku a prenos do vyssiho fadu. Formalné
bychom to mohli zapsat tfeba takto:

2i =T Y © ¢,

kde z; je i-ta ¢islice souftu, @ znaci operaci XOR (souéet modulo 2) a ¢; je pienos
z (i —1)-niho ¥adu do é-tého. Pfenos pfitom nastane tehdy, pokud se ndm potkaji dvé
jednicky pod sebou, nebo kdyz se vyskytne alespon jedna jednicka a k tomu pienos
z niz§iho fadu. Jinymi slovy tehdy, kdyz ze t¥i xorovanych ¢islic jsou alesponn dvé
jednicky (pomoci obvodu pro majoritu z minulé pfednasky lehce zkonstruujeme):

Takovéto séitéani sice perfektné funguje, nicméné je bohuzel pomérné pomalé.
Pokud bychom stavéli hradlovou sit podle tohoto predpisu, byla by sloZzend z néja-
kych podsiti (,krabi¢ek“), které budou mit na vstupu z;, y; a ¢; a jejich vystupem
bude z; a ¢;jy1.

Vsiméme si, ze kazda krabicka zavisi na vystupu té predchézejici. Jednotlivé
krabicky tedy musi urcité lezet na riznych hladinich. Celkové bychom museli pouzit
O(n) hladin a jelikoz je kazda krabicka konstantné velka, také ©(n) hradel. To dava
linearni ¢asovou i prostorovou slozitost, ¢ili oproti sekvenénimu algoritmu jsme si
nepomohli.

Zamysleme se nad tim, jak by se proces s¢itani mohl zrychlit.
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Scitani skolnim algoritmem.

Pienosy v blocich

Jediné, co nas pri sc¢itani brzdi, jsou pfenosy mezi jednotlivymi fady. Kazdy
rad, aby vydal soucet, musi pockat na to, az dopocitaji vSechny predchézejici rady.
Teprve pak se totiz dozvi prenos. Kdybychom ovSem prenosy dokazali spocitat né-
jakym zpusobem paralelné, mame vyhrano. Jakmile zndme vSechny prenosy, soucet
uz zvladneme dopocitat na konstantné mnoho hladin — tedy v konstantnim case.

Podivejme se na libovolny blok v naSem souctu. Tak budeme fikat cislim
Tj...T; ay;...y; vnéjakém intervalu indexi (i, 7). Pfenos ¢;11 vystupujici z tohoto
bloku zavisi mimo hodnot s¢itanci uz pouze na prenosu c¢;, ktery do bloku vstupuje.

X1 X; Xi Xo
Yo Yi Yi Yo
C, Cin (o8 G =

Blok souctu.

7 tohoto pohledu se muzZzeme na blok také divat jako na néjakou funkci, ktera
dostane jednobitovy vstup a vyd4 jednobitovy vystup. To je ndm p¥ijemné, nebot
takovych funkci existuji jenom Ctyfi typy:

f(z)=0, (0)
fle)y=1, (1)
) ==z,
) -

f(z (< — kopirovani)

flz

Jak se za chvili ukaze, posledni pfipad, kdy by néjaky blok pfedaval opacny

prenos, nez do néj vstupuje, navic nikdy nemutiZze nastat. Pojdme si to rozmyslet.
Jednobitové bloky se chovaji velice jednoduse:

Z prvniho bloku evidentné vzdy vyleze 0, at do n&j vstoupi jakykoli prenos.
Posledni blok naopak sam o sobé& pfenos vytvari, at jiz do néj vleze jakykoliv. Blo-
ky prostfedni se chovaji stejné, a to tak, ze samy o sobé zadny pienos nevytvori,
ale pokud do nich néjaky prijde, tak také odejde.

28 2011-01-28



1 O
0

< <
Tabulka trividlnich blokdu.

=

Méjme nyni néjaky veétsi blok C slozeny ze dvou mensich podbloki A a B,
jejichz chovani uz zname. Z toho mtizeme odvodit, jak se chova cely blok:

A B ||C
B
0 1 <
0|0 0 O
At1 11 1 1
< 0 1 <

Skladani chovani bloku.

Pokud vyssi blok pfenos pohlcuje, pak at se uz nizsi blok chovéa jakkoli, slozeni
téchto blokt musi vzdy pohlcovat. V prvnim fadku tabulky jsou tudiz nuly. Analo-
gicky, pokud vyssi blok generuje pfenos, tak ten nizsi na tom nic nezméni. V druhém
rfadku tabulky jsou tedy samé jednicky. Zajimavéjsi ptipad nastava, pokud vyssi blok
kopiruje — tehdy zalezi ¢isté na chovani nizsiho bloku.

Vsimnéme si, ze skladani chovani blokt je vlastné uplné obycejné sklddani
funkci. Nyni bychom mohli prohlésit, Ze budeme pocitat nad tfiprvkovou abecedou,
a ze celou tabulku dokdzeme spocitat jednim jedinym hradlem. Pojdmé si vSak
rozmyslet, jak bychom takovouto véc popsali ¢isté bindrné. Jak tedy tyto tii stavy
popisovat pouze nékolika bity?

Evidentné ndm k tomuto bindrnimu zakédovani t¥i stavii budou stacit bity dva.
Oznacme si je jako p a ¢q. Tato dvojice mize nabyvat hned ¢tyf moznych hodnot,
kterym prifadime t¥i mozna chovani bloku. Toto kédovani mizeme zvolit zcela libo-
volné, ale pokud si ho zvolime Sikovné, usetfime si dale praci pfi kompozici. Zvolme
si tedy kédovani takto:

® (17*) =<,
* (0,0) =0,
e (0,1)=1

Tomu, ze blok kopiruje, odpovidd dvojice p = 1; ¢ = cokoliv. V ostatnich
pripadech bude p nulové a ¢ ndm bude fikat, co je na vystupu pfislusného bloku.
Jinymi slovy p = 0 znamend, ze funkce je konstanta, pficemz ¢ fika jaka; naproti
tomu p = 1 znamen4, Ze funkce je identita, at uz je ¢ cokoli.

Pojdme si nyni ukézat, jak bude celé skladani bloki vypadat. Rozmysleme si,
kdy je p celého dvojbloku jednickové, tedy kdy cely dvojblok kopiruje. To nastane
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tehdy, pokud kopiruji obé€ jeho ¢asti, a tedy p = p, & pp. Déle ¢ bude rovno jednicce,
pokud ¢ = (=pa & qa) V (pa & @)-

Skladani chovani blokt lze tedy popsat bud ternarné — tabulkou, ale lze to
i bindrné vyse uvedenym predpisem.

Nyni si tedy muzeme dopredu vypocitat chovani bloku velikosti jedna, poté
z nich sklddanim blokt velikosti dva, dal velikosti ¢tyfi, osm, atd ...

Paralelni séitani

Paralelni algoritmus na scitani uz zkonstruujeme pomérné snadno. Bez Gjmy
na obecnosti budeme predpokladat, ze pocet bitd vstupnich ¢isel je mocnina dvojky,
jinak si vstup doplnime nulami, coz vysedny ¢as béhu algoritmu zhorsi maximalné
konstanta-krat.

1. Spoc¢teme chovani blokt velikosti 1. (O(1) hladin)

2. Postupné poéitame chovani bloka‘? velikosti 2, 4, 8, ..., 2F. (O(logn)
hladin, na nichz se skladaji bloky)

3. ¢o «— 0 (pfenos do nejnizsiho Fadu je vzdy 0)

. Uréime ¢, podle ¢y a chovéni (jediného) bloku velikosti n.

5. Postupné dopo¢itdme pfenosy na hranicich délitelnych 2F | zahusto-
vanim“: jakmile vime cor, mlizeme dopocitat coryor—1 podle chovani
bloku (2%, 2% + 21} (O(log n) hladin, na nichz se dosazuje)

6. Secteme: Vi: z; = x; Dy; D ¢;.

S

Pofadibitu | 7| 6| 5| 4[3[2[ 1] 0
Prvnigislo [0 1| 1] 1]/0]|1]0]0
Druhé &islo 0] 0] 1] 1[1]0[1]1
ol <] 1] 1]<] <] <]|<
. 0 1 < <
Bloky s prenosy 0 =
0

Prenos [0 [1[1]1]0]0]0[0]

Vypocet prenosu.

Algoritmus pracuje v ¢ase O(logn). Hradel je pouzito linedrné: na jednotlivych
hladinach kroku 2 pocet hradel exponencialné klesa od n k 1, na hladinach kroku 5
exponencialné stoupé od 1 k n, takZze dohromady se seéte na ©(n).

Tridéni

Nyni se podivame na druhy problém, a to na problém t¥idéni. Jiz zname po-

mérné efektivni sekvenéni algoritmy, které dovedou tfidit v ¢ase O(nlogn). Byli

(2) myslime ,,pFirozené zarovnané“ bloky, tedy takové, jejichZ poloha je nasobkem
velikosti
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bychom jisté radi, kdybychom to zvladli jesté rychleji. Pojdme se podivat, zda by
nam v tom nepomohlo problém paralelizovat.

Budeme pfi tom pracovat ve vypocetnim modelu, kterému se fika komparato-
rova sit. Ta je postavena z hradel, kterym se fik4 komparatory.

Definice: Kompardtorovd sit je kombina¢ni obvod, jehoz hradla jsou komparatory.

| |

a b
min max
Komparator

Komparator umi porovnat dvé hodnoty a rozhodnout, kterd z nich je vétsi
a kterd mensi. Nevraci vSak booleovsky vysledek jako bézné hradlo, ale méa dva
vystupy, pricemz na jednom vrati mensi ze vstupnich hodnot a na druhém vétsi.

Vystupy komparator se nevétvi. Nemizeme tedy jeden vystup ,rozdvojit“
a pfipojit ho na dva vstupy. (Vétveni by dokonce ani nemélo smysl, protoze zatimco
rozdvojit bychom mohli, slouc¢it uz ne. Pokud tedy chceme, aby sit méla n vstupt
i n vystupi, rozdvojeni stejné nesmime provést, i kdybychom jej méli povolené.)
Priklad: Bubble sort

Obrazek Bubble 1 ilustruje pouziti komparatori pro tfidéni Bubble sortem.
Sipky pfedstavuji jednotlivé komparatory. Vypodet viak jesté miizeme vylepsit.

x1 x2 x3 x4 xH

x1 x2 x3 x4 X5

Bubble 1 Bubble 2

Snazime se vypocet co nejvice paralelizovat (viz obrazek Bubble 2). Jak je
vidét, komparatory na sebe nemuseji ¢ekat. Tim mizeme vypocet urychlit a misto
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¢asu ©(n?) docilit dasové slozitosti ©(n). V obou pifpadech je zachovan kvadraticky
prostor.

Nyni si ukdzeme jesté rychlejsi t¥idici algoritmus. Pijdeme na néj vSak trochu
,od lesa“. Nejdfive vymyslime sit, ktera bude umét t¥idit jenom néco - totiz bitonické
posloupnosti.

Definice: Rekneme, Ze posloupnost xo, ..., 2, 1 je ¢isté bitonickd pravé tehdy, kdyz
pro né&jaké xi, k € {0,...,n — 1} plati, ze vSechny prvky pfed nim (véetné jeho
samotného) tvofi rostouci poslopnost, kdezto prvky stojici za nim tvoii poslopnost
klesajici. Formalné zapsano musi platit, ze:

To <21 < ... S Tp > Xpyp1 = -0 2 Ty

Definice: Posloupnost g ... z,_1 je bitonickd, pravé kdyz 3 j € {0,...,n — 1}, pro
které je rotace ptivodni posloupnosti o j prvki, tedy posloupnost

Ljs L(j4+1) mod ny+ -+ - » L(j+n—1) mod n>

Cisté bitonicka.

Definice: Separdtor S, je sit, ve které jsou vzdy i-ty a (i + n/2)-ty prvek vstupu
(proi =0,...,n/2 — 1) propojeny kompardtorem. Minimum se pak stane i-tym,
maximum (¢ 4+ n/2)-tym prvkem vystupu.

Zo x1 Z2 . Tp—2 Tp—1

(YirYitny2) = CMP (24, %i40,/2)

Lemma: Pokud separator dostane na vstupu bitonickou posloupnost, pak jeho vystup
Yo, - - -, Yn—1 SPlNuje:

(i) Yo, ---»Yn/2—1 @ Yn/2,- -, Yn—1 jsou bitonické posloupnosti,

(ii) Pro vSechna 4,5 < n/2 plati y; < yj4n/2-

Separator nam tedy jednu bitonickou posloupnost na vstupu rozdéli na dvé bi-

tonické posloupnosti, pfic¢emz navic kazdy prvek prvni posloupnosti (yo, . .., ¥n/2-1)
je mensi nebo roven prvkim druhé posloupnosti (y,,/2,...,¥n—1)-

Nez pristoupime k dikazu lemmatu, ukazme si, k ¢emu se nam bude hodit.
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Definice: Bitonickd tridicka B, je obvod sestaveny ze separatori, ktery dostane-li na
vstupu bitonickou posloupnost délky n (BUNO konstruujeme tiidicku pro n = 2%),
vyda setfidénou zadanou posloupnost délky n.

Tridicka dostane na vstupu bitonickou posloupnost. Separator S,, ji pak dle
lemmatu rozdéli na dvé bitonické posloupnosti, kdy je kazdy prvek z prvni posloup-
nosti mensi nez libovolny prvek z druhé. Tyto poloviny pak dalsi separatory rozdéli
na Ctvrtiny, ..., az na konci zbudou pouze jednoduché posloupnosti délky jedna
(zjevné setiidéné), které mezi sebou maji pozadovanou nerovnost — tedy kazda po-
sloupnost (nebo spiSe prvek) nalevo je < nez prvek napravo od néj.

| Sn |

| 53 || 53 |

| S | [ S | [ Ss | | 82 |

Bitonicka tiidicka B,

Jak je vidét, bitonicka tfidicka ndm libovolnou bitonickou posloupnost délky n
set¥idi na ©(logn) hladin.

Nyni se d& odvodit, ze pokud umime tfidit bitonické posloupnosti, umime se-
t¥idit vSsechno. Vzpomenme si na t¥idéni slévanim — Merge sort. To funguje tak, ze
zacne s jednoprvkovymi posloupnostmi, které jsou evidentné set¥idéné, a poté vzdy
dvé setfidéné posloupnosti sléva do jedné. Kdybychom nyni uméli paralelné slévat,
mohli bychom vytvofit i paralelni Merge sort. Jinymi slovy, potfebujeme dvé rostouci
posloupnosti néjak efektivné slit do jedné set¥idéné. Uvédomme si, Ze to zvladneme
jednoduse — stac¢i druhou z posloupnosti obratit a ,,pfilepit za prvni, ¢imz vznikne
bitonické posloupnost, kterou poté mizZeme setfidit nasi bitonickou tfidickou.
Priklad: Merge sort

Bitonicka ttidicka se tedy da pouzit ke slévani setfidénych posloupnosti. Ukaz-
me si, jak s jeji pomoci sestavime soucastky slévacky M,:

Setfidéné posloupnosti xg, ..., Tp—1 & Yo,---,Yn—1 Spojime do jedné bitonické
posloupnosti zg, ..., Tn_1,Yn—1,---,Yo- Z této posloupnosti vytvorime pomoci bi-
tonické tridicky Bs, setfidénou posloupnost. Vytvorime tedy blok Ms,, ktery se
ovSem sestava de facto pouze z bloku Bs,, jehoZ druhé polovina vstupu je zapojena
v obraceném poradi.

Nyni se pokusme odhadnout ¢asovou slozitost. Na§ MergeSort bude mit fadové
hloubku bloki log n. V kazdém bloku M, je navic ukryta bitonické tiidicka s taktéz
logaritmickou hloubkou. Celkova hloubka tedy bude log2+log4+...+log2F 4+ ...+
log n. Po seéteni nakonec dostéavame vyslednou casovou slozitost ©(log? n).

Dodejme jests, Ze existuje i t¥idici algoritmus, kterému staci jen O(log n) hladin.

33 2011-01-28



| M |
|

Paralelni MergeSort.

Jeho multiplikativni konstanta je vSak prilis velika, takze je v praxi nepouzitelny.

Vratme se nyni k diikazu lemmatu, ktery jsme na pfedminulé strance vynechali.
Dikaz Lemmatu:

(i) Nejprve nahlédneme, ze lemma plati, je-li vstupem ¢isté bitonickd posloup-
nost. Dale BUNO ptedpokladejme, ze vrchol posloupnosti je v prvni poloviné (kdyby
byl vrchol za polovinou, stacilo by zrcadlové obratit posloupnost i komparatory a fe-
§ili bychom stejny problém). Nyni si definujme k := minj : x; > 2;1,/5. (Pokud
by takové k neexistovalo, znamenalo by to, Ze vstupni posloupnost je monotdénni.
Separator by tedy nic nedélal a pouze zkopiroval vstup na vystup, coz jisté lemma
splituje.) Nyni si v§iméme, zZe jakmile jednou za¢ne platit, ze prvek na levé strané
je mensi nez na pravé, bude nam tato relace platit az do konce. Ozna¢me vrchol
vstupni posloupnosti jako z,,. Pak k bude jisté mensi nez m a k + n/2 bude vétsi
nez m. Mezi k a m je tedy vstupni posloupnost neklesajici, mezi k +n/2 an — 1
nerostouci.

Do pozice k tedy separator bude pouze kopirovat vstup na vystup, od pozice k
dal uz jen prohazuje. Pro kazdé i, (k <i < n/2 — 1) se prvky z; a 2;4,,/2 prohodi.
Usek mezi k a n/2 — 1 tedy nahradime nerostouci posloupnosti, prvni polovina vy-
stupu tedy bude (dokonce ¢isté) bitonicka. Podobné tisek k+mn/2 az n— 1 nahradime
Cisté bitonickou posloupnosti. Obé poloviny tedy budou bitonické.

Dostaneme-li na vstupu obecnou bitonickou posloupnost, predstavime si, ze je
to ¢isté bitonickd posloupnost zrotovana o r prvki (BUNO doprava). Zjistime, ze
v komparatorech se porovnavaji tytéz prvky, jako kdyby zrotovana nebyla. Vystup se
od vystupu ¢isté bitonické posloupnosti zrotovaného o r bude lisit prohozenim tseki
To aZ Typ—1 & Ty % Tyjopr—1- Obé vystupni posloupnosti tedy budou zrotované
o r prvku, ale na jejich bitoni¢nosti se nic nezméni.

(ii) Z diikazu (i) pro ¢isté bitonickou posloupnost vime, ze yo . . . 4, /2—1 je Cisté
bitonické a bude rovna xg...Zg—1,Tk4n/2---Tn—1 pro vhodné k a navic bude mit
maximum v Zx_1 nebo xp + n/2. Mezi témito body ovSem ve vstupni posloupnosti
urc¢ité nelezel zadny z; mensi nez x, — 1 nebo x + n/2 (jak je vidét z obrazku) a
posloupnost Ty ... Tp_14p/2 je TOVDA Yy /2 - . . Yn—1. Pro obecné bitonické posloupnosti
ukazeme stejné jako v (i). Q
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0 k 5—1 E+ 2 n—1
posloupnost prohozend separatorem

Paralelni nasobeni

Podobné jako u séitani si vzpomeneme na skolni algoritmus — tentokrate vsak
pro nasobeni. To fungovalo tak, Ze jsme si jedno ze dvou binédrnich ¢isel na vstupu
(fikejme mu tfeba x) n-krat posouvali. Tam kde pak byly v ¢isle y jednicky, pFislusné
kopie = jsme secetli. Jinymi slovy tedy nasobeni umime prevést na néjaké posuny
(ty lze realizovat pouze ,predratovanim® — nic nds nestoji), ndsobeni jednim bitem
(coz je AND ) a nakonec potfebujeme vyslednych n éisel seéist.

X y

[01101... | & 1

[01101... | & 0

(01101... \ & 1

(01101... \ & 1
a sedist...

Skolni s¢itani.

Jak nyni secist n n-bitovych ¢isel..? Nabizi se vyuzit osvédceny ,stromecek” —
s¢itat dvojice Cisel, vysledky pak opét po dvojicich secist, az na konci vyjde jediny
vysledek.

NS
N4

Stromecek
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Toto feseni by vsak vedlo na ¢asovou slozitost @(log2 n). To je sice dle naSich
méfitek docela efektivni, ale pfekvapivé to jde jesté 1lépe — totiz na ©(logn) hladin.
Této slozitosti dosahneme malym trikem.

Vymyslime obvod konstantni hloubky, ktery na vstupu dostane t¥i ¢isla. Odpovi
pak dvéma ¢isly takovymi, Ze budou mit stejny soucet jako ptvodni tfi ¢isla. Jinymi
slovy pomoci tohoto obvodu budeme umét secteni t¥i ¢isel pfevést na secteni dvou
Cisel.

Xyz

W
!

T+y+z=p+gq

Vsimnéme si, ze kdyz s¢itdme tfi bity, mize byt pfenos do vyssiho fadu nula
¢i jednicka. Vezmeme si tedy bity z;, y;, z; a ty secteme. To ndm da& dvoubitovy
vysledek, pri¢emz nizsi bit z tohoto vysledku posleme do ¢isla p, vyssi do Cisla q.

X3 | X2 | X1 | Xo

Y3 Y21Y1Yo
z,1z,1z, 1z,

SR
Redukovéani s¢itani

Toto zredukovani séitani ndm nyni umozni opét stavit strom, byt o malicko

vvvvvv

Slozitéjsi stromecek
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Pokud jsme méli na za¢atku n éisel, po prvni redukci ndm jich zbyvé jen 2/3-n
a obecné v k-té hladiné (2/3)* - n. Znamen4 to, Ze ¢isel nAm ubyva exponencidlng,
takze pocet hladin bude logaritmicky. Redukujici obvod je pfi tom jen konstantné
stromecku pak mame umisténou jednu obycejnou séitacku, kterd zbyvajici dvé ¢isla
seCte v logaritmickém case.

Seéteni vSech n ¢isel tedy zabere ©(logn) hladin.

Kdyz se nyni vratime k nasobeni, zbyva ndm vyreSit posouvani a ANDovani.
Uvédomme si, ze to je plné paraleleni a zvladneme ho za konstantné mnoho hladin.
Celé nasobeni tedy zvladneme v logaritmickém case.

6. Vyhledévéni v textu (zapsal: Petr Jankovsky)

Nyni se budeme vénovat nasledujicimu problému: v textu délky S (sené) bude-
me chtit najit vechny vyskyty hledaného slova délky J (jehly). Nejprve se podivejme
na jeden primitivni algoritmus, ktery nefunguje. Je ale zajimavé rozmyslet si, proc.

Hloupy algoritmus

Zacneme prvnim pismenkem hledaného slova a budeme postupné prochéazet
text, az najdeme prvni vyskyt pocatecniho pismenka. Poté budeme testovat, zda
souhlasi i pismenka dalsi. Pokud nastane neshoda, v hledaném slové se vratime
na zacatek a v textu pokracujeme znakem, ve kterém neshoda nastala. Podivejme
se na priklad.

Priklad: Budeme hledat slovo jehla v textu jevkupcejejehla. Vezmeme si tedy
prvni pismenko j v hledaném slové a zjistime, ze v textu se nachézi hned na zacat-
ku. Vezmeme tedy dalsi pismenko e, které se vyskytuje jako druhé i v textu. Pfi
tfetim pismenku ale narazime na neshodu. V tuto chvili tedy zresetujeme a opét
hledame vyskyt pismenka j, tentokrat vsak az od tfetitho pismene v textu. Takto
postupujeme postupné dal, az narazime na dalsi je, které ovSsem neni néasledovano
pismenem h, tudiZz opét zresetujeme a nakonec najdeme shodu s celym hledanym
fetézcem. V tomto pripadé tedy algoritmus nasSel hledané slovo.

Tento algoritmus vSak zjevné mize hanebné selhat. Mze se stat, Zze zacneme
porovnavat, az v jednu chvili narazime na neshodu. Cely tento kus tedy pieskocime.
Pii tom se ale v tomto kusu textu mohl vyskytovat néjaky prekryvajici se vyskyt
hledané ,,jehly“. Hledejme naptiklad fetézec kokos v textu clanekokokosu. Algorit-
mus tedy zac¢ne porovnavat. Ve chvili kdy najde prefix koko a na vstupu dostane k,
dochézi k neshodé. Proto algoritmus zresetuje a pokracuje v hledani od tohoto zna-
ku. Najde sice jesté vyskyt ko, ovSem s dal$im pismenkem s jiz dochézi k neshodé
a algotimus selze. Nespravné se totiz ,upnul“ na prvni nalezené koko a s dalsim k
pak ,zahodil“ i spravny zacatek.

Mame tedy algoritmus, ktery i kdyZ je Spatné, tak funguje urcité kdykoli se
prvni pismenko hledaného slova v tomto slové uz nikde jinde nevyskytuje — coz
jehla spliiovala, ale kokos uz ne.
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Hloupy algoritmus se na kazdé pismenko textu podiva jednou, tudiz ¢asova
slozitost bude linedrni s délkou textu ve kterém hleddme — tedy O(S).

Pomaly algoritmus

Zkusime algoritmus vylepsit tak, aby fungoval spravné: pokud nastane néjaka
neshoda, vratime se zpatky tésné za zacCatek toho, kdy se nam to zacalo shodovat.
To je ovSsem vlastné skoro totéz, jako brat postupné vsechny mozné zacatky v ,sené*
a pro kazdy z néj ovérit, jestli se tam , jehla“ nachazi ¢i nikoliv.

Tento algoritmus evidentné funguje. Bézi vsak v ¢ase: S moznych zacatki, krat
¢as potfebny na jedno porovnani (zda se na dané pozici nenachazi , jehla“), coz ndm
mize trvat az J. Proto je ¢asova slozitost O(SJ). V praxi bude algoritmus ¢asto
rychlejsi, protoze typicky velmi brzo zjistime, Ze se fetézce neshoduji, ale je mozné
vymyslet vstup, kde bude potieba porovnani opravdu tolik.

Nyni se pokusme najit takovy algoritmus, ktery by byl tak rychly, jako Hloupy
algoritmus, ale chytry, jako ten Pomaly.

Chytry algoritmus

Nez vlastni algoritmus vybudujeme, zkusime se cestou naucit premyslet o re-
tézcich obcas trochu prekroucenym zpiisobem. Podivejme se na jesté jeden priklad.

Priklad: Vezméme si napiiklad staré italské ptizvisko barbarossa, které znamena
Rudovous. Predstavme si, ze takovéto slovo hledame v néjakém textu, ktery zaci-
né barbar. Vime, Ze aZ sem se nam hledany fetézec shodoval. Reknéme, Ze dalsi
pismenko textu se shodovat pfestane — misto o nacteme naptiklad opét b. Hloupy
algoritmus by velil vratit se k a a od néj hledat dal. Uvédomme si ale, ze kdyz se
vracime z barbar do arbar (tedy Fetézce, ktery jiz zname), miZeme si pfedpoci-
tat, jak dopadne hledani, kdyz ho pustime na néj. V predpocitaném bychom tedy
chtéli ukladat, ze kdyz mame Tetézec arbar, tak ar a r nam do hledaného nepasuje
a aZ bar se bude shodovat. Tedy misto toho, abychom spustili nové hledani od a,
muzeme ho spustit az od b. Co vic, my dokonce vime, jak dopadne to — pokud totiz
nastane neshoda po precteni barbar, je to stejné, jako kdybychom precetli pouze
bar, na které se (ptivodne neshodujici se) b uz navazat da. Kdyby se nedalo navazat
ani tam, tak bychom opét zkracovali... Nejen, Ze tedy vime, kam se mame vratit,
ale vime dokonce i to, co tam najdeme.

Myslenka, ke které mifime, je predpocitat si néjakou tabulku, kterd nam bude
fikat, jak se mame pii hledani vracet a jak to dopadne, a pak uz jenom prohlédavat
s pouzitim této tabulky.

Aby se ndm o téchto algoritmech 1épe mluvilo a pfedevsim psalo, pojdme si
povédét nékolik definic.

Definice:

e Abeceda ¥ je koneéna mnozina znaki(® | ze kterych tvoiime text, fetézce,
slova.

(3) Muzeme pii tom jit az do extrémi. Pifkladem extrémnich abeced je binarni
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® ¥* je mnozina viech slov nad abecedou 3. Cili mnoZina vSech neprazdnych
kone¢nych posloupnosti znaki ze 3.

Zmaceni: Aby se ndm nepletlo znaceni, budeme rozliSovat proménné pro slova, pro-
ménné pro pismenka a proménné pro cisla.

Slova budeme znacit malymi pismenky fecké abecedy «, 3, ... .

¢ bude oznacovat ,jehlu“

o bude oznacovat ,seno”

Znaky oznac¢ime malymi pismeny latinky a, b, . ...

Cisla budeme znaéit velkymi pismeny A, B, ....

Délka slova |a| pro o € * je pocet jeho znaki.

Prdzdné slovo zna¢ime pismenem ¢, |e| = 0.

Zietézeni o8 vznikne zapsanim slov « a 3 za sebe. Plati |a8| = |a| + |5,
aE =ea = a.

alk] je k-ty znak slova «, indexujeme od 0.

e afk : ] je podslovo za¢inajici k-tym znakem a [-ty znak je prvni, ktery
v ném neni. Jednd se tedy o podslovo skladajici se z a[k],a[k+1],. .. [l —
1]. Plati tedy: alk : k] = ¢, afk : kK + 1] = a[k]. Jednu (¢ obé) meze
muZeme i vynechat, tento zapis pak bude znamenat bud ,od zacatku
slova az nékam“, nebo ,,odnékud az do konce“:

e of: k] je prefiz obsahujici prvnich k znakt slova o («[0],. .. ,a[k — 1]).

e alk :] je suffiz obsahujici znaky slova « poé¢inaje k-tym znakem az do kon-
ce.

* aff] =«

Vsimnéme si, Ze prazdné slovo je prefixem, suffixem i podslovem jakéhokoliv
slova vcetné sebe sama. KaZzdé slovo je také prefixem, suffixem i podslovem sebe
sama. To se ne vzdy hodi. Nékdy budeme chtit fict, ze néjaké slovo je vlastnim
prefixem nebo suffixem. To bude znamenat, Ze to nebude celé slovo.

« je vlastni prefiz slova 0 = « je prefix 0 & a # .
Vyhledavaci automat (Knuth, Morris, Pratt)

Vyhleddvaci automat bude graf, jehoz vrcholim budeme tikat stavy. Jejich
jména budou prefixy hledaného slova a hrany budou odpovidat tomu, jak jeden prefix
muzeme ziskat z predchoziho prefixu pfidanim jednoho pismene. Pocatecni stav je

abeceda sloZzend pouze z nul a jednic¢ek. Piiklad z druhého konce (ktery radi délaji
lingvisti) je abeceda, kterd méa jako abecedu vSechna ¢eskd slova. VSechny ceské
véty, pak nejsou nic jiného, nez slova nad touto abecedou. Pouzitd abeceda tedy
muze byt i relativné obrovska. Dalsim takovym piikladem muze byt Unicode. Pro
nase potieby ale zatim budeme predpokladat, Ze abeceda je nejen konstantné velka,
ale i rozumné mala. Budeme si moci tedy dovolit naptiklad indexovat pole znakem
abecedy (kdybychom nemohli; tak bychom misto pole pouzili naptiklad hashovaci
tabulku, ¢i néco podobného. .. ).
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prazdné slovo € a koncovy je cela ¢. Dopredné hrany grafu budou popisovat prechod
mezi stavy ve smyslu zvétseni délky jména stavu (dopfednd funkce h(«), uréujici
znak na dopfedné hrané z ). Zpétné hrany grafu budou popisovat prechod (zpétna
funkce z(«)) mezi stavem « a nejdelsim vlastnim suffixem «a, ktery je prefixem ¢,
kdyz nastane neshoda.

€ b ba bar barb barba  barbar barbaro ... barbarossa
—r0—F>0— F>0—F>O0—F>0——F>0——F>0— >0 — >0

b a r b a r o) a
b \_/

Vyhledavaci automat.

Hledej(o):
l.ao—e.
2. Pro z € ¢ postupné:
3. Dokud h(a) #z & a # e : a — z(a).
4. Pokud h(a) =z : o« ax.
5. Pokud « = ¢, ohlasime vyskyt.

Vstupem je ¢, hledané slovo (jehla) délky J = [i| a o, text (seno) délky S =
|o|. Vystupem jsou vSechny vyskyty hledaného slova ¢ v textu o, tedy mnozina
{k|olk:k+J =1}

Pojdme nyni dokazat, Ze tento algoritmus spravné ohlasi vSechny vyskyty.
Definice: o(7) := stav automatu po preéteni 7
Invariant: Pokud algoritmus precte néjaky vstup, nachazi se ve stavu, ktery je nejdel-
§im suffixem pfecteného vstupu, ktery je néjakym stavem. a(7) = nejdelsi stav
(nejdelsi prefix jehly), ktery je suffixem 7 (pfecteného vstupu).

Pojdme si rozmyslet, Ze z tohoto invariantu ihned plyne, Ze algoritmus najde to,
co ma. Kdykoli totiz ohlasi néjaky vyskyt, tak tam tento vyskyt opravdu je. Kdykoli
pak ma néjaky vyskyt ohlésit, tak se v této situaci jako suffix toho pravé precteného
textu vyskytuje hledané slovo, pricemz hledané slovo je urcité stav a zaroven nejdelsi
ze vSech existujicich stavi. Takze invariant opravdu fika, Ze jsme pravé v koncovém
stavu a algoritmus ndm tedy ohlasi vyskyt.

Dikaz: (invariantu) Indukei podle kroku algoritmu. Na za¢atku pro prazdny nacteny
vstup invariant trivialné plati, tedy prazdny suffix 7 je prefixem ¢. V kroku n mame
nacteny vstup 7 a k nému pfipojime znak x. Invariant ndm rika, Ze nejdelsi stav,
ktery je suffixem, je nejdelsi suffix, ktery je stavem. Nyni se ptame, jaky je nejdelsi
stav, ktery se da ,napasovat“ na konec fetézce 7x. Kdykoli vSak takovyto suffix
mame, tak z néj mizeme = na konci odebrat, ¢imz dostaneme suffix slova 7.

Tedy: pokud f je neprazdnym suffixem slova Tz, pak § = vz, kde ~ je suffix 7.

Suffix, ktery mame sestrojit, tedy vznikne z néjakého suffixu slova 7 pfipséa-
nim x. Chceme najit nejdelsi suffix slova 7z, ktery je stavem, takze chceme najit
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i nejdelsi suffix puvodniho slova 7, za ktery se da pridat = tak, aby vyslo jméno sta-
vu. Staci tedy uz jen ,probirat“ suffixy slova 7 od nejdelsitho po nejkratsi, zkouset
k nim pfidavat x a az to pujde, tak jsme nasli nejdelsi suffix 7x. Pfesné toto ovsem
algoritmus déla, nebot zpétna funkce mu vzdy Fekne nejblizsi kratsi suffix, ktery
je stavem. Pokud pak nemuzeme z ptidat ani do e, pak je feSenim prazdny suffix.
Algoritmus tedy funguje. Q@

Nyni pojdmé zkoumat to, jak je ve skuteénosti nas algoritmus rychly. K tomu
bychom si ale nejdfiv méli fict, jak pfesné budeme automat reprezentovat. V al-
goritmu vystupuji néjakd porovnavani stavl, pricemz neni tplné jasné, jak zafidit,
aby vSe trvalo konstantné dlouho. Vyjde ndm to ale docela snadno. K reprezentaci
automatu nam totiz budou stacit pouze dvé pole.

Reprezentace automatu: Ocislujeme si stavy délkami ptislusnych prefixi, tedy ¢isly
0...J. Poté jesté potiebujeme néjakym zptisobem zakédovat dopfedné a zpétné
hrany. Vzhledem k tomu, Ze z kazdého vrcholu vede vzdy nejvyse jedna dopredna
a nejvyse jedna zpétna, tak nam evidentné sta¢i pamatovat si pro kazdy typ hran
pouze jedno ¢islo na vrchol. Budeme mit tedy néjaké pole dopfednych hran, které
nam pro kazdy stav fekne, jakym pismenkem je nadepsanad dopfedna hrana ze stavu
I do I+1. To jsou ale pfesné pismenka jehly, takze si stac¢i pamatovat jehlu samotnou.
Cili z I do I+1 vede hrana nadepsané ¢[I]. Pro zpétné hrany pak budeme potiebovat
pole Z, které nam pro stav I fekne ¢islo stavu, do kterého vede zpétna hrana. Tedy
Z[1] je cil zpétné hrany ze stavu I. S touto reprezentaci jiz dokdZeme nasi hledaci
proceduru pfimocafe prepsat tak, aby sahala pouze do téchto dvou poli:

1. T 0.

2. Pro znaky z z textu:

3. Dokud ¢[I] £z & I #0: 1« Z[I].
4. Pokud ¢[I] =z, pak T — I + 1.

5. Pokud I = J, ohlasime vyskyt.

Zatim se v algoritmu jesté skryva drobné chyba — totiz algoritmus se obcas
zeptd na dopfednou hranu z posledniho stavu. Pokud jsme pravé ohlasili vyskyt
(jsme tedy v poslednim stavu) a piijde néjaky dalsi znak, algoritmus se pté, zda je
roven tomu, co je na dopfedné hrané z posledniho stavu. Ta ale ovSem neexistuje.
Jednoduse to ale napravime tak, Ze si pfiddme fiktivni hranu, na které se vyskytuje
néjaké ,nepismenko“ — néco, co se nerovna zadnému jinému pismenku. Zajistime
tak, Ze se po této hrané nikdy nevyddme. Dodefinujeme tedy ¢[J] odlisné od vSech
znaki. (4
Lemma: Funkce Hledej bézi v ¢ase O(S).

Diikaz: Funkce Hledej chodi po dopfednych a zpétnych hranach. Dopfednych hran
projdeme urcité maximalné tolik, kolik je délka sena. Pro kazdy znak precteny ze sena

4V jazyce C se toto dodefinovani provede vlastné zadarmo, nebot kazdy fetézec je

v ném ukoncen znakem s kédem nula, ktery se ve vstupu nevyskytne. .. Algoritmus
bude tedy fungovat i bez tohoto dodefinovani. V jinych jazycich je ale t¥eba na néj
nezapomenout!
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totiz jdeme nejvyse jednou po dopfedné hrané. Se zpétnymi hranami se to ma tak, ze
na jeden precteny znak z textu se mizeme po zpétné hrané vracet maximalné J-krat.
Z tohoto by nam vsak vysla slozitost O(JS), ¢imz bychom si nepomohli. Zachrani
nas ale pfimocary potencidl. Uvédomme si, ze chlize po dopfedné hrané zvysi I
o jedna a chiize po zpétné hrané [ snizi alesponi o jedna. Vzhledem k tomu, ze I neni
nikdy zaporné a na zacatku je nulové, zjistime, ze kroka zpét mize byt maximalné
tolik, kolik krokt dopfedu. Casova slozitost hledani je tedy linedrni vzhledem k délce
sena. V)

Nyni ndm zbyva na prvni pohled malic¢kost — totiz zkonstruovat automat. Zkon-
struovat dopfedné hrany zvladneme zjevné snadno, jsou totiz explicitné popsané

hledanym slovem. T¢€zs8i uz to bude pro hrany zpétné. Vyuzijeme k tomu nasledujici
pozorovani:

Pozorovani: Piedstavme si, Ze automat uz mame hotovy a tim, Ze budeme sledovat
jeho chovani, chceme zjistit, jak v ném vedou zpétné hrany. Vezméme si néjaky
stav 3. To, kam z néj vede zpétna hrana zjistime tak, ze spustime automat na Fetézec
0 bez prvniho pismenka a stav, ve kterém se automat zastavi, je presné ten, kam mé
vést 1 zpétnd hrana z (. Jinymi slovy vime, Ze z(5) = a(8[1 :]). Pro¢ takovato véc
funguje? Vsiméme si, Ze definice z a to, co ndm o « fika invariant, je témét totozné
— z(0) je nejdelsi vlastni suffix 3, ktery je stavem, «(S3) je nejdelsi suffix 3, ktery
je stavem. Jedina odlisnost je v tom, Ze definice z narozdil od definice o zakazuje
nevlastni suffixy. Jak nyni vylouc¢it suffix 3, ktery by byl roven 5 samotné? Zkratime
B o prvni znak. Tim padem vSechny suffixy 8 bez prvniho znaku jsou stejné jako
vSechny vlastni suffixy (.

K ¢emu je toto pozorovani dobré? Rozmysleme si, ze pomoci néj uz dokdzeme
zkonstruovat zpétné hrany. Neni to ale trochu divné, kdyz pri simulovani automatu
na fetézec bez prvniho znaku uz zpétné hrany potiebujeme? Neni. Za chvili zjistime,
7e takto muZeme zjistovat zpétné hrany postupné — a to tak, ze pouZivame vzdy
jenom ty, které jsme uz sestrojili.

Takovémuhle pristupu, kdy pfi konstruovani chténého uz pouzivame to, co
chceme sestrojit, ale pouze ten kousek, ktery jiz mame hotovy, se v anglictiné rika
bootstrapping!® . Viimnéme si, Ze pii vypoétu se vstupem 3 projde automat jenom
prvnich |g| stavii. Automat se evidentné nemutize dostat dal, protoZe na kazdy krok
dopfedu (doprava) spotfebuje pismenko 3. Takze krok doprava je maximalné tolik,
kolik je | 3]. Jinymi slovy kdybychom jiz méli zkonstruované zpétné hrany pro prvnich
|8 stavi (tedy O...|3| — 1), tak pfi tomto vypoctu, ktery potfebujeme na zkonstru-

(5) 7 tohoto slova vzniklo i bootovdni poéitact, kdy operaéni systém v podstaté
zavadi sam sebe. Bootstrap znamena Cesky Struple — tedy ocko na konci boty, kte-
ré slouzi k usnadnéni nazouvani. A jak souvisi Struple s algoritmem? To se zase
musime vratit k pribéhiim o baronu Prasilovi, mezi nimiz je i ten, ve kterém ba-
ron Prasil vypravi o tom, jak sdm sebe vytahl z baziny za Struple. Stejné tak i my
budeme algoritmus konstruovat tim, ze se budeme sami vytahovat za Struple, tedy
bootstrappovat.
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ovani zpétné hrany z 3, jesté tuto zpétnou hranu nemtzeme potiebovat. Vystacime
si s témi, které jiz mame zkonstruované.

Nabizi se tedy zacit zpétnou hranou z prvniho znaku (ktera vede evidentné
do €), pak postupné brit dalsi stavy a pro kazdy z nich si spoéitat, kdy spustime
automat na jméno stavu bez prvniho znaku a tim ziskdme dalsi zpétnou hranu.
Toto funguje, ale je to kvadratické .... Mame totiz J stavi a pro kazdy z nich ndm
automat bézi v ¢ase az linedrnim s J. Jak z toho ven?

Z prvniho stavu povede zpétna funkce do e. Pro dalsi stavy chceme spoditat
zpétnou funkci. Z druhého stavu ¢[0 : 2] tedy automat spustime na ¢[1 : 2], ddle pak
na ¢[1: 3], ¢[1: 4], atd. Ty Fetézce, pro které potFebujeme spostét automat, abychom
dostali zpétné hrany, jsou tedy ve skuteénosti takové, ze kazdy dalsi dostaneme rozsi-
fenim predchoziho o jeden znak. To jsou ale pfesné ty stavy, kterymi projde automat
prfi zpracovavani fetézce ¢ od prvniho znaku dal. Jednim prichodem automatu nad
jehlou bez prvniho pismenka se tim padem rovnou dozvime vsechny tdaje, které
potiebujeme. Z predchoziho pozorovani plyne, Ze nikdy nebudeme potfebovat zpét-
nou hranu, kterou jsme jesté nezkonstruovali a jelikoz vime, ze jedno prohledani
trva linearné s délkou toho, v ¢em hledame, tak toto celé pobézi v linedrnim case.
Dostaneme tedy nasledujici algoritmus:

Konstrukce zpétné funkce:
1. Z[0] <7, Z[1] < 0.
2.1 0.
3.Prok=2...J:
4. I — Krok(I,.[k]).
5. Zk] < I.

Zagindme tim, Ze nastavime zpétnou hranu z prvnich dvou staviy, pficemz z[0]
je nedefinované, protoze tuto zpétnou hranu nikdy nepouzivame. Dale postupné
simulujeme vypocet automatu nad slovem bez prvniho znaku a po kazdém kroku se
dozvime novou zpétnou hranu. Krokem automatu pak neni nic jiného nez vnitiek
(3. a 4. bod) nasi hledaci procedury. To, kam jsme se dostali, pak zaznamename
jako zpétnou funkci z k. Cili poustime automat na jehlu bez prvniho pismenka,
provedeme vzdy jeden krok automatu (pfes dalsi pismenko jehly) a zapamatujeme
si, jakou zpétnou funkci jsme zrovna dostali. Diky pozorovanim navic vime, Ze zpétné
hrany konstruujeme spravné, nikdy nepouzijeme zpétnou hranu, kterou jsme jesté
nesestrojili a vime i to, ze celou konstrukci zvlddneme v linedrnim case s délkou
jehly.

Véta: Algoritmus KMP najde vSechny vyskyty v ¢ase O(J + 5).
Diikaz: Lineéarni ¢as s délkou jehly potfebujeme na postaveni automatu, linearni cas
s délkou sena pak potfebujeme na samotné vyhledani.

Rabiniv-Karptv algoritmus
Nyni si ukdzeme jesté jeden algoritmus na hledani jedné jehly, ktery nebude

mit v nejhorsim pripadé linearni slozitost, ale bude ji mit pramérné. Bude daleko
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jednodussi a ukaze se, ze je v praxi daleko rychlejsi. Bude to algoritmus zalozeny
na hashovani.

Predstavme si, Zze mame seno délky S a jehlu délky J, a vezméme si néjakou
hashovaci funkci, které ddme na vstup J-tici znaku (tedy podslova dlouh4 jako jehla).
Tato hashovaci funkce nam je pak zobrazi do mnoZiny {0, ..., N —1} pro néjaké dost
velké N. Jak ndm toto pomuze pfi hledani jehly? Vezmeme si libovolné ,okénko*
délky J a nez budeme zjistovat, zda se v ném jehla vyskytuje, tak si spoéitame
hashovaci funkci a porovname ji s hashem jehly. Cili ptame se, jestli je hash ze sena
od néjaké pozice I do pozice I+J roven hashi jehly — formalné: h(o[I : I+J]) = h(¢).
Teprve tehdy, kdyz zjistime, Ze se hodnota hashovaci fce shoduje, za¢neme doopravdy
porovnavat fetézce.

Neni to ale néjaka hloupost? MuZze nam vibec takovato konstrukce pomoci?
Neni to tak, Ze na spocitani hashovaci funkce z J znaki, potfebujeme téch J znakt
precist, coz je stejné rychlé, jako rovnou fetézce porovnavat? PouZijeme trik, kte-
ry bude spocivat v tom, Ze si zvolime Sikovnou hashovaci funkci. Udélame to tak,
abychom ji mohli pfi posunuti ,okénka“ o jeden znak doprava v konstantnim c¢ase
pfepoditat. Chceme umét z h(zy...x;) spoéitat h(xs...x;41). Na zacatku si tedy
spocitame hash jehly a prvni J-tice znakt sena. Pak jiz jenom posouvame ,okén-
ko*“ o jedna, prepocitdme hashovaci funkci a kdyZ se shoduje s hashem jehly, tak
porovname. Budeme pfitom vérit tomu, Ze pokud se tam jehla nevyskytuje, pak
mame hashovaci funkci natolik rovnomeérnou, Ze pravdépodobnost toho, Ze se presto
strefime do hashe jehly, je 1/N. Jingmi slovy jenom v jednom z fadové N piipadi
budeme porovnavat falesné — tedy provedeme porovnani a vyjde nam, Ze vysledek
je neshoda. V primeérném pripadé tedy mizeme stlacit slozitost az témér k linearni.

Podivejme se ted na primérnou ¢asovou slozitost. Budeme urdité potiebovat
¢as na projiti jehly a sena. Navic stravime néjaky ¢as nad faleSnymi porovnénimi,
kterych bude v priméru na kazdy N-ty znak sena jedno porovnani s jehlou — te-
dy SJ/N, pticemz N miizeme zvolit dost velké na to, abychom tento ¢len dostali
pod néjakou rozumnou konstantu... Nakonec budeme potfebovat jedno porovnani
na kazdy opravdovy vyskyt, éemuZ se nevyhneme. P¥ipoéteme tedy jesté J- fugskyti.
Dostavame tedy: O(J + S + SJ/N + J- tvyskyti).

Zbyva malickost — totiz kde vzit hashovaci funkci, ktera toto vSe spliuje. Jednu
si ukazeme. Bude to vlastné takovy hezky polynom:

J
h(zi...zj) = <Z Ty 'pJ_I> mod N.
I=1

Jinak zapsano se tedy jedna o:
(x1-p" P42 p" 2+ ...+ 2y p°) mod N.
Po posunuti okénka o jedna chceme dostat:
(xo-p" P +as-p? 2+ . +as-p' +xs41p°) mod N,
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Kdyz se ale podivame na ¢leny téchto dvou polynomt, zjistime, Ze se lisi jen o malo.
Puvodni polynom staci prenasobit p, odecist prvni ¢len s 1 a naopak pricist chybéjici
¢len xy41. Dostavame tedy:

h(x2...xj+1):(p-h(xl...xj)—xl-pJ+xJ+1)modN.

Piepocitani hashovaci funkce tedy neni nic jiného, neZ prendsobeni té minulé p,
odecteni néjakého nasobku toho znaku, ktery vypadl z okénka, a pficteni toho zna-
ku, o ktery se okénko posunulo. Pokud tedy mame k dispozici aritmetické operace
v konstantnim case, zvlddneme konstantné prepocitévat i hashovaci funkci.

Tato hashovaci funkce se dokonce nejen hezky pocita, ale dokonce se i opravdu
yhezky“ chové (tedy ,rozumné“ ndhodné), pokud zvolime vhodné p. To bychom méli
zvolit tak, aby bylo rozhodné nesoudélné s N — tedy NSD(p, N) = 1. Aby se ndm
navic dobfe projevilo modulo obsazené v hashovaci funkci, mélo by byt p relativné
velké (lze dopocitat, Ze optimum je mezi 2/3 - N a 3/4- N). S takto zvolenym p
se tato hashovaci funkce chova velmi pfiznivé a v praxi ma cely algoritmus takika
linedrni ¢asovou slozitost (primérnou).

Hledani vice retézcta najednou

vvvvvv

na algoritmus, ktery si poradi i s vice nez jednou jehlou. Méjme tedy jehly ¢1 ... ¢y,
a jejich délky J; = |¢;|. Déle budeme potiebovat seno o délky S = |o].

Predtim, nez se pustime do vlastniho vyhledavaciho algoritmu, mozna bychom
si méli ujasnit, co vlastné bude jeho vystupem. U problému hledani jedné jehly to
bylo jasné — byla to néjakd mnozina pozic v sené, na kterych zacinaly vyskyty jehly.
Jak tomu ale bude zde? Sice bychom také mohli vratit pouze mnozinu pozic, ale my
budeme chtit malicko vic. Budeme totiz chtit védét i to, ktera jehla se na které pozici
vyskytuje. Vystup tedy bude vypadat nasledovné: V' = {(¢,4) | ofi : i + J;] = ¢; }.

Zde se vSak skryva jedna drobna zrada. Budeme se asi muset vzdat nadéje,
ze najdeme algoritmus, jehoz slozitost je linearni v celkové délce vSech jehel a sena.
Vystup totiz mize byt delsi nez linedrni. Mtize se ndm klidné stat, ze na jedné pozici
v sené se bude vyskytovat vice riznych jehel — pokud bude jedna jehla prefixem jiné
(coz jsme nikde nezakazali), tak mame povinnost ohlasit oba vyskyty. Vzhledem
k tomu budeme hledat takovy algoritmus, ktery bude linearni v délce vstupu plus
délce vystupu, coz je evidentné to nejlepsi, ceho muzeme dosdhnout.

Algoritmus, ktery si nyni ukdzeme, vymysleli nékdy v roce 1975 pan Aho a pani
Corasickova. Bude to takové zobecnéni Knuthova-Morrisova-Prattova algoritmu.

Algoritmus Aho-Corasickova

Opét se budeme snazit sestrojit néjaky vyhledavaci automat a néjakym zpu-
sobem tento automat pouzit k prochézeni sena. Podivejme se nejprve na ptiklad.
Budeme chtit vyhledavat tato slova: ara, bar, arab, baraba, barbara. Méjme tedy
téchto pét jehel a rozmysleme si, jak by vypadal néjaky automat, ktery by tato slova
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A R
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A

Vyhledéavaci automat — strom.

umeél zatim jenom rozpoznavat. Pro jedno slovo automat vypadal jako cesta, zde uz
to bude strom. (viz obrazek).

Navic budeme muset do automatu zanést, kde néjaké slovo konéi. V puvodnim
automatu pro jedno slovo to bylo jednoduché — ono jedno jediné slovo odpovidalo
poslednimu vrcholu cesty. Tady se vSak slova mohou vyskytovat vicekrat a koncit
nejenom v listech ale i v néjakém vnitinim vrcholu (coz se stane tehdy, pokud je jedno
hledané slovo prefixem jiného hledaného slova). Formalné to nebudeme dokazovat,
ale snadno nahlédneme, Ze listy stromu odpovidaji hledanym sloviim, ale opa¢né to
neplati.

€
A O\B
R A
A R
A/ \B
B A
A R
[}

Vyhledavaci automat s konci slov.

Dale bychom méli do automatu pfidat zpétné hrany. Jejich definice bude tplné
stejné jako u automatu pro hledani jednoho slova. Jinymi slovy z kazdého stavu ptjde
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zpétna hrana do nejdel$iho vlastniho suffixu, ktery je stavem. Cili kdyz budeme mit
néjaké jméno stavu, budeme se ho snazit co nejméné (ale alesponl o znak) zkrétit
zleva, abychom zase dostali jméno stavu. Z korene — prazdného stavu — pak evidentné
zadné zpétna hrana nepovede.

Vyhledavaci automat se zpétnymi hranami.

Zbyva nam jesté si rozmyslet, jakym zptisobem bude nas automat hlésit vystup.
Opét sméfujeme k tomu, aby se automat po precteni néjakého kusu textu nachéazel
ve stavu odpovidajicimu nejdelsimu moznému suffixu toho textu. Zatimco u hledani
jediné jehly bylo hlaseni vyskytt jednoduché — kdykoliv jsme se dostali na konec

vvvvvv

Prvni, co se nabizi, je vyuzit toho, ze jsme si oznacili néjaké vrcholy, kde hle-
dané slova konci. Co tedy zkusit hlasit vyskyt tohoto slova vzdy, kdyz pfijdeme
do néjakého oznaceného vrcholu? Tento zpisob vSak nefunguje, pokud se uvnit¥
nékteré jehly skryva jehla vnofena. Napiiklad po precteni slova bara, ndm nas sou-
Casny automat nerika, ze bychom méli néjaké slovo ohlasit, a pritom tam evidenté
konéi podfetézec ara. Stejné tak pokud precteme barbara, uz si nevS§imneme toho,
ze tam kon¢i zaroven i ara. Pouhé ,hléSeni tecek” tedy nefunguje.

Dale si mizeme vSimnout toho, Ze vSechna slova, kterd by se méla v daném
stavu hlasit, jsou suffixy jména tohoto stavu. Pfitom vime, Ze zpétna hrana jméno
stavu zkracuje zleva. Takze specialné vSechny suffixy daného stavu, které jsou také
stavy, se daji najit tak, ze se vydadme po zpétnych hranich do kotfene. Nabizi se tedy
vzdy projit cestu po zpétnych hrandch az do kofene a hlasit vSechny ,tecky*. Tento
zpusob by nam vsak cely algoritmus znac¢né zpomalil, protoze cesta do korene miize
byt relativné dlouhé, ale tecek na ni obvykle bude maélo.

Mohli bychom také zkusit si pro kazdy stav § predpoéitat mnozinu cache(),
kterd by obsahovala vSechna slova, kterd mame hlasit, kdyz se ve stavu ( nachazime.
Pokud pak do tohoto stavu vstoupime, podivame se na tuto mnozinu a vypiSeme
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vSe, co v ni je. Vypis nam bude evidentné trvat linearné k velikosti mnoziny, celkoveé
tedy linearné k velikosti vystupu. Problém je ale ten, ze jednotlivé cache mohou byt
hodné velké, takze je nestihneme sestrojit v linedrnim ¢ase. (Rozmyslete si ptiklad
slovniku, kdy se to stane.)

To, co nam ale jiz opravdu pomuze, bude zavedeni zkratek. Vsimli jsme si,
Ze po zpétnych hrandch mizeme projit do kofene a hlasit vSechny nalezené tecky.
Vadilo nam ale, Ze se mize stat, Ze budeme dlouho po cesté chodit a pfi tom zadné
tecky nenalézat. Zavedeme si proto zkratky k nejblizsi tecce.
Definice (zkratkova hrana): Budeme mit tedy néjakou funkei slovo(3) := slovo, které
kon¢i ve stavu 3 (nebo @), pokud z4dné takové slovo neni). Dale pak funkci out(3) :=
nejblizsi vrchol dosaZitelny po zpétnych hranach, ¢ili nejdelsi vlastni suffix stavu 3,
v némz je definovana funkce slovo. Trochu lidstéji feceno, ten nejblizsi dosazitelny
vrchol, ve kterém je tecka.

Po pridani téchto zkratkovych hran jiz mame reprezentaci, ve které opravdu
umime v daném stavu vyjmenovat vSechna slova, kterd mame vypsat, a to v Case
linearnim s tim, kolik téch slov je.

Definice: Vyhleddvaci automat sestavd ze stromu dopfednych hran (vrcholy jsou
prefixy jehel, hrany odpovidaji rozsifeni o pismenko), zpétnych hran (z(8) := nejdelsi
vlastni suffix slova 3, ktery je stavem) a zkratkovych hran.

Automat pak bude na nasem piikladu vypadat takto (zkratkové hrany jsou
znézornény zelené):

Vyhledavaci automat se zkratkovymi hranami.

Nyni uz ndm zbyva jenom vlastni algoritmus — nejdiiv popiSeme algoritmus,
ktery bude hledat pomoci takového automatu, a potom se pustime do toho, jak se
takovy automat stavi.

Nejprve si nadefinujeme, jak vypad4 jeden krok automatu. Bude to vlastné né-
jaka funkce, ktera dostane stav a pismenko. Ona nas pak pomoci tohoto pismenka
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posune po automatu. (f(«,z) bude dopfedna hrana ze stavu a oznaend pisme-
nem x)

Krok («, x):
1. Dokud f(a,x) = 0 & a # kofen: « — z(a).
2. Pokud f(a,z) #0: o« fla,z).
3. Vratime vysledek.

Hledani:

1. a « koren.
2. Pro znaky x ze slova o:
3. a — Krok(a, ).

4. 0 — «

5. Dokud 8 # 0:

6. Je-li slovo(B) # 0:

7. Ohlasime slovo(f3).
8. B «— out(B).

Algoritmus hledéni vlastné neni nic jiného, nez prosté projiti po zelenych zkrat-
kovych hranach ze stavu «, ve kterém pravé jsme, a ohlaseni vSeho, co po cesté
najdeme.

V kazdém okamziku se automat nachazi ve stavu, ktery odpovida nejdelsimu
moznému suffixu toho, co jsme uz precetli. Diukaz tohoto invariantu je stejny ja-
ko u verze automatu pro hledani pouze jedné jehly, nebot vychazi pouze z definice
zpétnych hran. Podobné nahlédneme, Ze Casova slozitost vyhledavaci procedury je
linearni v délce sena plus to, co spotiebujeme na hlaseni vyskytt. Nejprve na chvi-
li zapomeneme, Ze néjaké vyskyty hlasime a spocitdme jenom kroky. Ty mohou
vést dopredu a zpatky. Krok dopfedu prodluzuje jméno stavu o jedna, krok dozadu
zkracuje aspon o jedna. Tudiz krokt dozadu je maximélné tolik, co kroki dopfedu
a kroki dopredu je maximalné tolik, kolik je délka sena. VSechny kroky dohromady
tedy trvaji O(S). HlaSeni vyskytt pak trva O(S + |V|). Celé hledani tedy trva
linearné v délce vstupu a vystupu.

Zbyva nam uz jen konstrukce automatu. Opét vyuzijeme faktu, Ze zpétna hrana
ze stavu § vede tam, kam by se dostal automat pri hledani 8 bez prvniho pismen-
ka. Takze zase chceme néco, jako simulovat vypocet toho automatu na slovech bez
prvniho pismenka a doufat v to, Ze si vysta¢ime s tou ¢asti automatu, kterou jsme
uz postavili. Tentokrat to vSak nemtzeme délat jedno slovo po druhém, protoze
zpétné hrany mohou vést kfizem mezi jednotlivymi vétvemi automatu. Mohlo by se
nam tedy stat, ze pri hledani néjakého slova potfebujeme zpétnou hranu, ktera vede
do jiného slova, které jsme jesté nezkonstruovali. TakzZe tento postup selze. Mizeme
v8ak vyuzit toho, ze kazda zpétna hrana vede ve stromu alespon o jednu hladinu
vys. Mizeme tak strom konstruovat po hladinach. Lze si to tedy predstavit tak, ze
paralelné spustime vyhledavani vSech slov bez prvnich pismenek a vzdycky udélame
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jeden podkrok kazdého z téch hledani, coz ndm da zpétné hrany z dalsiho patra
stromu.

Konstrukce automatu:

1. Zalozime prazdny strom, r < jeho kofen.
2. Vlozime do stromu slova ¢1 ... t,,, nastavime slovo(x).
3. z(r) < 0, out(r) < 0.
4. Zalozime frontu F' a vlozime do ni syny kofene.
5.Yvo € F: z(v) <, out(v) « 0.
6. Dokud F # (:
7. Vybereme u z fronty F.
8. Pro vsechny syny v vrcholu u:
9. q «— Krok(z(u), pismeno na hrané uv).
10. z(v) < q.
11. Pokud slovo(q) # 0, pak out(v) < q.
12. Jinak out(v) < out(q).
13. Vlozime v do fronty F.

To, Ze tento algoritmus zkonstruuje zpétné hrany jak ma, vyplyva z toho, Ze
nedélame nic jiného, nez Ze spoustime vypocty po hladindch na vSechna hledana
slova bez prvniho pismenka. Stejné tak to, ze dobéhne v linedrnim case, je taktéz
duasledkem toho, ze efektivné spoustime vSechny tyto vypocty. Jen nékdy udélame
najednou krok dvou ¢ vice vypoétt (napiiklad araba a arbara se poéitaji na zacat-
ku, dokud jsou stejné, jen jednou). Casové slozitost této konstrukce je tedy mensi
nebo rovna souctu ¢asovych slozitosti vypoctt nad vsemi témi slovy. To uz ale vime,
ze je linearni v celkové délce téchto slov. Konstrukce automatu tedy trva nejvyse
tolik, co hledani vsech ¢;, coz je O3, ti).

Véta: Algoritmus Aho-Corasickova najde vSechny vyskyty v case

@ (Z v+ S + ﬁvgjskytd).

Jesté se na zavér zamysleme, jak bychom si takovy automat ukladali do pa-
méti. Urcité se ndm bude hodit si stavy néjak ocislovat (tfeba v poradi, v jakém
budou vznikat). Potom funkce pro zpétné a zkratkové hrany mohou byt reprezento-
vané polem indexovanym ¢islem stavu. Funkce Slovo, ktera fika, jaké slovo ve stavu
konc¢i, zase muze byt pole indexované stavem, které nam fekne poradové ¢islo slova
ve slovniku. Pro dopredné hrany v kazdém vrcholu pak mizeme mit pole indexované
pismenky abecedy, které ndm pro kazdé pismenko fekne, bud Ze takova hrana neni,
nebo nam fekne, kam tato hrana vede. Je vidét, Ze takovéto pole se hodi pro pomérné
malé abecedy. Uz pro abecedu A-Z bude velikosti 26 a z vétSiny bude prazdné, takze
bychom plytvali paméti. V praxi se proto ¢asto pouziva hashovaci tabulka. Ptipad-
né bychom mohli mit i jen jednu velkou spolecnou hashovaci tabulku, ktera bude
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reprezentovat funkci celou, ve které budou zahashované dvojice (stav, pismenko).
Téchto dvojic je evidentné tolik, kolik hran stromu, ¢ili linearné s velikosti slovniku,
a je to asi nejkompaktnéjsi reprezentace.

7. Geometrické algoritmy (sepsal Pavel Klavik)

Ukéazeme si nékolik zakladnich algoritmii na feseni geometrickych problému v roviné.
Proc¢ zrovna v roviné? Inu, jednorozmérné problémy byvaji trividlni a naopak pro
vyssi dimenze jsou velice komplikované. Rovina je proto rozumnym kompromisem
mezi obtiZznosti a zajimavosti.

Celou kapitolou nas bude provéazet pohadka ze zivota lednich medvéda. Poku-
sime se vytesit jejich ,kazdodenni“ problémy ...

Hledani konvexniho obalu

Daleko na severu zili ledni medvedi. Ve voddch tamniho more byla hojnost ryb
a jak je zndmo, ryby jsou oblibenou pochoutkou lednich medvédu. ProtoZe medveédi
z nast pohdadky rozhodné nejsou ledajaci a ani chytrost jim meschdzi, rozhodli se
vSechny ryby pochytat. Znaji presnd mista vyskytu ryb a radi by vyrobili obrovskou
sit, do které by je vSechny chytili. Pomozte medveédim zjistit, jaky nejmensi obvod
takovd sit miiZe mit.

Problém lednich médvédi: Jaky je nejmensi obvod sité?

Neboli v fe¢i matematické, chceme pro zadanou mnozinu bodt v roviné nalézt
jeji konvexni obal. Co je to konvexni obal? Mnozina bodi je konverni, pokud pro
kazdé dva body obsahuje i celou tisecku mezi nimi. Konvexni obal je nejmensi kon-
vexni podmnozina roviny, ktera obsahuje vSechny zadané body.(® Z algoritmického

(6) Pamatujete si na linearni obaly ve vektorovych prostorech? Linearni obal mno-
ziny vektori je nejmensi vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje. Neni
nahoda, Ze tato definice pfipominda definici konvexniho obalu. Na druhou stranu
kazdy vektor z linearniho obalu lze vyjadfit jako linedrni kombinaci danych vektort.
Podobné plati i pro konvexni obaly, Ze kazdy bod z obalu je konvexni kombinaci da-
nych bodt. Ta se lisi od linedrni v tom, Ze vSechny koeficienty jsou v intervalu [0, 1]
a navic soucet vSech koeficient je 1. Tento algebraicky pohled mtZe mnohé véci
zjednodusit. Zkuste si dokazat, ze obé definice konvexniho obalu jsou ekvivalentni.
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hlediska nas vSak bude zajimat jenom jeho hranice, kterou budeme dale oznacovat
jako konvexni obal.

Nagim tikolem je nalézt konvexni obal kone¢né mnoziny bodt. To je vzdy kon-
vexni mnohotihelnik, navic s vrcholy v zadanych bodech. Resenim problému tedy
bude posloupnost bodﬁ které tvofi konvexni obal Pro malé mnoziny je konvexni

°/44,<?’

n=1 n=2 n=3 n=4

Konvexni obaly malych mnozin.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze vSechny body maji riizné z-ové
soufadnice. Tedy ut¥idéni bodu zleva doprava je uréené jednoznaéné.(”) Tim méame
zajisténé, Ze existuji dva body, nejlevéjsi a nejpravejsi, pro které plati nasledujici
invariant:

Invariant: Nejlevéjsi a nejpravéjsi body jsou vzdy v konvexnim obalu.

Algoritmus na nalezeni konvexniho obalu funguje na nésledujicim jednoduchém
principu, kterému se nékdy fika zametdni roviny. Prochazime body zleva doprava a
postupné rozsifujeme doposud nalezeny konvexni obal o dalsi body. Na zacatku bude
konvexni obal jediného bodu samotny bod. Na konci k-tého kroku algoritmu zname
konvexni obal prvnich k& bodi. Kdyz algoritmus skonci, zndme hledany konvexni
obal. Podle invariantu musime v k-tém kroku pfidat do obalu k-ty nejlevéjsi bod.
Zbyva si jen rozmyslet, jak presné tento bod pridat.

Pridani dalsiho bodu do konvexniho obalu funguje, jak je naznaceno na ob-
razku. Podle invariantu vime, ze bod nejvic vpravo je soucasti konvexniho obalu.
Za né&j napojime nové pridavany bod. Tim jsme ziskali néjaky obal, ale zpravidla
nebude konvexni. To lze vSak snadno napravit, staci odebirat body, v obou smérech
podél konvexniho obalu, tak dlouho, dokud neziskdme konvexni obal. Na prikladu
z obrazku nemusime po sméru hodinovych ruci¢ek odebrat ani jeden bod, obal je
v poradku. Naopak proti sméru hodinovych rucicek musime odebrat dokonce dva
body.

Pro pfipadnou implementaci a rozbor slozitosti si nyni popiSeme algoritmus
detailngji. Aby se lépe popisoval, rozdélime si konvexni obal na dvé ¢asti spojujici
nejlevéjsi a nejpravéjsi bod obalu. Budeme jim fikat horni obdlka a dolni obdlka.

Obé obalky jsou lomené ¢ary, navic horni obéalka porad zataci doprava a dolni
naopak doleva. Pro udrzovani bodt v obalkach staci dva zasobniky. V k-tém kroku

{7 To si miizeme dovolit pFedpokladat, nebot se vemi body staéi nepatrné pootoéit.
Tim konvexni obal urc¢ité nezménime. AvSak jednodussi feSeni je naprogramovat
tfidéni lexikograficky (druhotné podle soufadnice y) a vyfadit identické body.
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Pridani bodu do konvexniho obalu.

horni obalka

dolni obalka

Horni a dolni obalka konvexniho obalu.

algoritmu pfiddme zvlast k-ty bod do horni i dolni obalky. P¥iddnim k-tého bodu
se vSak muze porusit smér, ve kterém obalka zataci. Proto budeme nejprve body
z obalky odebirat a k-ty bod pfidame az ve chvili, kdy jeho pfidani smér zataceni
neporusi.

Algoritmus:

1. Setfidime body podle z-ové soufadnice, oznacme body b1, ..., b,.

2. Vlozime do horni a dolni obalky bod b;: H = D = (by).

3. Pro kazdy dalsi bod b = b, ..., by,:

4. Prepocitame horni obalku:

5. Dokud |H| > 2, H = (..., hg—1, hy) a Ghel hy_1hib je orien-
tovany doleva:

6. Odebereme posledni bod hy, z obalky H.

7. Pfidame bod b do obalky H.

8 Symetricky pfepoéteme dolni obalku (s orientaci doprava).

9. Vysledny obal je tvofen body v obalkach H a D.

Rozebereme si ¢asovou slozitost algoritmu. Setfidit body podle z-ové soufadni-
ce dokazeme v ¢ase O(nlogn). Pridani dalsiho bodu do obélek trva linedrné vzhle-
dem k poctu odebranych bodi. Zde vyuzijeme obvykly postup: Kazdy bod je ode-
bran nejvyse jednou, a tedy vSechna odebréani trvaji dohromady O(n). Konvexni
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obal dokdzeme sestrojit v ¢ase O(nlogn), a pokud bychom méli seznam bodi jiz
uttideny, dokazeme to dokonce v O(n).

Algebraicky dodatek: Existuje jednoduchy postup, jak zjistit orientaci hlu? Uka-
zeme si jeden zalozeny na linedrni algebte. Budou se hodit vlastnosti determinan-
tu. Absolutni hodnota determinantu je objem rovnobéznosténu uréeného fadkovymi
vektord, zda je levotociva ¢i pravotociva. ProtoZze nas problém je rovinny, budeme
uvazovat determinanty matic 2 x 2.

Uvazme soufadnicovy systém v roviné, kde z-ova soufadnice roste smérem
doprava a y-ova smérem nahoru. Chceme zjistit orientaci thlu hg_1hib. Polozme
@ = (x1,y1) jako rozdil soufadnic hy a hy—1 a podobné ¥ = (x2,y2) je rozdil sou-
fadnic b a hg. Matice M je definovana nasledovneé:

M frnd Ii frng .7:1 yl .
v T2 Y2
Uhel hy_1hib je orientovan doleva, pravé kdyz det M = x1ys — z2y1 je nezaporny, s
a spocitat hodnotu determinantu je jednoduché. Mozné situace jsou nakresleny na

obrazku. Poznamenejme, ze k podobnému vzorci se l1ze také dostat pres vektorovy
soucin vektora @ a v.

o~
~
4 ~

(o7

o, hi—
heoiall det(M) >0 e u\% \
\_/ & U \ det(M) <0
a 7 v
b T

Jak vypadaji determinanty ruznych znamének v roviné.

Slo by to vyfesit rychleji? Také vam vrta hlavou, zda existuji rychlejsi algoritmy?
Na z&vér si ukdZeme néco, co na prednasce nebylo.(? Nejrychlejsi znamy algoritmus,
jehoz autorem je T. Chan, funguje v ¢ase O(nlogh), kde h je pocet bodl lezicich na
konvexnim obalu, a pritom je prekvapivé jednoduchy. Zde si naznacime, jak tento
algoritmus funguje.

Algoritmus pfichazi s nasledujici myslenkou. Pfedpokladejme, Ze bychom znali
velikost konvexniho obalu h. Rozdélime body libovolné do [7] mnozin Q1, ..., Qk
tak, ze |@;| < h. Pro kazdou z téchto mnozin nalezneme konvexni obal pomoci vyse
popsaného algoritmu. To dokdZeme pro jednu v ¢ase O(hlogh) a pro vSechny v Case
O(nlogh). V druhé fazi spustime hleddni konvexniho obalu pomoci provizkového

(8) Neboli vektory @ a ¥ odpovidaji roztazeni a zkoseni vektorti baze # = (1,0) a
¥ = (0,1), pro néz je determinant nezaporny.
9 A také se nebude zkouset.
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algoritmu a pro zrychleni pouZijeme predpocitané obaly mensich mnozin. Nejprve
popiseme jeho myslenku. PouZijeme nasledujici pozorovani:

Pozorovani: Usecka spojujici dva body a a b lezi na konvexnim obalu, pravé kdyz
vSechny ostatni body leZi pouze na jedné jeji strané.(1?)

Algoritmu se fikd provdzkovy, protoZe svoji ¢innosti pfipomind namotévani
provazku podél konvexniho obalu. Za¢neme s bodem, kterj na konvexnim obalu
urcité lezi, to je tfeba ten nejlevéjsi. V kazdém kroku nalezneme nasledujici bod
po obvodu konvexniho obalu. To udélame napiiklad tak, ze projdeme vSechny body
a vybereme ten, ktery svird nejmensi thel s posledni stranou konvexniho obalu.
Nové pridana tisecka vyhovuje pozorovani a proto do konvexniho obalu patfi. Po
h krocich se dostaneme zpét k nejlevéjsimu bodu a vypocet ukoncéime. V kazdém
kroku potfebujeme projit vSechny body a vybrat naslednika, coz dokazeme v Case
O(n). Celkové slozitost algoritmu je tedy O(n - h).

Provéazkovy algoritmus. Hledani kandidata v pfedpocitaném obalu.

Provéazkovy algoritmus funguje, ale ma jednu obrovskou nevyhodu — je totiz
ukrutné pomaly. Kyzeného zrychleni dosdhneme, pokud pouzijeme predpocitané
konvexni obaly. Ty umozni rychleji hledat naslednika. Pro kazdou z mnozin Q;
najdeme zvlast kandiddta a poté z nich vybereme toho nejlepsiho. Mozny kandi-
dat vzdy lezi na konvexnim obalu mnoziny @;. Vyuzijeme toho, ze body obalu jsou
yusporadané“, i kdyz trochu netypicky do kruhu. Kandidata mizeme hledat meto-

vvvvvv

zjistime podle sméru zatiaceni konvexniho obalu. Detaily si rozmysli ¢tenar sam.

Casové slozitost piileni je O(log h) pro jednu mnozinu. Mnozin je nejvyse o),
tedy nésledujici bod konvexniho obalu nalezneme v case O(7 logh). Cely obal na-
lezneme ve slibovaném ¢ase O(nlogh).

Popsanému algoritmu schézi jedna dilezitd véc: Ve skutecnosti vétsinou ne-
zname velikost h. Budeme proto algoritmus iterovat s rostouci hodnotou h, dokud
konvexni obal nesestrojime. Pokud pfi slepovani konvexnich obali zjistime, ze kon-
vexni obal je vétsi nez h, vypocet ukoncime. Zbyva jesté zvolit, jak rychle ma h
rust. Pokud by rostlo moc pomalu, budeme poéitat zbyteéné mnoho fazi, naopak pti
rychlém rastu by nds posledni faze mohla stat ptilis mnoho.

{10) Formalné je podminka nésledujici: P¥imka ab uré¢uje dvé poloroviny. Usecka lezi

na konvexnim obalu, pravé kdyz vsechny body lezi v jedné z polorovin.
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V k-té iteraci polozime h = 22" Dostévame celkovou slozitost algoritmu:

O(loglog h) O(loglog h)
Z O(nlog2?") = Z O(n-2™) = 0O(nlogh),
m=0 m=0

kde posledni rovnost dostaneme jako soucet prvnich O(loglogh) ¢lenti geometrické
fady > 2™.

8. Geometrie vraci uder (sepsal Pavel Klavik)

KdyZ s geometrickymi problémy poifadné nezametete, ony vam to vrati! Ale kdyz
uz zametat, tak urcité ne pod koberec a misto smetdku pouzijte pfimku. V této
prednésce nas spolu s dvéma geometrickymi problémy samoziejmé ¢ekd pokracovani
pohadky o lednich medvédech.

Medvédi vyresili rybi problém a hlad je jiz netrapi. Avsak na severu neZiji sami,
za sousedy magi Eskymdky. ProtoZe je rozhodné lepsi se sousedy dobre vychdzet, jsou
medvédi a Eskymdci velci prdatelé. Skoro kaZdy se se svymi prdteli rdd schdzi. Avsak
to je musi nejprve nalézt . ..

Hledani pruseciku usecek
Zkusime nejprve Eskyméaktim vytesit lokalizaci lednich medvédt.

Kdyz takovy medvéd nemd co ma prdci, rdd se prochdzi. Na mistech, kde se
trasy protinaji, je zvysend sance, Ze se dva medvédi potkaji a zapovidaji — ostatné co
byste c¢ekali od medvédu. To jsou ta sprdvnd mista pro Eskymdka, ktery chce potkat
medvéda. Jenomze jok tato kiiZeni najit?

Pro zjednoduseni predpokladejme, Zze medvédi chodi po tiseCkach tam a zpét.
Budeme tedy chtit nalézt vSechny priseciky tsecek v roviné.

BEAR

™

CROSSING

Problém Eskymaéaki: Kde vSude se kiizi medvédi trasy?

Pro n tisetek miiZe existovat az Q(n?) priseciki.(! Tedy optimalni slozitosti
by dosahl i algoritmus, ktery by pro kazdou dvojici tsecek testoval, zda se protina-
ji. Casovou slozitost algoritmu vSak posuzujeme i vzhledem k velikosti vystupu p.

(1) Zkuste takovy piiklad zkonstruovat.
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Typické rozmisténi tsecek miva totiz pruseciku spiSe pomalu. Pro tento pripad si
ukazeme podstatné rychlejsi algoritmus.

Pro jednodussi popis predpokladejme, ze Gisecky lezi v obecné poloze. To zna-
mena, ze zadné t¥i tsecky se neprotinaji v jednom bodé a prunikem kazdych dvou
asecek je nejvyse jeden bod. Navic predpokladejme, ze krajni bod zadné tsecky ne-
lezi na jiné tsecce a také neexistuji vodorovné tisecky. Na zaveér si ukazeme, jak se s
témito pripady vyporadat.

Algoritmus funguje na principu zametani roviny, popsaném v minulé prednasce.
Budeme posouvat vodorovnou pfimku odshora doli. Vzdy, kdyz narazime na novy
prunik, ohlasime jeho vyskyt. Samoziejmé spojité posouvani nahradime diskrétnim
a primku vzdy posuneme do dalsiho zajimavého bodu.

Zajimavé udalosti jsou zacdtky usecek, konce usecek a pruseciky tusecek. Po
utfidéni znadme pro prvni dva typy udalosti poradi, v jakém se objevi. Vyskyty
prisecikit budeme pocitat priubézné, jinak bychom cely problém nemuseli fesit.

V kazdém kroku si pamatujeme prirez P — posloupnost tsecek aktualné protnu-
tych zametaci pfimkou. Tyto tiseCky mame utiidéné zleva doprava. Navic si udrzuje-
me kalendar K budoucich udalosti. Z hlediska prusec¢ikii budeme na tsecky nahlizet
jako na polopfimky. Pro sousedni dvojice tiseCek si udrzujeme, zda se jejich sméry
nékde protnou. Algoritmus pro hledani prunika usecek funguje nasledovné:
Algoritmus:

1. P+ 0.

2. Do K vlozime zacatky a konce vSech tsecek.

3. Dokud K # 0:

Odebereme nejvyssi udélost.

Pokud je to zacatek tsecky, zatfidime novou tsecku do P.
Pokud je to konec tsecky, odebereme tisecku z P.

Pokud je to prisecik, nahlasime ho a prohodime tsecky v P.
Navic vzdy pfepocitame prisecikové udalosti, vzdy maximalné
dvé odebereme a dvé nové pridame.

®© N ot

Zbyva rozmyslet si, jaké datové struktury pouzijeme, abychom pruseciky nalezli
dostatecné rychle. Pro kalendar pouzijeme naptiklad haldu. Prifez si budeme udr-
zovat ve vyhledavacim stromé. Poznamenejme, ze nemusime znat soufadnice tisecek,
staci znat jejich potradi, které se mezi jednotlivymi udalostmi neméni. Pfi pfidévani
tseCek prochazime stromem a porovnavame soufadnice v prifezu, které prubézné
dopocitavame.

Kalendaf obsahuje vzdy nejvyse O(n) udalosti. Podobné prufez obsahuje v
kazdém okamziku nejvyse O(n) tsedek. Jednu udalost kalendafe dokdzeme oSet¥it
v ¢ase O(logn). Vsech udalosti je O(n + p), a tedy celkova slozitost algoritmu je
O((n +p)logn).

Slibili jsme, Ze popiSeme, jak se vyporadat s vyse uvedenymi podminkami na
vstup. Udalosti kalendare se stejnou y-ovou souradnici budeme tiidit v poradi zacat-
ky, pruseciky a konce tsecek. Tim nahlasime i pruseciky krajiu tisecek a ani vodorovné
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usecky nebudou vadit. Podobné se neni tfeba obavat prisecikt vice tsecek v jednom
bodé. Usecky jdouci stejnym smérem, jejichz prinik je tsecka, jsou komplikovanéjsi,
ale 1ze jejich priiseCiky oSetfit a vypsat tfeba souradnice tiseky tvorici jejich prinik.

Na zavér poznamenejme, ze Balaban vymyslel efektivnéjsi algoritmus, ktery
funguje v ¢ase O(nlogn + p), ale je podstatné komplikovanéjsi.

Hledani nejblizsich boda a Voroného diagramy

Nyni se pokusime vyfesit i problém druhé strany — pomuzeme medvédim nalézt
Eskymaky.

Eskymdci travi vétsinu casu doma, ve svém igli. Takovy medvéd je na své toulce
zasnézenou krajinou, kdyz tu se najednou rozhodne navstivit néjakého Eskymdka.
Proto se podiva do své medvédi mapy a nalezne nejbliZsi igli. Ma to ale jeden hdcek,
iglis jsou spousty a medvéd by ddvno usnul, nez by nejblizsi objevil.(12)

Popiseme si nejprve, jak vypadd medvédi mapa. Medvédi mapa obsahuje ce-
lou Arktidu a jsou v ni vyznacena vSechna igli. Navic obsahuje vyznacené oblasti
tvorené body, které jsou nejblize k jednomu danému igli. Takovému schématu se
tik& Voroného diagram. Ten pro zadané body x1,...,x, obsahuje rozdéleni roviny
na oblasti By, ..., By, kde B; je mnozina boda, které jsou blize k x; nez k ostatnim
bodiim z;. Formélné jsou tyto oblasti definovany nasledovné:

B; ={y e R* | Vj: p(xs,y) < p(z;,y)},

kde p(z,y) znaéi vzdalenost bodid z a y.

Ukazeme si, ze Voroného diagram maé prekvapivé jednoduchou strukturu. Nej-
prve uvazme, jak budou vypadat oblasti B, a Bj pouze pro dva body a a b, jak je
naznaceno na obrazku. Vsechny body stejné vzdalené od a i b lezi na pfimce p —
ose usecky ab. Oblasti B, a By jsou tedy tvofeny polorovinami ohrani¢enymi osou
p. Tedy obecné tvofi mnozina vSech bodt blizsich k x; nez k z; néjakou polorovinu.
Oblast B; obsahuje vSechny body, které jsou sou¢asné blizsi k x; nez ke vSem ostat-
nim bodim z; — tedy lezi ve vSech polorovinach soucasné. Kazd4 z oblasti B; je
tvofena primikem n — 1 polorovin, tedy je to (moZna neomezeny) mnohothelnik. (1)

(12) 71i jazykové by Fekli, Ze medvédi jsou moc lini a nebo v mapéch ani ést neumi!

(13) Slygeli jste uz o linearnim programovéani? Jak nazev viibec nenapovi, linedrni
programovdni je teorii zabyvajici se feSenim a vlastnostmi soustav lineadrnich ne-
rovnic. Linedrni program je popsany linearni funkci, kterou chceme maximalizovat
za podminek popsanych soustavou linedrnich nerovnic. Kazda nerovnice urcuje po-
loprostor, ve kterém se pripustna feSeni nachéazi. Protoze pfipustné feseni spliuje
v8echny nerovnice zaroveil, je mnozina vSech pfipustnych feseni (mozné neomezeny)
mnohostén, obecné ve veliké dimenzi R?, kde d je pocet proménnych. MnoZiny B; lze
snadno popsat jako mnoziny vSech pripustnych feseni linedrnich programd pomoci
vyse ukazanych polorovin. Na zavér poznamenejme, ze dlouho oteviena otazka, zda
Ize nalézt optimalni feSeni linedrniho programu v polynomialnim case, byla pozitiv-
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Priklad Voroného diagramu je naznacen na obrazku. Zadané body jsou oznaceny
prazdnymi krouzky a hranice oblasti B; jsou vyznacené ¢ernymi ¢arami.

Body blizsi k a nez b. Voroného diagram.

Neni ndhoda, pokud vam hranice oblasti pfipomina rovinny graf. Jeho vrcholy
jsou body, které jsou stejné vzdalené od alespon tii zadanych bodid. Jeho stény
jsou oblasti B;. Jeho hrany jsou tvoreny ¢asti hranice mezi dvéma oblastmi — body,
které maji dvé oblasti spole¢né. Obecné prunik dvou oblasti mize byt, v zavislosti
na jejich sousedéni, prazdny, bod, tsecka, polopfimka nebo dokonce celd primka.
V dalsim textu si pfedstavme, ze cely Voroného diagram uzavieme do dostatecné
velkého obdélnika,!* &mz dostaneme omezeny rovinny graf.

Poznamenejme, Ze prerusované ¢ary tvori hrany dudlniho rovinného grafu s vr-
choly v zadanych bodech. Hrany spojuji sousedni body na kruznicich, které obsahuji
alespon tii ze zadanych bodu. Napftiklad na obrazku dostavame skoro samé troju-
helniky, protoze vétsina kruznic obsahuje pfesné tfi zadané body. Avsak nalezneme
i jeden c¢tyruhelnik, jehoz vrcholy lezi na jedné kruznici.

Zkusime nyni odhadnout, jak velky je rovinny graf popisujici Voroného dia-
gram. Podle slavné Eulerovy formule mé kazdy rovinny graf nejvyse linearné mnoho

né vyfesSena — je znam polynomialni algoritmus, kterému se ¥ika metoda vnitrniho
bodu. Na druhou stranu, pokud chceme najit pfipustné celociselné feseni, je tiloha
NP-tplna a je jednoduché na ni prevést spoustu optimaliza¢nich problému. Dokazat
NP-tézkost neni prili§ tézké. Na druhou stranu ukézat, Ze tento problém lezi v NP,
neni viibec jednoduché.

(14) Pfeci jenom i celd Arktida je omezené velka.
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vrchold, hran a stén — pro v vrcholi, e hran a f stén je e < 3v—6 a navic v+ f = e+2.
Tedy slozitost diagramu je linearni vzhledem k poétu zadanych bodt n = f, O(n).
Navic Voroného diagram lze zkonstruovat v ¢ase O(n log n), naptiklad pomoci zame-
tani roviny nebo metodou rozdél a panuj. Tim se vSak zabjvat nebudeme,(*® misto
toho si ukazeme, jak v jiz spocteném Voroného diagramu rychle hledat nejblizsi
body.

Lokalizace bodu uvnitf mnohothelnikové sité

Problém medvédu je najit v medvédi mapé co nejrychleji nejblizsi igld. Mame
v roviné sit tvofenou mnohothelniky. Chceme pro jednotlivé body rychle rozhodo-
vat, do kterého mnohouhelniku patfi. Nase feSeni budeme optimalizovat pro jeden
pevny rozklad a obrovské mnozstvi riznych dotazi, které chceme co nejrychleji zod-
povédét.(16) Nejprve piedzpracujeme zadané mnohothelniky a vytvoiime strukturu,
ktera nam umozni rychlé dotazy na jednotlivé body.

Ukazme si pro zacatek feSeni bez predzpracovani. Rovinu budeme zametat
primkou shora dolid. Podobné jako pfi hledani prisecikn tsecek, udrzujeme si prufez
primkou. VSimnéte si, Ze tento prurez se méni jenom ve vrcholech mnohothelnikt.
Ve chvili, kdy narazime na hledany bod, podivame se, do kterého intervalu v prufe-
zu patfi. To ndm dd mnohotthelnik, ktery nahlasime. Prufez budeme uchovavat ve
vyhledavacim stromé. Takové Feseni ma slozitost O(nlogn) na dotaz, coZ je hrozné
pomalé.

Predzpracovani bude fungovat néasledovné. Jak je naznaceno na obrazku pre-
ruSovanymi Carami, roziezeme si celou rovinu na pasy, béhem kterych se prufez
primkou neméni. Pro kazdy z nich si pamatujeme stav stromu popisujici, jak vypadal
prifez pfi prochazeni timto pasem. Kdyz chceme lokalizovat néjaky bod, nejprve pt-
lenim nalezneme pés, ve kterém se nachazi. Poté polozime dotaz na prislusny strom.
Strom prochazime a po cesté si dopocitame soufadnice prurezu, aZ lokalizujeme
spravny interval v prufezu. Dotaz dokdZzeme zodpovédét v ¢ase O(logn). Hledany
bod je na obrazku naznacen prazdnym koleckem a nalezeny interval v prifezu je
vytazeny tucné.

Jenomze nase feseni ma jeden hacek: Jak zkonstruovat jednotlivé verze stro-
mu dostateéné rychle? K tomu napomohou édstecné perzistentni datové struktury.
Pod perzistenci se mysli, Ze struktura umo#iiuje uchovévat svoji historii. Céstecns
perzistentni struktury nemohou svoji historii modifikovat.

Popiseme si, jak vytvorit perzistentni strom s paméti O(logn) na zménu. Po-
kud provadime operaci na stromé, méni se jenom maléd ¢ast stromu. Napriklad pfi
vkladani do stromu se méni jenom prvky na jedné cesti¢ce z kofene do listu (a

{15) Pro zvidavé, kteif nemaji zkousku druhy den rano: Detaily naleznete v zépiscich
z predlotiského ADSka.

(16) Ptedstavujme si to tieba tak, Ze medvédim zprovoznime server. Ten jednou
schrousta celou mapu a potom co nejrychleji odpovida na jejich dotazy. Medveédi
tak nemusi v mapéach nic hledat, staci se pfipojit na server a poc¢kat na odpovéd.
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Mnohotihelniky roziezané na pasy.

pfipadné rotaci i na jejim nejbliz§im okoli). Proto si ulozime upravenou cesti¢ku a
zbytek stromu budeme sdilet s predchozi verzi. Na obrazku je vyznacena cesta, jejiz
vrcholy jsou upravovany. Sedé oznacené podstromy navésené na tuto cestu se nemé-
ni, a proto na né staci zkopirovat ukazatele. Mimochodem zmény kazdé operace se
slozitosti O(k) lze zapsat v paméti O(k), prosté operace nema tolik ¢asu, aby mohla
pozmeénit prilis velikou ¢ast stromu.

Jedna operace méni pouze okoli cesty — navésené podstromy se neméni.

Celkova Gasové slozitost je tedy O(nlogn) na pfedzpracovani Voroného diagra-
mu a vytvoreni persistentniho stromu. Kviili persistenci potiebuje toto predzpraco-
vani pamét O(nlogn). Na dotaz spotiebujeme ¢as O(logn), nebot nejprve vyhleda-
me pilenim piislusny pas a poté polozime dotaz na pfislusnou verzi stromu. Rychleji
to ani provést neptjde, nebot potiebujeme utfidit soufadnice bodi.

Lze to lépe? Na zavér poznamenejme, Ze se umi provést vySe popsand persistence
vyhledavaciho stromu v amortizované paméti O(1) na zménu. Ve struénosti nazna-
¢ime myslenku. Pouzijeme stromy, které pfi insertu a deletu provadi amortizované
jenom konstantné mnoho tprav své struktury. To nam napiiklad zaruci 2-4 stromy z
prednésky a podobnou vlastnost lze dokazat i o ¢erveno-Cernych stromech. P#i zmé-
né potom nebudeme upravovat celou cestu, ale upravime jenom jednotlivé vrcholy,
kterych se zména tyka. Kazdy vrchol stromu si v sobé bude pamatovat az dvé své
verze. Pokud chceme vytvorit tfeti verzi, vrchol zkopirujeme stranou. To vSak miize
vyvolat zmény v jeho rodi¢ich az do kofene. Situace je naznacena na obrazku. Pii
vytvofeni nové verze 3 pro vrcholu v vytvorime jeho kopii v/, do které uloZzime tuto
verzi. AvSak musime také zménit rodice u, kterému vytvoiime novou verzi ukazujici
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na v’. Abychom dosahli kyZené konstantni pamétové slozitosti, pomiiZe potencidlovy
argument — zmén se provadi amortizované jenom konstantné mnoho. Navic si pro
kazdou verzi pamatujeme jeji koren, ze kterého mame dotaz spustit.

verze 2
verze 1
u
verze 2 «— verze 3
verze 1
v /

v

Vytvoreni nové verze vrcholu.

. (K.Jakubec, M.Poldk a G.Ocsovszky,
9. Fourierova transformace V.Tima, M.Kozdk)

Nasobeni polynomt mtize mnohym pfipadat jako pomérné (algoritmicky) snad-
ny problém. Asi kazdého hned napadne ,hloupy“ algoritmus — vezmeme koeficienty
prvniho polynomu a vynasobime kazdy se vSemi koeficienty druhého polynomu a pii-
slugné u toho secteme i exponenty (stejné jako to délame, kdyZz nasobime polynomy
na papife). Pokud stupeni prvniho polynomu je n a druhého m, stravime tim cas
Q(mn). Pro m = n je to kvadraticky pomalé. Na prvni pohled se mtze zdat, Ze
rychleji to prosté nejde (pfeci musime vzdy vynasobit ,kazdy s kazdym*). Ve sku-
teCnosti to ale rychleji fungovat miZe, ale k tomu je potifeba znat trochu tajemny
algoritmus FFT neboli Fast Fourier Transform.

Trochu algebry na zaéatek

Celé polynomy oznacujeme velkymi pismeny, jednotlivé ¢leny polynomu piislus-
nymi malymi pismeny (pf.: polynom W stupné d méa koeficienty wo, wy, wa, ..., wq).

Libovolny polynom P stupné (nejvyse) d lze reprezentovat jednak jeho koefici-
enty, tedy ¢isly po, p1,- - -, pd, druhak i pomoci hodnot:

Lemma: Polynom stupné nejvyse d je jednoznac¢né urcen svymi hodnotami v d + 1
ruznych bodech.

Diikaz: Polynom stupné d ma maximélné d kofent (indukci — je-li k& kofenem P, pak
lze P napsat jako (z —k)Q kde @ je polynom stupné o jedna mensi, pfitom polynom
stupné 1 mé jediny kofen); uvazime-li dva rizné polynomy P a ) stupné d nabyvajici
v danych bodech stejnych hodnot, tak P — Q je polynom stupné maximéalné d, kazdé
Z Tg ... x4 je kofenem tohoto polynomu = spor, polynom stupné d mé d + 1 kofenti
= P — @ musi byt nulovy polynom = P = Q. VY

Pov§imnéme si jedné skuteCnosti — mame-li dva polynomy A a B stupné d
a body o, ..., Zy, dile polynom C' = A - B (stupné 2d), pak plati C(z;) = A(x;) -
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B(z;) pro j = 0,1,2,...,n. Toto ¢ini tento druhy zptisob reprezentace polynomu
velice atraktivnim pro nasobeni — mame-li A i B reprezentované hodnotami v n >
2d + 1 bodech, pak snadno (v ©(n)) spoc¢teme takovou reprezentaci C. Problémem
je, ze typicky méme polynom zadany koeficienty, a ne hodnotami v bodech. Tim
padem potfebujeme néjaky hodné rychly algoritmus (tj. rychlejsi nez kvadraticky,
jinak bychom si nepomohli oproti hloupému algoritmu) na pfevod polynomu z jedné
reprezentace do druhé a zase zpét.

Idea, jak by mél algoritmus pracovat:

1. Vybereme n > 2d + 1 bodd xg, 1, .., Tn_1-

2. V téchto bodech vyhodnotime polynomy A a B.

3. Nyni jiz v linedrnim case ziskame hodnoty polynomu C v téchto bo-

dech: C(z;) = A(x;) - B(x;)

4. Pfevedeme hodnoty polynomu C' na jeho koeficienty.
Je vidét, ze klicové jsou kroky 2 a 4. Cely trik spociva v chytrém vybrani onéch
bodi, ve kterych budeme polynomy vyhodnocovat — zvoli-li se obecna z;, tak se to
rychle neumi, pro specidlni x; ale ukdZeme, Ze to rychle jde.
Vyhodnoceni polynomu metodou Rozdél a panuj (algoritmus FFT):

Méjme polynom P stupné < d a chtéjme jej vyhodnotit v n bodech. Vybereme
si body tak, aby byly sparované, ¢ili &=x¢, =11, . .., &%y /2_1. To ndm vypocet urychli,
protoze pak se druhé mocniny z; shoduji s druhymi mocninami —zx;.

Polynom P rozlozime na dvé ¢asti, prvni obsahuje ¢leny se sudymi exponenty,
druhé s lichymi:

P(l‘) = (pol‘o —I—p2x2 + ...+ pd_2$d_2) + (pwl + p3x3 —+ ...+ pd_1l‘d_1)
se zavedenim znadceni:

Py(t) = pot® + pat’ + ...+ paat’T

d—
Pi(t) = pit + pat + ... 4 paat’T

bude P(z) = Ps(2?) + 2P,(2%) a P(—x) = Ps(2?) — 2P,(2?). Jinak fe¢eno, vyhod-
nocovani polynomu P v n bodech se ndm smrskne na vyhodnoceni Ps; a P, v n/2
bodech — oba jsou polynomy stupné nejvyse d/2 a vyhodnocujeme je v 22 (vyuzividme
rovnosti (z;)? = (—x4)?).
Priklad: 3 + 47 + 622 + 223 + 2% + 102° = (3 + 622 + 2%) + 2(4 + 222 + 102%).
Ted ndm ovSem vyvstane problém s onim parovanim — druhd mocnina prece
nemize byt zdporna a tim padem uz v druhé trovni rekurze body sparované nebu-
dou. Z tohoto diivodu musime pouzit komplexni ¢isla — tam druhé mocniny zaporné
byti mohou.
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Komplexni intermezzo

Zakladni operace

¢ Definice: C = {a +bi| a,b € R}

e Séitdni: (a4 bi) = (p+q¢i) = (e p) + (b £ g)i.
Pro a € R je a(a + bi) = aa + abi.

e Komplexni sdruzeni: a + bi = a — bi.
T=z,7Xy=2+%, 7 y=2 -y, z-TER.

e Absolutni hodnota: |z| = vz - T, takze |a + bi| = Va2 + b2.
Také |ax| = |af - |z].

o Déleni: 2/y = (x-7)/(y - 7).

Gauflova rovina a goniometricky tvar

e Komplexnim ¢islim p¥itadime body v R?: a + bi < (a, b).

¢ |z| je vzdélenost od bodu (0, 0).

e |z| =1 pro disla lezici na jednotkové kruznici (komplezni jednotky).
Pak plati = cos ¢ + isin ¢ pro néjaké ¢ € [0, 27).

e Pro libovolné z € C: z = |z| - (cosp(x) + isinp(x)).
Cislu ¢(z) € [0,27) fikdme argument ¢&isla z, nékdy znacime arg .

e Navic ¢(Z) = —p(x).

Exponencialni tvar

e Eulerova formule: ¢ = cos ¢ + isin ¢.
e Kazdé = € C lze tedy zapsat jako |z| - el#(®),
o Nisobeni: zy = (|x| . eiw(a:)) . (|y| . eiw(y)) = |z| - |y| - el (e(@)+e(y)
(absolutni hodnoty se nasobi, argumenty séitaji)
e Umociiovéni: 2 = (|| - €)% = |z|* . elov(®),
e Odmociovéni: {/z = |x|1/n -ele@)/n,
Pozor — odmocnina neni jednoznaéna: 1* = (—1)* = i* = (—i)* = 1.
Odmocniny z jednicky
e Je-li ngjaké x € C n-tou odmocninou z jednicky, musi platit: |z| = 1, takZe
x = €!¥ pro néjaké . Proto 2" = e'?" = cospn + isin pn = 1. Plati tedy
wn = 2km pro néjaké k € Z.
® 7 toho plyne: p = 2kw/n
(pro k=0,...,n—1 dostdvame riizné n-té odmocniny).
¢ Obecné odmoctiovani: /z = |a:|1/" @)/ kde u = /1.
e Je-li x odmocninou z 1, pak T =z~ ! —je totiz 1 = |z - 7| =z - 7.
Primitivni odmocniny
Definice: = je primitivni k-t4 odmocnina z 1 = 2% = 1&Vj:0<j <k =2/ # 1.
Tuto definici spliuji napiiklad ¢isla w = e2™/F a T = e~ 2™/k Plati totiz, ze w/ =
e2mi/k oz je rovno 1 pravé tehdy, je-li j nasobkem k (jednotlivé mocniny ¢isla w
postupné obihaji jednotkovou kruznici). Analogicky pro @.
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Ukazme si nékolik pozorovani fungujicich pro libovolné ¢islo w, které je primitivni
k-tou odmocninou z jednicky (nékdy budeme potiebovat, aby navic & bylo sudé):
e Pro0<j<I<kjew #w! nebot w'/wi = w!=7 £ 1, protoze | — j < k
a w je primitivni.
wk/?2 = —1, protoze (w*/?)? = 1, a tedy w*/? je druha odmocnina z 1.
Takové odmocniny jsou dvé: 1 a —1, ovSem 1 to byt nemuze, protoze w je
primitivni.
o w = —wk/2ti — piimy dasledek predchoziho bodu, pro nas ale velice
zajimavy: w® w!, ..., w* 1 jsou po dvou sparované.
® w? je k/2-t4 primitivni odmocnina z 1 — dosazenim.

Konec intermezza
Vratme se nyni k algoritmu. Z posledni ¢dsti komplexniho intermezza se zd4,

ze by nemusel byt Spatny napad zkusit vyhodnocovat polynom v mocninach n-
té primitivni odmocniny z jedné (tedy za zo,z1,...,2Tn—1 z pivodniho algoritmu

zvolime w® w!,... w"™1). Aby ndm vse vychazelo pékné, zvolime n jako mocninu
dvojky.

Cely algoritmus bude vypadat takto:

FFT(P, w)

Vstup: po, ..., pn—1, koeficienty polynomu P stupné nejvyse n — 1, a w, n-ta primi-

tivni odmocina z jedné.
Vystup: Hodnoty polynomu v bodech 1,w,w?, ... w" 1, &li éisla P(1), P(w), P(w?),
o, Plwnh).
1. Pokud n = 1, vratime py a skonc¢ime.
2. Jinak rozdélime P na ¢leny se sudymi a lichymi exponenty (jako v
pivodni myslence) a rekurzivné zavolame FFT(P;, w?) a FFT (P}, w?)
— P i Ps jsou stupné max. n/2 —1, w? je n/2-t4 primitivni odmocnina,
a mocniny w? jsou stale po dvou sparované (n je mocnina dvojky, a
tedy i n/2 je sudé; popt. n = 2 a je to zfejmé).
3.Proj=0,...,n/2 — 1 spoéitdme:
4. P(w?) = Py(w¥) 4+ w? - P(w¥).
5. P(wit"/2) = Py(w¥) — w’ - P(w).
Casova slozitost: T'(n) = 27(n/2) + ©(n) = slozitost ©(nlogn), jako MergeSort.
Mame tedy algoritmus, ktery prevede koeficienty polynomu na hodnoty tohoto
polynomu v ruznych bodech. Potfebujeme ale také algoritmus, ktery dokaze repre-

zentaci polynomu pomoci hodnot prevést zpét na koeficienty polynomu. K tomu
nam pomuze podivat se na nas algoritmus trochu obecnéji.

Definice: Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je zobrazeni f : C"* — C™, kde
y=f(z)=Vjy;= Zxk w*
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(DFT si lze mimo jiné pfedstavit jako funkci vyhodnocujici polynom s koeficienty
xx v bodech w?). Takovéto zobrazeni je linedrni a tedy popsatelné matici Q s prvky
Qi = wi*. Cheeme-li umét prevadét z hodnot polynomu na koeficienty, zajima nas
inverze této matice.

Jak najit inverzni matici?

Zmacme €) matici, jejiz prvky jsou komplexné sdruzené odpovidajicim prvkim
Q, a vyuzijme nasledujici lemma:

Lemma:
Q- Q=n-E
Dikaz:
n—1
Q- Q= S WO = Sl = St ot = § R,
1=0

n—1
e Pokud j =k, pak Y (w°)! =n.
1=0

e Pokud j # k, pouzijeme vzorecek pro soucet geometrické fady s kvoci-
entem wU~%) a dostaneme % = % =0 (w1 je jisté # 0,
nebot w je n-t4 primitivni odmoncina a j — k < n).

Nasli jsme inverzi: Q(1Q) = 10.Q = E, Q;kl = 1wik = L=k = %(w_l)jk,
(ptipominame, w™! je ©).

Vyhodnoceni polynomu lze provést vynasobenim 2, prevod do puvodni re-
prezentace vynasobenim Q~!. My jsme si ale v&imli chytrého sparovani, a vyhod-
nocujeme polynom rychleji nez kvadraticky (proto FFT, jakoze fast, ne jako fuyj).
Uvédomime-li si, Ze @ = w™! je také n-t4 primitivni odmocnina z 1 (mé akorat thel
s opafnym znaménkem), tak miZzeme stejnym trikem vyhodnotit i zpétny pievod
— nejprve vyhodnotime A a B v w/, poté pronidsobime hodnoty a dostaneme tak
hodnoty polynomu C' = A - B, a pustime na né stejny algoritmus s w=! (hodnoty C
vlastné budou v algoritmu ,koeficienty polynomu*). Nakonec jen ziskané hodnoty
vydélime n a mame chténé koeficienty.

Vysledek: Pro n = 2 lze DFT na C" spoé¢itat v ¢ase O(nlogn) a DFT ! taktéz.
Dusledek: Polynomy stupné n lze nasobit v ¢ase ©(nlogn): ©(nlogn) pro vyhod-
noceni, ©(n) pro vynasobeni a ©(nlogn) pro pfevedeni zpét.
Pouziti FFT:

e Zpracovani signdlu — rozklad na siny a cosiny o riznych frekvencich =

spektralni rozklad.
e Komprese dat — napriklad format JPEG.
e Nésobeni dlouhych ¢isel v ¢ase O(nlogn).
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Vstup velikosti 8

0 + W40 0 + W20 0

000 Yo=So + W*I,
100 yi=S; + Wil
010 Y2=S; + W,
110 - - \V, Ys=Ss + W3*I,
001 éé‘ Ya=So - WO*,

101 Vs =81 - W,

011

Ye=S, - W2*I,

111 Y7=S3 - Wy

Priklad prabéhu algoritmu na vstupu velikosti 8

Paralelni implementace FFT

Zkusme si pribéh algoritmu FFT znazornit graficky (podobné, jako jsme kres-
lili hradlové sité). Na levé strané obrazku se nachdzi vstupni vektor zg,...,z,_1
(v n&jakém poradi), na pravé strané pak vystupni vektor yo,...,yn—1. Sledujme
chod algoritmu pozpatku: Vystup spocitame z vysledka ,,poloviénich“ transformaci
vektorfi zg, T2, ..., Tpn_2 & T1,%3,...,Tn_1. Cerné krouzky pfitom odpovidaji vipo-
¢tu linearni kombinace a + w”b, kde a,b jsou vstupy krouzku a k néjaké piirozené
Cislo zévislé na poloze krouzku. Kazda z polovi¢nich transformaci se poc¢ita analo-
gicky z vysledk transformace velikosti n/4 atd. Celkové vypocet probihd v log,n
vrstvach po ©(n) operacich.

Jelikoz operace na kazdé vrstvé probihaji na sobé nezavisle, mizeme je pocitat
paralelné. Nas diagram tedy popisuje hradlovou sit pro paralelni vypocet FFT v case
O©(logn - T') a prostoru O(n - S), kde T a S znadi ¢asovou a prostorovou sloZitost
vypoctu linearni kombinace dvou komplexnich ¢isel.

Cviceni: Dokazte, Ze permutace vektoru xg, ..., ,_1 odpovida bitovému zrcadleni,
tedy Ze na pozici b shora se vyskytuje prvek x4, kde d je ¢islo b zapsané ve dvojkové
soustavé pozpatku.

Nerekurzivni FFT
Obvod z piedchoziho obrazku také mizeme vyhodnocovat po hladinich zleva

doprava, ¢imz ziskdme elegantni nerekurzivni algoritmus pro vypocet FFT v Case
©(nlogn) a prostoru ©(n):

1. Vstup: zg,...,Tn-1

2. Pro j = 0,...,n — 1 polozime yj «+ (), kde r je funkce bitového
zrcadleni.

3. Pfedpoditame tabulku w®, wt, ..., w1,
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4.b—1 (velikost bloku)
5. Dokud b < n, opakujeme:

6. Pro j =0,...,n — 1 s krokem 2b opakujeme: (zacdtek bloku)

7. Pro k=0,...,b— 1 opakujeme: (pozice v bloku)

8. o e Wk

9. (Uit Yjrhtd) < Witk + O Yjrhabs Ytk — O Yjhtd)-
10. b+ 2b

11. Vystup: yo,-- -, Yn—1
FFT v koneénych télesech

Nakonec dodejme, Ze Fourierovu transformaci lze zavést nejen nad télesem
komplexnich ¢isel, ale i v nékterych kone¢nych télesech, pokud zarucime existenci
primitivni n-té odmocniny z jednicky. Napiiklad v télese Z, pro prvocislo p = 2F +1
plati 2 = —1, takze 228 =1 a 2°,2%,...,2%~1 jsou navzijem rizna, takze ¢islo 2
je primitivni 2k-t4 odmocnina z jedné. To se ndm ovSem nehodi pro algoritmus FFT,
jelikoz 2k bude méalokdy mocnina dvojky.

Zachrani nas ovem algebraicka véta, kterd ¥ika, ze multiplikativni grupa”

libovolného konec¢ného télesa je cyklicka, tedy ze vSechny nenulové prvky télesa lze
zapsat jako mocniny né&jakého é&isla g (generatoru). Napiiklad pro p = 216 + 1 =
65537 je jednim takovym generdtorem &islo 3. Jelikoz mezi &isly g',g¢2,...,gP !
se musi kazdy nenulovy prvek télesa vyskytnout pravé jednou, je g primitivni 2%-
tou odmocninou z jednicky, takze muzeme pocitat FFT pro libovolny vektor, jehoz
velikost je mocnina dvojky mensi nebo rovna 2% .(18)

. .. (zapsali Martin Chytil, Viadimir Kudelas,
10. Prevody problémni Michal Kozdk, Vojta Tima)

Na této prednasce se budeme zabyvat rozhodovacimi problémy a jejich obtiZznosti.
Za jednoduché budeme trochu zjednodusené povazovat ty problémy, na néz zname
algoritmus pracujici v polynomialnim case.
Definice: Rozhodovaci problém je takovy problém, jehoZ vystupem je vidy ANO, nebo
NE. [Forméalné bychom se na néj mohli divat jako na mnozinu L vstupi, na které je
odpovéd ANO, a misto L(xz) = ANO psat prosté x € L.

Vstupy méjme zakédované jen pomoci nul a jednicek (obecné je jedno, jaky
zaklad pro soustavu kédovani zvolime, pfevody mezi soustavami o néjakém zakladu
# 1 jsou co do velikosti zapisu polynomidlni). Rozhodovaci problém je tedy f :

(17 To je mnozina vSech nenulovych prvki télesa s operaci nasobeni.

(18) Bliz&i prizkum nagich tvah o FFT dokonce odhali, Ze neni ani potieba té-
leso. Postaci libovolny komutativni okruh, ve kterém existuje prislusna primitivni
odmocnina z jednicky, jeji multiplikativni inverze (ta ovSem existuje vZdy, protoze
w™l = w"™1) a multiplikativni inverze ¢isla n. To nam poskytuje jesté daleko vice
volnosti nez télesa, ale neni snadné takové okruhy hledat.
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{0,1}* — {0,1}, to jest funkce z mnoziny vSech Fetézcl jednicek a nul do mnoziny
{1,0}, kde 1 na vystupu znamend ANO, 0 NE.

Priklad: Je dan bipartitni graf G a k € N. Existuje v G parovani, které obsahuje
alespon k hran?

To, co bychom ve vétsiné pripadt chtéli, je samoziejmé nejen zjistit, zda takové
parovani existuje, ale také néjaké konkrétni najit. Vsimnéme si ale, ze kdyz umime
rozhodovat existenci parovani v polynomialnim case, mizeme ho polynomialné rych-
le i najit:

Méjme éernou skiiintku (fungujici v polynomidlnim ¢ase), kterd odpovi, zda da-
ny graf ma nebo nema parovani o k hranach. Odebereme z grafu libovolnou hranu a
zeptame se, jestli i tento novy graf méa parovani velikosti k. Kdyz ma, pak tato hra-
na nebyla pro existenci parovani potiebna, a tak ji odstranime. Kdyz naopak neméa
(hrana pat¥i do kazdého parovani pozadované velikosti), tak si danou hranu pozna-
mename a odebereme nejen ji a jeji vrcholy, ale také hrany, které do téchto vrcholu
vedly. Toto je korektni krok, protoze v pivodnim grafu tyto vrcholy byly navzajem
sparované, a tedy nemohou byt sparované s zadnymi jinymi vrcholy. Na novy graf
aplikujeme znovu tentyz postup. Vysledkem je mnozina hran, které patii do hleda-
ného parovani. Hran, a tedy i iteraci naseho algoritmu, je polynomialné mnoho a
skiinka funguje v polynomialnim case, takze cely algoritmus je polynomidlni.

A jak nas rozhodovaci problém fesit? Nejsnaze tak, ze ho prevedeme na jin}’f,]L
ktery uz vytesit umime. Tento postup jsme (pravé u hledéni parovani) uz pouzili
v kapitole o Dinicové algoritmu. Vytvorili jsme vhodnou sif, pro kterou platilo, Ze
v ni existuje tok velikosti k£ pravé tehdy, kdyz v ptivodnim grafu existuje parovani
velikosti k.

Takovéto prevody mezi problémy mutzeme definovat obecné:

Definice: Jsou-li A, B rozhodovaci problémy, pak fikdme, ze A lze redukovat (neboli
prevést) na B (piSeme A — B) pravé tehdy, kdyZ existuje funkce f spocitatelnd v
polynomidlnim ¢ase takovéa, ze pro Vz : A(z) = B(f(x)). VSimnéme si, Ze f pracujici
v polynomialnim ¢ase vstup zvétsi nejvice polynomialné.

Pozorovani: A — B také znamena, Ze problém B je alespon tak tézky jako problém A
(tim myslime, Ze pokud lze B fesit v polynomidlnim ¢ase, lze tak fesit i A): Necht
problém B umime fesit v ¢ase O(b*), kde b je délka jeho vstupu. Necht dale funkce f
pievadéjici A na B pracuje v éase O(a’) pro vstup délky a. Spustime-li tedy B(f(z))
na né&jaky vstup = problému A, bude mit f(z) délku O(a’), kde a = q; takze B(f(z))
pobé&zi v case O(a’ + (a*)F) = O(a**), coz je polynomidlni v délce vstupu a.
Pozorovani: Pievoditelnost je

e reflexivni (Glohu mtiZzeme pievést na tu stejnou identickym zobrazenim):
A— A,

e tranzitivni: Je-li A — B funkci f, B — C funkci g, pak A — C sloze-
nou funkci g o f (slozeni dvou polynomidlnich funkei je zase polynomidlni

t vérni matfyzackym vtiptm
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funkce, jak uz jsme zpozorovali v pfedchozim odstavci).

Takovymto relacim fikame kvaziusporadani — nespliiuji obecné antisymetrii, tedy
muze nastat A — B a B — A. Omezime-li se vSak na t¥idy navzajem pfevoditelnych
problémii, dostavame jiz (¢asteéné) uspofadani. Existuji i navzajem nepfevoditelné
problémy — napiiklad problém vzdy odpovidajici 1 a problém vzdy odpovidajici 0.
Nyni se jiz podivame na néjaké zajimavé problémy. Obecné to budou problémy, na
které polynomialni algoritmus neni znam, a vzajemnymi prevody zjistime Ze jsou
stejné tézké.

1. problém: SAT

Splnitelnost (satisfiability) logickych formuli, tj. dosazeni 1 ¢i 0 za proménné v logické
formuli tak, aby formule dala vysledek 1.

Zaméiime se na specialni formu zadani formuli, konjunktivnd normding formu (CNF),
které splnuji nasledujici podminky:

e formule je zadéana pomoci klauzulit oddélenych &,
® kazda klauzule je slozend z literalid oddélenych V,
e kazdy literdl je budto proménnd nebo jeji negace.

Formule maji tedy tvar:

Yp=(..V...V..V.)&(..V...V..V.. ) &...

Vstup: Formule 1 v konjunktivni normalni formé.
Vistup: 3 dosazeni 1 a 0 za proménné takové, Ze hodnota formule ¥(...) = 1.

Pfevod néjaké obecné formule ¢ na ji ekvivalentni x v CNF muze zptusobit, ze x je
exponencialné velkd vuci . Pozdéji ukazeme, ze lze podniknout prevod na takovou
formuli x’ v CNF, kterd sice neni ekvivalentni s ¢ (pfibydou ndm proménné, a
ne kazdy rozsifeny model v je modelem x’), ale je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je
splnitelna ¥ — coz nam presné staci — a je linedrné velka vuci 1.

2. problém: 3-SAT

Definice: 3-SAT je takovy SAT, v némz kazda klauzule obsahuje nejvyse tfi literaly.

Prevod 3-SAT na SAT: Vstup neni potfeba nijak upravovat, 3-SAT spliiuje vlastnosti
SATu, proto 3-SAT — SAT (SAT je alespon tak tézky jako 3-SAT)

Prevod SAT na 3-SAT: Musime formuli prevést tak, abychom neporusili splnitelnost.

Trik pro dlouhé klauzule: Kazdou ,Spatnou® klauzuli
(aVp), tz. la| + (8] = 4, |af > 2, B] > 2

prepiSeme na:

(V)& (BV—x),

T bez politickych konotaci
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kde z je nova proménnd (pii kazdém déleni klauzule jind nova proménnd).
Tento trik opakujeme tak dlouho, dokud je to tfeba — formuli délky k+ [ roztrhneme
na formule délky k4 1 a [ + 1. Pokud klauzule ptlime, dostaneme polynomidlni ¢as
(strom rekurze mé logaritmicky pater — formule délky alespoii 6 se ndm pf¥i rozdéleni
zmensi na dvé instance velikosti maximalné 2/3 pivodni, kratsi formule nés netrapi;
na kazdém patie se vykona tolik co na predchozim + 2M°ubke 7 piidané formule).
Velikost vysledné formule je tim padem polynomialni vici puvodni: v kazdém kroku
se pridaji jen dva literaly, tedy celkem cas na prevod-2 novych.
Plati-li:

® o = zvolime z = 0 (zajisti splnéni druhé poloviny nové formule),

e 3 = zvolime z = 1 (zajisti splnéni prvni poloviny nové formule),

® o, (/—a, = = zvolime x = 0/1 (je ndm to jedno, celkové Feseni ndm to

neovlivni).

Nabizi se otdzka, pro¢ muzeme pridanou proménnou x nastavovat, jak se nam
zlibi. Vysvétleni je prosté — proménnd x nam puvodni formuli nijak neovlivni, protoze
se v ni nevyskytuje, proto ji mizeme nastavit tak, jak chceme.

Poznamka: U 3-SAT lze vynutit pravé tii literdly, pro kratké klauzule pouZijeme
stejny trik:

() = (aVa)— (aVe) & (aV ).
3. problém: Hledani nezavislé mnoziny v grafu

Existuje nezavisla mnozina vrchold z G velikosti alespon k7

Definice: Nezdvisla mnoZina (NzMna) budeme Fikat kazdé mnoziné vrcholt grafu
takové, Ze mezi nimi nevede zadna hrana.

Priklad nezavislé mnoziny

Vstup: Neorientovany graf G, k € N.
Vystup: 3A CV(Q), |A] > k: Vu,v € A= wv & E(G)?

Poznamka: Kazdy graf ma minimalné jednu nezavislou mnozinu, a tou je prazdna
mnozina. Proto je potfeba zadat i miniméalni velikost hledané mnoziny.

Ukéazeme, jak na tento probém prevést 3-SAT.
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Prevod 3-SAT na NzMna: Z kazdé klauzule vybereme jeden literal, jehoz nastave-
nim se klauzuli rozhodneme splnit. Samoziejmé tak, abychom v rtznych klauzulich
nevybirali konfliktné, tj. x a —z.

Piiklad: (zVyVz) & (zV -y V —2) & (mx V -y Vp).

Pro kazdou klauzuli sestrojime graf (trojihelnik) a pfiddme ,konfliktni“ hrany, tj. x a
—z. Pocet vrcholu grafu odpovida poctu literalt ve formuli, pocet hran je maximéalné
kvadraticky a prevod je tedy polynomiélni.

Existuje-li v grafu nezavisla mnozina velikosti k, pak z kazdého z k trojahelniki
vybere pravé jeden vrchol, a pfitom zadné dva vrcholy nebudou odpovidat literalu a
jeho negaci — tedy dostaneme ohodnoceni proménnych splnujicich alespon k klauzuli.
Na druhou stranu, existuje-li ohodnoceni k klauzuli, pak pfimo odpovida nezavislé
mnoziné velikosti & (v kazdém trojuhelniku zvolime pravé jednu z ohodnocenych
proménnych, nemtize se stat ze zvolime vrcholy konfliktni hrany). Ptame-li se tedy
na nezavislou mnozinu velikosti odpovidajici po¢tu klauzuli, dostaneme odpovéd
ANO pravé tehdy, kdyz je formule splnitelna.

Jsou-li ve formuli i klauzule kratsi nez 3, mtiZzeme je budto prodlouzit metodou
vysSe popsanou; nebo si v grafu nechame dvoj- a jedno-tihelniky, které zadné z nasich
avah vadit nebudou.

Ukéazka pfevodu 3-SAT na nezavislou mnozinu

Prevod NzMna na SAT:

e Poridime si proménné vy, ..., v, odpovidajici vrcholim grafu. Proménna
v; bude indikovat, zda se i-ty vrchol vyskytuje v nezavislé mnoziné (tedy
prislusné ohodnoceni proménnych bude vlastné charakteristickd funkce
nezavislé mnoziny).

e Pro kazdou hranu ij € E(G) pfidame klauzuli (-wv; V —v;). Tyto klauzule
nam ohlidaji, Ze vybrana mnozina je vskutku nezavisla.

e Jesté potfebujeme zkontrolovat, Ze je mnozina dostatecné velka, takze si
jeji prvky ocislujeme ¢isly od 1 do k. O¢islovani popiSeme matici promén-
nych x;;, pfi¢emz z;; bude pravdivé pravé tehdy, kdyz v potadi i-ty prvek
nezavislé mnoziny je vrchol v; — pfiddme tedy klauzule, které ndm feknou,
ze vybrané do nezavislé mnoziny jsou pravé ty vrcholy, které jsou touto
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matici oc¢islované: Vi, j, x;; = v; (jen dodejme, Ze a = b je definované
jako —a V b).
e Jesté potfebujeme zajistit, aby byla v kazdém fadku i sloupci nejvyse
jedna jednicka: Vj,i,i i # 1 : @iy = —wp; aVi,j,j,j #J 1wy = —ay.
e A nakonec si ohliddame, aby v kazdém fadku byla alespoii jedna jednicka,

klauzuli Vi : ;1 V 2o V...V Xy

Timto vynutime NzMnu > k, coz jsme piesné chtéli. Takovyto pfevod je zfejmé
polynomialni.
Priklad matice: Jako ptiklad pouzijeme nezavislou mnozinu z ukazky nezavislé mno-

Ziny. Necht jsou vrcholy grafu oéislované zleva a zeshora. Hleddme nezévislou mno-
zinu velikosti 2. Matice pak bude vypadat nasledovné:

10 0 00
0 0010
Vysvétleni: Jako prvni vrchol mnoziny bude vybran vrchol v1, proto v prvnim fadku

a v prvnim sloupci bude 1. Jako druhy vrchol mnoziny bude vybran vrchol vy, proto
na druhém fadku a ve ¢tvrtém sloupci bude 1. Na ostatnich mistech bude 0.

4. problém: Klika

Vstup: Graf G,k € N.
Vystup: 3 uplny podgraf grafu G na k vrcholech?

Priklad kliky

Pfevod: Prohodime v grafu G hrany a nehrany = (hleddni nezavislé mnoziny <
hledéni kliky).

Duvod: Pokud existuje tplny graf na k vrcholech, tak v komplementarnim grafu tyto
vrcholy nejsou spojeny hranou, tj. tvoii nezavislou mnozinu, a naopak.

5. problém: 3,3-SAT

Definice: 3,3-SAT je specidlni ptipad 3-SATu, kde kazda proménnd se vyskytuje
v maximalné tfech literalech.

Prevod 3-SAT na 3,3-SAT: Pokud se proménné x vyskytuje v k > 3 literalech, tak
nahradime vyskyty novymi proménnymi x1, ...,z a pridame klauzule:

(—mx1 V @2), (mw2 V x3), (mx3 V 24),. .., ("xp—1 V xk), (T V 21),
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Prohozeni hran a nehran

coz odpovida:

(1 = x2), (v2 = x3), (3 = x4),. .., (Xx—1 = k), (xx = 1).

Timto zarucime, ze vSechny nové proménné budou mit stejnou hodnotu.

Mimochodem, muzeme rovnou zafidit, ze kazdy literal se vyskytuje nejvice
dvakrat (tedy ze kazda proménnd se vyskytuje alespoii jednou pozitivné a alespon
jednou negativné). Pokud by se n&jaka proménnd objevila ve tfech stejnych litera-
lech, miizeme na ni také pouzit nas trik a nahradit ji tfemi proménnymi. V novych
klauzulich se pak bude vyskytovat jak pozitivné, tak negativneé.

6. problém: 3D parovani (3D matching)

Vstup: TFi mnoziny, napt. K (kluci), H (holky), Z (zvifatka) a mnozina kompati-
bilnich trojic (téch, ktefi se spolu snesou).

Vystup: Perfektni podmnozina trojic — tj. takovad podmnozina trojic, ktera obsahuje
vSechna K, H a Z.

UkéZeme, jak na tento problém pievést 3,3-SAT (ovSem to aZ na dalsi pfednésce).

Adam

Pavlina
Boleslav

Qéta

Cipisek Radka

Xaver Yvan Zoro

Ukéazka 3D parovani

Zavér: Obrazek ukazuje problémy, jimiz jsme se dnes zabyvali, a vztahy mezi témito
problémy.
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Nezavisla
o 3,3 SAT
mnozina

Klika 3d parovani

Pfevody mezi problémy

; ; ; (zapsali F. Kaémarik, R. Krivdk, D. Remis
11. NP-aplné problémy wMichal Kozik, Vojta Tima)

Dosud jsme zkoumali problémy, které se nas ptaly na to, jestli néco existu-
je. Napriklad jsme dostali formuli a problém splnitelnosti se nas ptal, zda existuje
ohodnoceni proménnych takové, Ze formule plati. Nebo v pfipadé nezavislych mnozin
jsme dostali graf a ¢islo k a ptali jsme se, jestli v grafu existuje nezavisld mnozina,
ktera obsahuje alespori k vrcholti. Tyto otazky mély spole¢né to, ze kdyz nam nékdo
napovédél néjaky objekt, uméli jsme efektivné Fici, zda je to ten, ktery hledame. Na-
priklad pokud dostaneme ohodnoceni proménnych logické formule, staci jen dosadit
a spocitat, kde formule dé true nebo false. Zjistit, Ze né&jaky objekt je ten, ktery
hleddme, umime efektivné. Tézké na tom je takovy objekt najit. Coz vede k definici
obecnych vyhledavacich problému, kterym se fika t¥ida problému NP. Nadefinujeme

vvvvv

Definice: P je trida rozhodovacich probléma, které jsou fesSitelné v polynomialnim
¢ase. Jinak feceno, problém L € P < 3 polynom f a 3 algoritmus A takovy, ze
Vo : L(z) = A(z) a A(x) dobéhne v ¢ase O(f(x)).

Tiida P tedy odpovida tomu, o ¢em jsme se shodli, Ze umime efektivné resit.
Nadefinujme nyni t¥idu NP:

Definice: NP je trida rozhodovacich problémi takovych, ze L € NP praveé tehdy, kdyz
3 problém K € P a 3 polynom g takovy, Ze pro Vz plati L(z) = 1 < 3 nipovéda
y: |yl < g(]z|) a soucasné K(x,y) = 1.

Pozorovani: Splnitelnost logickych formuli je v NP. Stadi si totiz nechat napovédét,
jak ohodnotit jednotlivé proménné a pak ovérit, jestli je formule splnéna. Napovéda
je polynomiédlné velkd (dokonce linedrné), splnéni zkontrolujeme také v linedrnim
¢ase. Odpovime tedy ano pravé tehdy, existuje-li ndpovéda, kterd nas presvéddi, ¢ili
pokud je formule splnitelna.
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Pozorovani: Tiida P lezi uvnitt NP. V podstaté fikame, Ze kdyZ mame problém, ktery
umime Fesit v polynomialnim ¢ase bez napovédy, tak to zvladneme v polynomidlnim
Case i s napovédou.

Problémy z minulé pfednasky jsou véechny v NP (napf. pro nezdvislou mnozinu
je onou napovédou pfimo mnozina vrcholi deklarujici nezavislost), o jejich p¥islus-

NV

v NP. Nadefinujme si:
Definice: Problém L je NP-t¢zky pravé tehdy, kdyz je na néj prevoditelny kazdy
problém z NP (viz definici pfevodii z minulé prednésky).

Rozmyslete si, ze pokud umime Fesit néjaky NP-tézky problém v polynomialnim
Case, pak umime vyfesit v polynomialnim case vSe v NP, a tedy P = NP.

My se budeme zabyvat problémy, které jsou NP-tézké a samotné jsou v NP.
Takovym problémum se Fika NP-tuplné.

Definice: Problém L je NP-upiny pravé tehdy, kdyz L je NP-tézky a L € NP.

NP-tplné problémy jsou tedy ve své podstaté nejtézsi problémy, které lezi
v NP. Kdybychom umeéli vytesit néjaky NP-tuplny problém v polynomidlnim ca-
se, pak vSechno v NP je fesitelné v polynomialnim case. Bohuzel to, jestli néjaky
NP-tplny problém lze fesit v polynomialnim case, se nevi. Otazka, jestli P = NP, je
asi nejznaméjsi otevieny problém v celé teoretické informatice.

Kde ale néjaky NP-uplny problém vzit? K tomu se nam bude velice hodit
nasledujici véta:

Véta (Cookova): SAT je NP-tuplny.

Dtikaz je znacné technicky, pfiblizné ho naznac¢ime pozdéji. Piimym dtsledkem Co-
okovy véty je, Ze cokoli v NP je pfevoditelné na SAT. K dokazovani NP-tplnosti
dalgich problémil pouzijeme nésledujici véticku:

Véticka: Pokud problém L je NP-tuplny a L se da prevést na néjaky problém M € NP,
pak M je také NP-uplny.

Diikaz: Tuto véticku stac¢i dokazat pro NP-tézkost, NP-tplnost plyne okamzité z to-
ho, Ze problémy jsou NP-tézké a lezi v NP (podle pfedpokladu).

Vime, ze L se da prevést na M néjakou funkei f. Jelikoz L je NP-tplny, pak pro
kazdy problém @ € NP existuje néjaka funkce g, kterd prevede ) na L. Staci tedy
slozit funkci f s funkci g, ¢imz ziskdme funkci pracujici opét v polynomidlnim case,
ktera prevede @ na M. Kazdy problém z NP se tedy da prevést na problém M. ©
Dusledek: Cokoliv, na co jsme uméli prevést SAT, je také NP-tuplné. Napiiklad ne-
z&visla mnozina, rtizné varianty SATu, klika v grafu ...

Jak takova t¥ida NP vypada? Pfedstavme si vSechny problémy tifidy NP, ja-
koby sefazené shora dolu podle obtiZnosti problému (tedy navzdor gravitaci), kde
porovnéni dvou problémt uréuje pfevoditelnost (viz obrazek).

Obecné mohou nastat dvé situace, protoze nevime, jestli P = NP. Jestli ano,
pak vSechno je jedna a ta sama t¥ida. To by bylo v nékterych pripadech nepraktické,
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NP - dplné

NP
Struktura t¥idy NP

napf. kazda Sifra by byla jednoduse rozlustitelna. (19 Jestli ne, NP-tiplné problémy
urcité nelezi v P, takze P a NP-uplné problémy jsou dvé disjunktni casti NP. Také
se d& dokédzat (to délat nebudeme, ale je dobré to védét), ze jesté néco lezi mezi
nimi, tedy Ze existuje problém, ktery je v NP, neni v P a neni NP-tplny (dokonce
je takovych problémt nekoneéné mnoho, v nekonecéné t¥idéch).
Katalog NP-tplnych problému

Ukéazeme si nékolik zakladnich NP-tiplnych problémt. O nékterych jsme to
dokazali na minulé prednasce, o dalsich si to dokdzeme nyni, zbylym se na zoubek
podivame na cvicenich.

® Jogicke:
e SAT (splnitelnost logickych formuli v CNF)
e 3-SAT (kazd4 klauzule obsahuje max. 3 literaly)
® 3.3-SAT (anavic kazda proménna se vyskytuje nejvyse tiikrat)
e SAT pro obecné formule (nejen CNF)
e Obvodovy SAT (neni to formule, ale obvod)
e grafoveé:
e Nezavisld mnozina (existuje mnoZina alespoii k vrchola tako-
V4, ze zadné dva nejsou propojeny hranou?)
¢ Klika (existuje tplny podgraf na k vrcholech?)
¢ 3D pérovani (t¥i mnoziny se zadanymi trojicemi, existuje tako-
v& mnozina disjunktnich trojic, ve které jsou vSechny prvky?)
e Barveni grafu (1ze obarvit vrcholy k& barvami tak, aby vrcho-
ly stejné barvy nebyly nikdy spojeny hranou? NP-uplné uz
pro k = 3)
e Hamiltonovska cesta (cesta obsahujici vSechny vrcholy [pravé
jednou])
e Hamiltonovska kruznice (kruZnice, kterd navstivi vSechny vr-
choly [pravé jednou))

(19 Poznamka o §ifrach — libovolnou funkeci vy¢islitelnou v polynomidlnim &ase

bychom uméli v polynomialnim c¢ase také invertovat.
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® (iselné:

¢ Batoh (nejjednodussi verze: ddna mnoZina &isel, zjistit, zda
existuje podmnozina se zadanym souctem)

e Batoh — optimalizace (podobné jako u pfedchoziho problému,
ale misto mnoziny ¢isel mame mnozinu predmétt s vahami a
cenami, chceme co nejdrazsi podmnozinu jejiz vaha nepiesdh-
ne zadanou kapacitu batohu)

e Loupeznici (1ze rozdélit danou mnozinu éisel na dvé podmno-
Ziny se stejnym souctem)

e Az = b (soustava celodislenych linedrnich rovnic; z; mohou byt
pouze 0 nebo 1; NP-tplné i pokud A;; € {0,1} a b; € {0,1})
® Celoc¢iselné linedrni programovéani (existuje vektor nezapor-

nych celoéisenych x takovy, ze Az < b ?)

Nyni si ukdZzeme, jak prevést SAT na néjaky problém. Kdyz chceme ukazat, ze
na néco se da prevést SAT, potfebujeme obvykle dvé véci: konstrukci, kterd bude
simulovat proménné, tedy néco, co nabyva dvou stavi true/false; a néco, co bude
reprezentovat klauzule a umi zaridit, aby kazda klauzule byla splnéna alespori jednou
proménnou. Rozsifme tedy nas katalog problémii o nasledujici:

3D parovani (3D matching)

Vstup: THi mnoziny, napt. K (kluci), H (holky), Z (zvifatka) a mnozina T' kompa-
tibilnich trojic (téch, ktefi se spolu snesou), tj. T C K x H x Z.

Vystup: Perfektni podmnozina trojic P C K x H X Z — tj. takova podmnoZina trojic,
ze Vke K3peP:kep)AN(Vhe HIpeP:hep)ANNze€Z3ApeP:zep)-
tedy kazdy byl vybran pravé jednou.

Ukazeme, jak na 3D-parovani prevést 3,3-SAT

Uvazujme takovouto konfiguraci:

Z,

4 zviratka, 2 kluci, 2 divky a 4 trojice, které oznacime A, B,C, D. Jesté pfedpo-
kladame, ze zviratka se mohou ucastnit néjakych jinych trojic, ale tito ¢tyri lidé se
vyskytuji pouze v téchto ¢tyrech trojicich a nikde jinde. VSimneme si, ze existuji
pravé dvé moznosti, jak tento obrézek sparovat. Abychom spérovali kluka ki, tak
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si musime vybrat A nebo B. Kdyz si vybereme A, k; i d2 uz jsou sparovani takze
si nesmime vybrat B ani D. Pak jedind moznost, jak sparovat dy a k2 je C. Jedna
moznost je tedy vybrat si A a C' a jelikoZ je obrazek symetricky, tak kdyz vybereme
misto A trojici B, dostaneme B a D. Vzdy si tedy vybereme dvé protéjsi trojice
v obrazku.

Tyto konfigurace budeme pouZzivat k reprezentaci proménnych. Pro kazdou pro-
meénnou si nakreslime takovy obrazek a to, Ze A bude sparované s C, bude odpovidat
tomu, Zze x = 1, a sparovani B a D bude odpovidat x = 0. Pokud jsme pouzili A
a C, zvirata se sudymi Cisly, tj. z2 a z4, horni a dolni, jsou nesparovana a pokud
jsme pouzili B a D, zvitfatka z; a z3 zlstala nesparovana. Pfes tato nesparovana
zvifatka muzeme predavat informaci, jestli proménnd x mé hodnotu ¢rue nebo false
do dalsich ¢asti vstupu.

Zbyva vymyslet, jak reprezentovat klauzule. Klauzule jsou trojice popf. dvojice
literala, napt. k = (z V y V —r), kde potfebujeme zajistit, aby = bylo nastavené na
1 nebo y bylo nastavené na 1 nebo r na 0.

k* d"

z5 z) 4

Pro takovouto klauzuli si pofidime dvojici kluk-divka, ktefi budou figurovat ve tfech
trojicich se tfemi rtiznymi zviratky, coz maji byt volna zviratka z obrazka pro pii-
slusné proménné (podle toho, mé-li se proménna vyskytnout s negaci nebo ne).
A zafidime to tak, aby kazdé zviratko bylo pouzité maximéalné v jedné takové troji-
ci, coz jde proto, ze kazdy literal se vyskytuje maximéalné dvakrat a pro kazdy literal
mame dvé volna zviratka, z ¢ehoZ plyne, ze zviratek je dost pro vSechny klauzule.
Pro dvojice se postupuje obdobné.

Jesté nam ale urcité zbude 2p — k zviratek, kde p je pocet proménnych, k
pocet klauzuli — kazda proménnd vyrobi 4 zviratka, klauzule zbasti jedno a samotné
ohodnoceni 2 zviratka — tak pridame jesté 2p—k pari kluk-dévce, ktefi miluji vSsechna
zviratka, a ti vytvofi zbyvajici trojice.

Pokud formule byla splnitelna, pak ze spliiujiciho ohodnoceni miZeme vyro-
bit parovani s na$i konstrukci. Obrazek pro kazdou proménnou sparujeme podle
ohodnoceni, tj. proménnd je 0 nebo 1 a pro kazdou klauzuli si vybereme nékterou
z proménnych, kterymi je ta klauzule splnéna. Funguje to ale i opa¢né: Kdyz nam
nékdo da parovani v nasi konstrukci, pak z ného dokazeme vyrobit splnujici ohodno-
ceni dané formule. Podivame se, v jakém stavu je proménné, a to je vSechno. Z toho,
Ze jsou spravné sparované klauzule, uz okamzité vime, ze jsou vSechny splnéné.
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Zbyva ovérit, ze nase redukce funguje v polynomialnim c¢ase. Pro kazdou klau-
zuli spotfebujeme konstantné mnoho casu, 2p—k je také polynomialné mnoho a kdyz
vSe seCteme, mame polynomidlni ¢as vzhledem k velikosti vstupni formule. Tim je
pfevod hotovy a mtzeme 3D-parovani zafadit mezi NP-uplné problémy.

Naznak dukazu Cookovy véty

Abychom mohli budovat teorii NP-tplnosti, potfebujeme alesponi jeden pro-
blém, o kterém dokazeme, ze je NP-tplny, z definice. Cookova véta fika o NP-tiplnosti
SAT-u, ale ndm se to hodi dokézat o trosku jiném problému — obvodovém SAT-u.

Obvodovy SAT je splnitelnost, ktera nepracuje s formulemi, ale s booleovskymi obvo-
dy (hradlovymi sitémi). Kazda formule se d4 pfepsat do booleovského obvodu, ktery
ji pocita, takze dava smysl zavést splnitelnost i pro obvody. Nase obvody budou mit
néjaké vstupy a jenom jeden vystup. Budeme se ptat, jestli se vstupy tohoto obvodu
daji nastavit tak, abychom na vystupu dostali true.

Nejprve dokazeme NP-tiplnost obvodového SAT-u a pak ukdzeme, Ze se da prevést na
obycejny SAT v CNF. Tim bude ditkaz Cookovy véty hotovy. Za¢néme s pomocnym
lemmatem.

Lemma: Necht L je problém v P. Potom existuje polynom p a algoritmus, ktery pro
VYn > 0 spoéte v ¢ase p(n) hradlovou sit Bn s n vstupy a 1 vystupem takovou, ze
Vo € {0,1}™: Bn(z) = L(x).

Diikaz: Naznakem. Na zakladé zkuSenosti z Principi pocitact intuitivné chapeme
pocitace jako néjaké slozité booleovské obvody, jejichZ stav se méni v ¢ase. Uvazme
tedy néjaky problém L € P a polynomialni algoritmus, ktery ho fesi. Pro vstup
velikosti n dobéhne v ¢ase T' polynomidlnim v n a spotfebuje O(T) bunék paméti.
Sta¢i ndm tedy ,pocita¢ s paméti velkou O(T)“, coz je néjaky booleovsky obvod
velikosti polynomidlni v T, a tedy i v n. Vyvoj v Case oSetfime tak, Ze sestrojime T
kopii tohoto obvodu, kazda z nich bude odpovidat jednomu kroku vypoctu a bude
propojena s ,minulou“ a ,budouci“ kopii. Tim sestrojime booleovsky obvod, ktery
bude Fesit problém L pro vstupy velikosti n a bude polynomialné velky vzhledem
k n.

Poznamka: Pro dtkaz néasledujici véty si dovolime drobnou tpravu v definici t¥idy
NP. Budeme chtit, aby napovéda méla pevnou velikost, zavislou pouze na velikosti
vstupu (tedy: |y| = g(|z|) namisto |y| < g(|z|)). Pro¢ je takova tprava BUNO?
Jisté si dovedete predstavit, ze puvodni napovédu doplnime na pozadovanou délku
néjakymi ,mezerami“, které program ignoruje. (Tedy upravime program tak, aby
mu nevadilo, Ze dostane na konci napovédy néjak kédované mezery.)

Véta: Obvodovy SAT je NP-tplny.

Diikaz: Mame tedy néjaky problém L z NP a chceme dokazat, ze L se da prevést
na obvodovy SAT (tj. NP-tézkost). Kdyz nam nékdo pfedlozi néjaky vstup z (cha-
peme jako posloupnost 1,2, ..., Z,), spocitdme velikost ndpovédy g(n). Vime, Ze
kontrolni algoritmus K (ktery kontroluje, zda ndpovéda je spravné) je v P. VyuZzije-
me piredchozi lemma, abychom ziskali obvod, ktery pro konkrétni velikost vstupu z
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pocita to, co kontrolni algoritmus K. Na vstupu tohoto obvodu bude = (vstup pro-
blému L) a ndpovéda y. Na vystupu ndm Fekne, jestli je ndpovéda spravna. Velikost
vstupu tohoto obvodu bude tedy p(g(n)), coz je také polynom.

fix(x)l ly

obvod pro
K

ll/O

V tomto obvodu zafixujeme vstup z (na mista vstupu dosadime konkrétni hodnoty
z x). Tim ziskdme obvod, jehoZ vstup je jen y a ptame se, zda za y muZeme dosadit
néjaké hodnoty tak, aby na vystupu bylo true. Jinymi slovy, ptadme se, zda je tento
obvod splnitelny.

Pro libovolny problém z NP tak dokazeme sestrojit funkci, kterd pro kazdy vstup =
v polynomialnim case vytvofi obvod, ktery je splnitelny pravé tehdy, kdyz odpo-
véd tohoto problému na vstup x mé byt true. Tedy libovolny problém z NP se da
v polynomidlnim ¢ase pfevést na obvodovy SAT.

Obvodovy SAT je v NP trividlné — sta¢i si nechat poradit vstup, sif topologicky
setfidit a v tomto pofadi pocitat hodnoty hradel. V)

Lemma: Obvodovy SAT se d4 prevést na 3-SAT.

Diikaz: Budeme postupné budovat formuli v konjunktivni norméalni formé. Kazdy
booleovsky obvod se da prevést v polynomidlnim ¢ase na ekvivalentni obvod, ve kte-
rém se vyskytuji jen hradla AND a NOT, takze staci najit klauzule odpovidajici témto
hradlim. Pro kazdé hradlo v obvodu zavedeme novou proménnou popisujici jeho
vystup. Pridame klauzule, které nam kontroluji, Ze toto hradlo médme ohodnocené
konzistentné.

Prevod hradla NOT: na vstupu hradla budeme mit néjakou proménnou x (ktera pfisla
budto pfimo ze vstupu toho celého obvodu nebo je to proménnd, kterd vznikla na
vystupu néjakého hradla) a na vystupu proménnou y. Pfiddme klauzule, které nam
zaruci, ze jedna proménna bude negaci té druhé:

lx

b}

v

Prevod hradla AND: Hradlo méa vstupy z,y a vystup z. Potfebujeme pridat klauzule,
které nam popisuji, jak se ma hradlo AND chovat. Tyto vztahy pfepiseme do kon-
junktivni normalni formy:

(z Vy),
(- V ).

x |y
r&y==2 (zV -z V-y)

T = 1z (mz V)
g = (~2V ) .
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Kdyz chceme prevadét obvodovy SAT na 3-SAT, obvod nejdfive pielozime na takovy,
ve kterém jsou jen hradla AND a NOT, a pak hradla tohoto obvodu pfelozime na
klauzule. Formule vznikla z takovychto klauzuli je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je
splnitelny dany obvod. Pfevod pracuje v polynomialnim case. Q

Poznamka: Kdyz jsme zavadéli SAT, omezili jsme se jen na formule, které jsou
v konjunktivni normélni formé (CNF). Ted uz vime, Ze splnitelnost obecné boo-
leovské formule dokadzeme prevést na obvodovou splnitelnost a tu pak pfrevést na
3-SAT. Opacny prevod je samoziejmé trividlni, takZze obecny SAT je ve skutecnosti
ekvivalentni s nasim ,standardnim“ SATem pro CNF.

. . . . (F. Hasko, J. Menda, M. Mares,
12. Aproximacni algoritmy Michal Kozdk, Vojta Tima)

Na minulych prednaskach jsme se zabyvali riznymi tézkymi rozhodovacimi pro-
blémy. Tato se zabyva postupy, jak se v praxi vyporadat s feSenim téchto problémi.

Co délat, kdyz potkame NP-uplny problém

1. Nepanikafit.

2. Spokojit se s malem.

3. Rozmyslet, jestli opravdu potfebujeme obecny algoritmus. Mnohdy po-
tfebujeme pouze specialnéjsi pripady, které mohou byt fesitelné v po-
lynomialnim cCase.

4. Spokojit se s pfibliznym FeSenim, (pouZit aproximaéni algoritmus).

5. Pouzit heuristiku — naptiklad genetické algoritmy nebo randomizované
algoritmy. Velmi pomoci mutze i jen vyhodnéjsi poradi pfi prohledavani
¢i ofezavani nékterych napohled nesmyslnych vétvi vypoctu.

Prvni zpusob: Specialni pripad

Casto si vysta¢ime s vyfesenim specidlniho piipadu NP-tiplného problému, ktery lezi
v P. Napriklad pfi feSeni grafové tlohy nam muze stacit feSeni pro specidlni druh
grafii (stromy, bipartitni grafy, ...). Barveni grafu je lehké napf. pro dvé barvy ¢&i
pro intervalové grafy. 2-SAT, jako specialni pfipad SATu, se da feSit v linedrnim
Case.

Ukazeme si dva takové ptipady (budeme FeSeni hledat, nejen rozhodovat, zda exis-
tuje)

Problém: Maximalni nezavisld mnoZina ve stromé (ne rozhodovaci)

Vstup: Zakorenény strom 7.

Viystup: Maximalni (co do poétu vrcholit) nezévisld mnozina vrcholdt M v T.

BUNO miizeme piedpokladat, ze v M jsou viechny listy 7. Pokud by néktery list [
v M nebyl, tak se podivame na jeho otce:

® Pokud otec neni v M, tak list [ pfiddme do M, ¢imz se nezavislost mnoziny
zachovala a velikost stoupla o 1.
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® Pokud tam otec je, tak ho z M vyjmeme a na misto ného vlozime .
Nezavislost ani velikost M se nezménily.

Nyni listy spolu s jejich otci z T odebereme a postup opakujeme. T' se miize rozpad-
nout na les, ale to nevadi — tentyz postup aplikujeme na vSechny stromy v lese.

Algoritmus: MaxNz(T)

1. Polozime L:={listy stromu T'}.
2. Polozime O:={otcové vrcholi z L}.
3. Vratime LU MaxNz(T \ (O U L)).

Pozndmka: Toto dokdzeme naprogramovat v O(n) (udrzujeme si frontu listd).
Problém: Batoh

Je dana mnozina n predmétd s hmotnostmi hq, ..., h, a cenami cy,...,c, a batoh,
ktery unese hmostnost H. Najdéte takovou podmnozinu pfedméti, jejichz celkova
hmotnost je maximalné H a celkova cena je maximalni mozna.

Tento problém je zobecnénim problému batohu z minulé prednisky dvéma sméry:
Jednak misto rozhodovaciho problému fesime optimaliza¢ni, jednak predméty maji
ceny (pfedchozi verze odpovidala tomu, Ze ceny jsou rovny hmotnostem). Ukéze-
me si algoritmus pro feSeni tohoto obecného problému, jehoZ ¢asova slozitost bude
polynomialni v poctu pfedmétii n a souctu vSech cen C' =3, ¢;.

Pouzijeme dynamické programovani. Pfedstavme si problém omezeny na prvnich k
predmétti. Oznacme si Ag(c) (kde 0 < ¢ < C) minimalni hmotnost podmnoziny, jejiz
cena je pravé c. Tato Ay spoc¢teme indukei podle k: Pro k& = 0 je uréité Aq(0) = 0,
Ao(c) =infty pro ¢ > 0. Pokud jiz zndme Aj_1, spoitdme A; nasledovné: A(c)
odpovida néjaké podmnoziné predmétt z 1,...,k. V této podmnoziné jsme budto
k-ty pfedmét nepouzili (a pak je Ax(c) = Ag_1(c)), nebo pouzili a tehdy bude
Ag(c) = Ag—1(c—cg)+ hy (to samoziejmé jen pokud ¢ > ¢i). Z téchto dvou moznosti
si vybereme tu, kterd dava mnozinu s mensi hmotnosti. Tedy:

Ak(c) = IIliIl(Akfl(C), Akfl(c — Ck) + hk)

Timto zptisobem v ¢ase O(C) spoéteme A(c) pro fixni k a vSechna ¢, v éase O(nC)
pak vSechny Ag(c).

Podle A, snadno nalezneme maximéalni cenu mnoziny, ktera se vejde do batohu. To
bude nejvétsi ¢*, pro néz je A,(c*) < H. Jeho nalezeni nas stoji ¢as O(C).

A jak zjistit, které pfedméty do nalezené mnoziny pat¥i? Upravime algoritmus, aby
si pro kazdé Ay(c) pamatoval Bj(c), coz bude index posledniho pfedmétu, ktery
jsme do pfislu$né mnoziny pfidali. Pro nalezené c¢* tedy bude ¢ = B, (c*) posledni
predmét v nalezené mnozing, i’ = B;_1(c* — ¢;) ten predposledni a tak dale. Takto
v ¢ase O(n) rekonstruujeme celou mnozinu od posledniho prvku k prvnimu.
Ukézali jsme tedy algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nC'), ktery vyfesi problém bato-
hu. Jeho slozitost neni polynomem ve velikosti vstupu (C miize byt aZ exponencialné
velké vzhledem k velikosti vstupu), ale pouze ve velikosti ¢isel na vstupu. Takovym
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algoritmtm se ¥k pseudopolynomidlni. Ani takové algoritmy ale nejsou k dispo-
zici pro vSechny problémy (napi. u problému obchodniho cestujiciho ndm viibec
nepomize, ze vahy hran budou mal4 ¢isla).

Verze bez cen: Na verzi s cenami rovnymi hmotnostem se d& pouzit i jiny algoritmus
zalozeny na dynamickém programovani: po¢itAme mnoziny Zj obsahujici vSechny
hmotnosti mensi nez H, kterych nabyva néjaka podmnozina prvnich k prvku. Pfitom
Zoy = {0}, Z), spocéteme ze Zj_1 — udrzujme si Zj_; jako setfidény spojovy seznam,
vypocet dalsiho seznamu udélame slitim dvou seznamu Z;_; a Z;_1 se vSemi prvky
zvysenymi o hmotnost k zahazujice duplicitni a prili§ velké hodnoty — a ze Z,
vycteme vysledek. VSechny tyto mnoziny maji nejvyse H prvki, takze celkova ¢asova
slozitost algoritmu je O(nH).

Druhy zpusob: Aproximace

V predchézejicich problémech jsme se zamérili na specidlni pripady. Obcas vSak
takové Stésti nemame a musime vytesit cely NP-uplny problém. Miuzeme si vSak
pomoct tim, Ze se ho nebudeme snazit vyfesit optimalné — namisto optimalniho
feSeni najdeme néjaké, které je nejvyse c-krat horsi pro néjakou konstantu c.

Problém: Obchodni cestujici
Vstup: Neorientovany graf G, kazda hrana je ohodnocend funkci w : E(G) — Ry .

Vystup: Hamiltonovskd kruznice (obsahujici vSechny vrcholy grafu), a to ta nejkratsi
(podle ohodnoceni).

Tento problém je hned na prvni pohled naro¢ny — uz sama existence hamiltonovské
kruznice je NP-tiplna. Najdeme aproximacni algoritmus nejprve za predpokladu, ze
vrcholy spliiuji trojihelnikovou nerovnost (tj. Vo, y,z € V : w(zz) < w(xy)+w(yz)),
potom ukazeme, Ze v Gplné obecném pripadé by samotna existence aproximacniho
algoritmu implikovala P = NP.

a) trojihelnikovd nerovnost:

Existuje pékny algoritmus, ktery najde hamiltonovskou kruznici o délce <
2 - opt, kde opt je délka nejkratsi hamiltonovské kruznice. Vedle pfedpokladu troja-
helnikové nerovnosti budeme potfebovat, aby nas graf byl tplny. Souhrnné mtuzeme
predpokladat, ze ulohu feSime v néjakém metrickém protoru, ve kterém jsou obé
podminky podle definice splnény.

Najdeme nejmensi kostru grafu a obchodnimu cestujicimu poradime, at jde
po ni — kostru zakofenime a projdeme jako strom do hloubky, pficemz se zastavime
az v korfeni po projiti vSech vrcholi. Problém vsak je, ze priichod po kostie obsahuje
nékteré vrcholy i hrany vicekrat, a proto musime nahradit nepovolené vraceni se.
Mame-li na néjaky vrchol vstoupit podruhé, prosté ho ignorujeme a presuneme se
rovnou na dalsi nenavstiveny — dovolit si to mizeme, graf je iplny a obsahuje hrany
mezi v8emi dvojicemi vrcholil (jinak FeGeno, pofadi vrcholt kruznice bude preorder
vypis pruchodem do hloubky). Pokud plati trojihelnikova nerovnost, tak si témito
zkratkami neuskodime. Necht minimdalni kostra mé védhu T'. Pokud bychom progli
celou kostru, bude mit sled vdhu 27" (kazdou hranou kostry jsme $li tam a zpatky),
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a preskakovani vrcholii celkovou vahu nezvétsuje (pii pfeskoku nahradime cestu zyz
jedinou hranou zz, pfi¢emz z trojihelnikové nerovnosti mdme zz < zy + xz), takze
véha nalezené hamiltonovské kruznice bude také nanejvys 27'.

Kdyz mame hamiltonovskou kruznici C' a z ni vyskrtneme hranu, dostaneme
kostru grafu G s vahou mensi nez C' — ale kazda kostra je alespon tak tézka ja-
ko minimalni kostra 7. Tedy optimalni hamiltonovska kruznice je urcité tézsi nez
minimalni kostra T'. Kdyz tyto dvé nerovnosti slozime dohromady, algoritmus nam
vrati hamiltonovskou kruznici 77 s vdhou nanejvys dvojnasobnou vzhledem k op-
timélni hamiltonovské kruzmici (T < 2T < 2C'). Takovéto algoritmy se nazyvaji
2-aprozimacni, kdyz feSeni je maximalné dvojnasobné od optimalniho. (2%

b) bez trojihelnikové nerovnosti:

Zde se budeme naopak snazit ukazat, ze zadny polynomidlni aproximacni al-
goritmus neexistuje.

Véta: Pokud pro libovolné € > 0 existuje polynomidlni (1+4¢)-aproximaéni algoritmus
pro problém obchodniho cestujiciho bez trojuhelnikové nerovnosti, tak P = NP.
Diikaz: Ukazeme, ze v takovém pripadé dokdzeme v polynomidlnim cCase zjistit, zda
v grafu existuje hamiltonovské kruznice.

Dostali jsme graf G, ve kterém hleddme hamiltonovskou kruznici. Doplnime G
na Gplny graf G’ a vahy hran G’ nastavime takto:

e w(e) =1, kdyz e € E(G)
e w(e) =c>1, kdyz e & E(G)

Konstantu ¢ potfebujeme zvolit tak velkou, abychom jasné poznali, jestli je kazda
hrana z nalezené hamiltonovské kruznice hranou grafu G (pokud by nebyla, bude
kruznice obsahovat aspon jednu hranu s vahou c, kterd vyzene soucet poznatelné
vysoko). Pokud existuje hamiltonovské kruznice v G’ slozend jen z hran, které byly
puvodné v GG, pak optiméalni feSeni bude mit vahu n, jinak bude ur¢ité minimalné
n — 1+ ¢. KdyZ mame aproximacni algoritmus s pomérem 1 + ¢, musi tedy byt

(I+e)-n<n—-1+c¢
en+1l<c

Kdyby takovy algoritmus existoval, mame polynomialni algoritmus na hamiltonov-
skou kruznici. V)

Poznamka: O existenci pseudopolynomiélniho algoritmu plati analogické véta, a do-
kéze se analogicky — existujici hrany budou mit vahu 1, neexistujici vahu 2.

(200 Hezkym trikem se v obecnych metrickych prostorech umi 1,5-aproximace. Ve né-

kterych metrickych prostorech (tfeba v euklidovské roviné) se aproximaéni pomér da
dokonce srazit na libovolné blizko k 1. Zaplatime ale na ¢ase — ¢im piesnéjsi vysledek
po algoritmu chceme, tim déle to bude trvat.
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Aproximaéni schéma pro problém batohu

Jiz vime, jak optimalizacni verzi problému batohu vyfesit v ¢ase O(nC), po-
kud jsou hmotnosti i ceny na vstupu pfirozena ¢isla a C' je soucet vSech cen. Jak si
poradit, pokud je C' obrovské? Kdybychom méli Stésti a vsechny ceny byly délitelné
néjakym c¢islem p, mohli bychom je timto ¢islem vydélit. Tim bychom dostali zada-
ni s mensimi ¢isly, jehoz feSenim by byla stejnd mnozina predméti jako u zadani
puvodniho.

KdyZ nam stésti prat nebude, mizeme presto zkusit ceny vydélit a vysledky
néjak zaokrouhlit. Reseni nové tlohy pak sice nebude piesné odpovidat optimalnimu
feSeni té puvodni, ale kdyZ nastavime parametry spravné, bude alespon jeho dobrou
aproximaci.

Zakladni myslenka:

Oznacime si ¢ppq, maximum z cen c¢;. Zvolime si néjaké prirozené Cislo M <
Cmaz @ zobrazime interval cen [0, ¢pqz] na [0, M] (tedy kaZdou cenu zndsobime
M/Cmaz). Jak jsme tim zkreslili vysledek? Vsimnéme si, Ze efekt je stejny, jako
kdybychom jednotlivé ceny zaokrouhlili na nasobky ¢&isla ¢, /M (prvky z intervalu
[i+Cmaz/M, (i4+1) - Cmaz/M) se zobrazi na stejny prvek). Kazdé ¢; jsme tim tedy zmé-
nili 0 nejvyse cmaz/M, celkovou cenu libovolné podmnoziny predmétt pak nejvyse
0 N Cmaz /M. Ted si jedté vSimnéme, ze pokud ze zadani odstranime piedméty, které
se samy nevejdou do batohu, mé optimalni feSeni ptivodni tlohy cenu OPT > ¢4,
takze chyba v souétu je nejvyse n - OPT /M. M&-1i tato chyba byt shora omezena
¢ - OPT, musime zvolit M > n/e.(?!)

Algoritmus:
. Odstranime ze vstupu vSechny predméty tézsi nez H.
. Spoditdme ¢y = max; ¢; a zvolime M = [n/e].

. Kvantujeme ceny: Vi : é; «— |¢; - M/cmaz |-

NGV R

. Vyfesime dynamickym programovanim problém batohu pro upravené
ceny €1, ...,C, a puvodni hmotnosti i kapacitu batohu.

5. Vybereme stejné predmeéty, jaké pouzilo optiméalni feseni kvantovaného

zadani.

Kroky 1-3 a 5 jisté zvladneme v ¢ase O(n). Krok 4 fesi problém batohu se souctem
cen C < nM = O(n?/e), coz stihne v éase O(nC) = O(n3 /). Zbyva dokizat, ze
vysledek naseho algoritmu ma opravdu relativni chybu nejvyse €.

Nejprve si rozmyslime, jakou cenu budou mit predméty které daly optimalni
feSeni v plivodnim zadani (tedy maji v pivodnim zaddni dohromady cenu OPT),

(21) Pf¥ipoméfime, Ze toto jesté neni dikaz, nebof velkoryse prehlizime chyby dané

zaokrouhlovanim. Dikaz provedeme niZe.
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kdy7 jejich ceny nakvantujeme (mnozinu indext téchto pfedmétii si oznacime Y):

O/P?T—Zéi—zp' MJzz@. M _1)2

C C
ey p max Z max
M
><E Ci - —n=0PT- —n.
p Cmax Cmax

Nyni spocitejme, jak dopadne optimalni FeSeni () nakvantovaného problému pii pie-
po¢tu na ptivodni ceny (to je vysledek naseho algoritmu):

ALG =) ez ) 6 20t = (Zc) L >+ OPT - o,

i€Q i i

Nerovnost >* plati proto, ze ), oCije optimalni feseni kvantované tlohy, zatimco
v C; je néjaké dalsi FeSeni téze tlohy, které nemtize byt lepsi. Ted uz stadi slozit
€Y

obé nerovnosti a dosadit za M:

ALG > (OPTJ _n>

Cmaz

Cmazx n-c
> OPT —cOPT =(1—¢)-OPT.

Algoritmus tedy vzdy vyda feSeni, které je nejvyse (1 — e)-krat horsi nez optimum,
a dokéze to pro libovolné € v ¢ase polynomialnim v n. Takovému algoritmu fikdme
polynomidlni aprozimacni schéma (jinak téz PTAS<22>). V nasem pfipadé je dokonce
sloZitost polynomidlnii v zévislosti na 1 /e, takZe schéma je piné polynomidini (fecené
téz FPTAS(?3)). U nékterych problémi se stavé, ze aproximacni schéma zavisi na
1/e exponencidlng, coz tak pifjemné neni. Shriime, co jsme zjistili, do nasledujici
veéty:

Véta: Existuje algoritmus, ktery pro kazdé e > 0 nalezne (1—e¢)-aprozimaci problému
batohu s n predméty v case O(n3/¢).

(22) Polynomial-Time Approximation Scheme

(23) Fully Polynomial-Time Approximation Scheme
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