. (K.Jakubec, M.Polik a G.Ocsovszky,
9. Fourierova transformace V.Tima, M.Kozdk)

Nésobeni polynomt mtze mnohym pfipadat jako pomérné (algoritmicky) snad-
ny problém. Asi kazdého hned napadne ,hloupy“ algoritmus — vezmeme koeficienty
prvniho polynomu a vynasobime kazdy se vSemi koeficienty druhého polynomu a pii-
slusné u toho seéteme i exponenty (stejné jako to délame, kdyz nasobime polynomy
na papife). Pokud stupeni prvniho polynomu je n a druhého m, stravime tim cas
Q(mn). Pro m = n je to kvadraticky pomalé. Na prvni pohled se miize zdat, ze
rychleji to prosté nejde (pfeci musime vzdy vyndsobit ,kazdy s kazdym“). Ve sku-
teCnosti to ale rychleji fungovat mizZe, ale k tomu je potifeba znat trochu tajemny
algoritmus FFT neboli Fast Fourier Transform.

Trochu algebry na zacatek
Celé polynomy oznacujeme velkymi pismeny, jednotlivé ¢leny polynomu prislus-
nymi malymi pismeny (pf.: polynom W stupné d méa koeficienty wo, wy, wa, .. ., wq).
Libovolny polynom P stupné (nejvyse) d lze reprezentovat jednak jeho koefici-
enty, tedy Cisly po, p1,- .., pd, druhak i pomoci hodnot:

Lemma: Polynom stupné nejvyse d je jednoznacné urcéen svymi hodnotami v d + 1
ruznych bodech.

Diikaz: Polynom stupné d ma maximélné d kofent (indukei — je-li k& kofenem P, pak
lze P napsat jako (z — k)@ kde @ je polynom stupné o jedna mensi, pfitom polynom
stupné 1 m4 jediny kofen); uvazime-li dva rizné polynomy P a @) stupné d nabyvajici
v danych bodech stejnych hodnot, tak P — Q je polynom stupné maximéalné d, kazdé
Z g ... x4 je kofenem tohoto polynomu = spor, polynom stupné d ma d + 1 kofent
= P — @ musi byt nulovy polynom = P = Q. V)

Pov§imnéme si jedné skutecnosti — mame-li dva polynomy A a B stupné d
a body xo, ..., Zy, dile polynom C' = A - B (stupné 2d), pak plati C(z;) = A(x;) -
B(z;) pro j = 0,1,2,...,n. Toto ¢ini tento druhy zptisob reprezentace polynomu
velice atraktivnim pro nasobeni — méame-li A i B reprezentované hodnotami v n >
2d + 1 bodech, pak snadno (v ©(n)) spo¢teme takovou reprezentaci C. Problémem
je, Ze typicky méme polynom zadany koeficienty, a ne hodnotami v bodech. Tim
padem potfebujeme néjaky hodné rychly algoritmus (tj. rychlejsi nez kvadraticky,
jinak bychom si nepomohli oproti hloupému algoritmu) na pfevod polynomu z jedné
reprezentace do druhé a zase zpét.
Idea, jak by mél algoritmus pracovat:

1. Vybereme n > 2d + 1 bodd xg, Z1,...,Tn_1.
2. V téchto bodech vyhodnotime polynomy A a B.

3. Nyni jiz v linedrnim case ziskame hodnoty polynomu C v téchto bo-
dech: C(z;) = A(x;) - B(x;)
4. Pfevedeme hodnoty polynomu C' na jeho koeficienty.

Je vidét, ze klicové jsou kroky 2 a 4. Cely trik spociva v chytrém vybrani onéch
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bodi, ve kterych budeme polynomy vyhodnocovat — zvoli-li se obecné z;, tak se to
rychle neumi, pro specidlni x; ale ukdZeme, Ze to rychle jde.
Vyhodnoceni polynomu metodou Rozdél a panuj (algoritmus FFT):

Mé¢jme polynom P stupné < d a chtéjme jej vyhodnotit v n bodech. Vybereme
si body tak, aby byly sparované, ¢ili &=x¢, =11, . .., &%y, /2_1. To ndm vypocet urychli,
protoze pak se druhé mocniny z; shoduji s druhymi mocninami —zx;.

Polynom P rozlozime na dvé ¢asti, prvni obsahuje ¢leny se sudymi exponenty,
druhé s lichymi:

P(z) = (pox° + paa® + ... + pa—22?7?) + (pra' + paz® + ...+ pa_1z?TY)
se zavedenim znaceni:
d—2
Py(t) = pot® + pat' + ...+ pg_ot =

d—2
Pi(t) =pit® +pstt + ... 4 paat T

bude P(z) = Ps(2?) + 2P,(2?) a P(—x) = Ps(2?) — 2P, (2?). Jinak fedeno, vyhod-
nocovani polynomu P v n bodech se ndm smrskne na vyhodnoceni Ps a P, v n/2
bodech — oba jsou polynomy stupné nejvyse d/2 a vyhodnocujeme je v 22 (vyuzividme
rovnosti (z;)? = (—x;)?).
Priklad: 3 + 42 + 622 + 22% + 2% + 102° = (3 + 622 + 2*) + z(4 + 222 + 102%).
Ted ndm ovSem vyvstane problém s onim parovanim — druhd mocnina prece
nemuze byt zaporna a tim padem uz v druhé trovni rekurze body sparované nebu-
dou. Z tohoto diivodu musime pouzit komplexni ¢isla — tam druhé mocniny zaporné
byti mohou.

Komplexni intermezzo

Zakladni operace

¢ Definice: C = {a + bi | a,b € R}

e Séitdni: (a4 bi) = (p+q¢i) = (e p) + (b £ g)i.
Pro a € R je a(a + bi) = aa + abi.

e Komplexni sdruzeni: a + bi = a — bi.
T=2,vXy=2+7,z y=2 -5, z-TER.

e Absolutni hodnota: |z| = vz - T, takZe |a + bi| = Va2 + b2.
Také |ax| = |af - |z].

o Déleni: 2/y = (x-7)/(y - 7).

Gauflova rovina a goniometricky tvar

e Komplexnim ¢&islim piitadime body v R?: a + bi < (a, b).

e |z| je vzdélenost od bodu (0, 0).

e |z| =1 pro disla lezici na jednotkové kruznici (komplezni jednotky).
Pak plati = cos ¢ + isin ¢ pro né&jaké ¢ € [0, 27).

2 2010-02-12



e Pro libovolné z € C: z = |z| - (cos p(x) + isinp(x)).
Cislu ¢(z) € [0,27) fikdme argument &isla z, nékdy znacime arg x.
e Navic p(T) = —¢(z).

Exponencialni tvar

¢ Eulerova formule: ¢ = cos ¢ + isin ¢.

e Kazdé = € C lze tedy zapsat jako |z| - el#(®),

[ ] Nésobeni: xy — (|x| . ei'Qo(x)) . (|y| . ei'Qo(y)) — |x| . |y| . ei'(@(m)+¢(y)).

(absolutni hodnoty se nasobi, argumenty séitaji)

e Umociiovéni: z® = (|| - el¢(®)" = |z|* . elew(®),

e Odmociiovani: Yz = |z|"/™ - ei#(@/n,

Pozor — odmocnina neni jednoznaéna: 1* = (—1)* = i* = (—i)* = 1.
Odmocniny z jednicky

e Je-li ngjaké x € C n-tou odmocninou z jednicky, musi platit: || = 1, takZe
x = €' pro néjaké . Proto 2™ = e'?" = cospn + isin pn = 1. Plati tedy
wn = 2km pro néjaké k € Z.

® 7 toho plyne: p = 2kw/n
(pro k=0,...,n—1 dostdvame riizné n-té odmocniny).

¢ Obecné odmociiovani: /z = |x|1/" ceP@)/n Ly kde uw = /1.

e Je-li # odmocninou z 1, pak T =2"! —je totiz 1 = |z - T| = 2 - 7.

Primitivni odmocniny

Definice: = je primitivni k-t4 odmocninaz 1 =2 =1AVj:0<j <k = 27 # 1.
Tuto definici spliiuji napiiklad &sla w = €2™/% a @ = e~27/*_ Plati totiz, e w’ =
e?™i/k  coz je rovno 1 pravé tehdy, je-li j nasobkem k (jednotlivé mocniny ¢isla w
postupné obihaji jednotkovou kruznici). Analogicky pro w.

Ukazme si nékolik pozorovani fungujicich pro libovolné ¢islo w, které je primitivni
k-tou odmocninou z jednicky (nékdy budeme potfebovat, aby navic k bylo sudé):

e Pro0<j<l<kijew #w nebot w/wl = w7 #£ 1, protoze | — j < k
a w je primitivni.

o WF/2 = —1, protoze (w¥/?)? = 1, a tedy w*/? je druha odmocnina z 1.
Takové odmocniny jsou dvé: 1 a —1, ovSem 1 to byt nemuze, protoze w je
primitivni.

o w = —wk/2ti — piimy dasledek predchoziho bodu, pro nés ale velice
zajimavy: w® w!, ..., w* ! jsou po dvou sparované.

e w? je k/2-t4 primitivni odmocnina z 1 — dosazenim.

Konec intermezza

Vratme se nyni k algoritmu. Z posledni ¢4sti komplexniho intermezza se zda,
ze by nemusel byt Spatny napad zkusit vyhodnocovat polynom v mocninach n-
té primitivni odmocniny z jedné (tedy za o, x1,...,2n—1 z puvodniho algoritmu
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zvolime w® w! ... w"™1). Aby ndm vse vychdzelo pékné, zvolime n jako mocninu
dvojky.

Cely algoritmus bude vypadat takto:

FFT(P, w)

Vstup: po, - .., Pn—1, koeficienty polynomu P stupné nejvyse n — 1, a w, n-ta primi-

tivni odmocina z jedné.
Vystup: Hodnoty polynomu v bodech 1,w,w?, ... w" ™1, ¢&li éisla P(1), P(w), P(w?),
., P(w™h).
1. Pokud n = 1, vratime pg a skoncime.
2. Jinak rozdélime P na ¢leny se sudymi a lichymi exponenty (jako v
piivodn{ myslence) a rekurzivné zavolame FFT(Ps, w?) a FFT (P}, w?)
— P i Py jsou stupné max. n/2 — 1, w? je n/2-t4 primitivni odmocnina,
a mocniny w? jsou stéle po dvou sparované (n je mocnina dvojky, a
tedy i n/2 je sudé; popt. n =2 a je to zfejmé).
3. Proj=0,...,n/2 — 1 spoéitdme:
4. P(w’) = Py(w¥) + w’ - P(w?).
5. P(wit"/2) = Py(w¥) — w’ - P(w?).
Casova slozitost: T'(n) = 27(n/2) + ©(n) = slozitost O(nlogn), jako MergeSort.
Mame tedy algoritmus, ktery prevede koeficienty polynomu na hodnoty tohoto
polynomu v riznych bodech. Potfebujeme ale také algoritmus, ktery dokaze repre-

zentaci polynomu pomoci hodnot prevést zpét na koeficienty polynomu. K tomu
nam pomuze podivat se na nas algoritmus trochu obecnéji.

Definice: Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je zobrazeni f : C" — C™, kde

y=f(x)=Vjy = Zxk wik

(DFT si lze mimo jiné pfedstavit jako funkci vyhodnocujici polynom s koeficienty
x, v bodech w?). Takovéto zobrazeni je linedrni a tedy popsatelné matici 2 s prvky
Qi = wi*. Cheeme-li umét prevadét z hodnot polynomu na koeficienty, zajima nas
inverze této matice.

Jak najit inverzni matici?

Zna¢me Q matici, jejiz prvky jsou komplexné sdruzené odpovidajicim prvkim
Q, a vyuzijme nasledujici lemma:

Lemma:
Q-Q=n-E.
Drtikaz:
n—1
(Q-Q) = Zwﬂ Wik = ijl ot = ijl cw = Zwl(j*k).
1=0
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n—1
e Pokud j = k, pak Y (w°)! =n.
=0

® Pokud j # k, pouzijeme vzorecek pro soucet geometrické rady s kvoci-
. j—k)n .

entem wU %) a dostaneme % = % =0 (w1 je jisté # 0,

nebot w je n-t4 primitivni odmoncina a j — k < n).

Nasli jsme inverzi: Q(1Q) = %Q -Q=E, Qj_kl = %W = %w‘jk = %(w_l)jk,
(pfipomindme, w1 je ©).

Vyhodnoceni polynomu lze provést vynasobenim 2, prevod do puvodni re-
prezentace vynasobenim Q~!. My jsme si ale v&imli chytrého sparovani, a vyhod-
nocujeme polynom rychleji nez kvadraticky (proto FFT, jakoze fast, ne jako fuyj).
Uvédomime-li si, Ze @ = w™! je také n-t4 primitivni odmocnina z 1 (mé akorat thel
s opafnym znaménkem), tak miZzeme stejnym trikem vyhodnotit i zpétny pievod
— nejprve vyhodnotime A a B v w/, poté pronidsobime hodnoty a dostaneme tak
hodnoty polynomu C' = A - B, a pustime na né stejny algoritmus s w=! (hodnoty C
vlastné budou v algoritmu ,koeficienty polynomu*). Nakonec jen ziskané hodnoty
vydélime n a mame chténé koeficienty.

Vysledek: Pro n = 2 lze DFT na C" spoéitat v ¢ase O(nlogn) a DFT! taktéz.

Dusledek: Polynomy stupné n lze nasobit v ¢ase O(nlogn): O(nlogn) pro vyhod-
noceni, ©(n) pro vynasobeni a ©(nlogn) pro pfevedeni zpét.

Pouziti FFT:

® Zpracovani signalu — rozklad na siny a cosiny o rtznych frekvencich =
spektralni rozklad.

e Komprese dat — napfiklad format JPEG.

e Nésobeni dlouhych ¢isel v ¢ase O(nlogn).

Paralelni implementace FFT

Zkusme si pribéh algoritmu FFT znazornit graficky (podobné, jako jsme kres-
lili hradlové sité). Na levé strané obrazku se nachdzi vstupni vektor zg,...,z,_1
(v n&jakém porfadi), na pravé strané pak vystupni vektor yo,...,yn—1. Sledujme
chod algoritmu pozpatku: Vystup spocitame z vysledka ,,poloviénich“ transformaci
vektorfi zg, X2, ..., Tpn_2 & T1,%3,...,Tn_1. Cerné krouzky piitom odpovidaji vipo-
¢tu linearni kombinace a + w*b, kde a,b jsou vstupy krouzku a k néjaké piirozené
Cislo zévislé na poloze krouzku. Kazda z polovi¢nich transformaci se poc¢ita analo-
gicky z vysledk transformace velikosti n/4 atd. Celkové vypocet probiha v log,n
vrstvach po ©(n) operacich.

Jelikoz operace na kazdé vrstvé probihaji na sobé nezavisle, mizeme je pocitat
paralelné. N43 diagram tedy popisuje hradlovou sit pro paralelni vipodet FFT v ase
O(logn - T) a prostoru O(n - S), kde T' a S znadi ¢asovou a prostorovou slozitost
vypoctu linearni kombinace dvou komplexnich ¢isel.

Cviceni: Dokazte, Ze permutace vektoru xg, ..., ,_1 odpovida bitovému zrcadleni,
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Vstup velikosti 8

0 + W40 0 +W2o g

000 Yo=So + W*I,

100 yi=8:+ Wil
010
110

001

log n

Priklad prabéhu algoritmu na vstupu velikosti 8

tedy Ze na pozici b shora se vyskytuje prvek x4, kde d je ¢islo b zapsané ve dvojkové
soustavé pozpatku.

Nerekurzivni FFT
Obvod z piedchoziho obrazku také mizeme vyhodnocovat po hladinich zleva

doprava, ¢imz ziskdme elegantni nerekurzivni algoritmus pro vypocet FFT v case
©(nlogn) a prostoru ©(n):

1. Vstup: xg,...,Tn-1

2.Pro j =0,...,n — 1 polozime yy «+ (), kde r je funkce bitového
zrcadleni.

3. Piedpocitame tabulku w, w!, ..., w" L.

4.b— 1 (velikost bloku)
5. Dokud b < n, opakujeme:

6. Pro j =0,...,n — 1 s krokem 2b opakujeme: (zacdtek bloku)

7. Pro k=0,...,b— 1 opakujeme: (pozice v bloku)

8. o — wk/2b

9. (Yjtr Yithts) < Ytk + O Yjthtn, Yjrk — O Yjthtd)-
10. b~ 2b

11. Vystup: yo,- .-, Yn—1
FFT v koneénych télesech

Nakonec dodejme, ze Fourierovu transformaci lze zavést nejen nad télesem
komplexnich ¢isel, ale i v nékterych kone¢nych télesech, pokud zaruc¢ime existenci
primitivni n-té odmocniny z jednicky. Napiiklad v télese Z,, pro prvocislo p = 2% +1
plati 2 = —1, takze 228 =1 a 20,21, ...,2%~1 jsou navzijem rtzna, takze ¢islo 2
je primitivni 2k-t4 odmocnina z jedné. To se ndm ovSem nehodi pro algoritmus FFT,
jelikoz 2k bude malokdy mocnina dvojky.
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Zachrani nas ovsem algebraicka véta, kterd ¥ika, ze multiplikativni grupall)
libovolného konecného télesa je cyklicka, tedy ze vSechny nenulové prvky télesa lze
zapsat jako mocniny né&jakého é&isla g (generatoru). Napiiklad pro p = 216 + 1 =
65537 je jednim takovym generidtorem ¢islo 3. Jelikoz mezi éisly g', g%, ..., g7 !
se musi kazdy nenulovy prvek télesa vyskytnout pravé jednou, je ¢ primitivni 2%-
tou odmocninou z jednicky, takze muzeme pocitat FFT pro libovolny vektor, jehoz
velikost je mocnina dvojky mensi nebo rovna 2 .(2)

(1) To je mnozina viech nenulovych prvki télesa s operaci nasobeni.

(2) Bliz&i prizkum nagich tvah o FFT dokonce odhali, Ze neni ani potieba té-
leso. Postaci libovolny komutativni okruh, ve kterém existuje ptislusna primitivni
odmocnina z jednicky, jeji multiplikativni inverze (ta ovSem existuje vZdy, protoze
w™! = w"1) a multiplikativni inverze ¢isla n. To nam poskytuje jesté daleko vice
volnosti nez télesa, ale neni snadné takové okruhy hledat.
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