6. Vyhledévéni v textu (zapsal: Petr Jankovsky)

Nyni se budeme vénovat nasledujicimu problému: v textu délky S (sené) bude-
me chtit najit véechny vyskyty hledaného slova délky J (jehly). Nejprve se podivejme
na jeden primitivni algoritmus, ktery nefunguje. Je ale zajimavé rozmyslet si, proc.

Hloupy algoritmus

Zacneme prvnim pismenkem hledaného slova a budeme postupné prochéazet
text, az najdeme prvni vyskyt pocatecniho pismenka. Poté budeme testovat, zda
souhlasi i pismenka dalsi. Pokud nastane neshoda, v hledaném slové se vratime
na zacatek a v textu pokracujeme znakem, ve kterém neshoda nastala. Podivejme
se na priklad.

Priklad: Budeme hledat slovo jehla v textu jevkupcejejehla. Vezmeme si tedy
prvni pismenko j v hledaném slové a zjistime, ze v textu se nachazi hned na zacat-
ku. Vezmeme tedy dalsi pismenko e, které se vyskytuje jako druhé i v textu. Pfi
tfetim pismenku ale narazime na neshodu. V tuto chvili tedy zresetujeme a opét
hleddme vyskyt pismenka j, tentokrat vsak az od tietiho pismene v textu. Takto
postupujeme postupné dal, az narazime na dalsi je, které ovSsem neni néasledovano
pismenem h, tudiZ opét zresetujeme a nakonec najdeme shodu s celym hledanym
fetézcem. V tomto pripadé tedy algoritmus nasel hledané slovo.

Tento algoritmus vSak zjevné mize hanebné selhat. Mze se stat, Zze zacneme
porovnavat, az v jednu chvili narazime na neshodu. Cely tento kus tedy preskoc¢ime.
Pii tom se ale v tomto kusu textu mohl vyskytovat néjaky prekryvajici se vyskyt
hledané ,,jehly“. Hledejme napiiklad fetézec kokos v textu clanekokokosu. Algorit-
mus tedy zac¢ne porovnavat. Ve chvili kdy najde prefix koko a na vstupu dostane k,
dochézi k neshodé. Proto algoritmus zresetuje a pokracuje v hledani od tohoto zna-
ku. Najde sice jesté vyskyt ko, ovSem s dalsim pismenkem s jiz dochazi k neshodé
a algotimus selze. Nespravné se totiz ,upnul® na prvni nalezené koko a s dal$im k
pak ,zahodil“ i spravny zacatek.

Mame tedy algoritmus, ktery i kdyz je Spatné, tak funguje urcité kdykoli se
prvni pismenko hledaného slova v tomto slové uz nikde jinde nevyskytuje — coz
jehla spliovala, ale kokos uz ne.

Hloupy algoritmus se na kazdé pismenko textu podiva jednou, tudiz ¢asova
slozitost bude linedrni s délkou textu ve kterém hleddme — tedy O(S).

Pomaly algoritmus

Zkusime algoritmus vylepsit tak, aby fungoval spravné: pokud nastane néjaka
neshoda, vratime se zpatky tésné za zacCatek toho, kdy se nam to zacalo shodovat.
To je ovSsem vlastné skoro totéz, jako brat postupné vsechny mozné zacatky v ,sené*
a pro kazdy z néj ovérit, jestli se tam , jehla“ nachazi ¢i nikoliv.

Tento algoritmus evidentné funguje. Bézi vsak v ¢ase: S moznych zacatki, krat
¢as potfebny na jedno porovnani (zda se na dané pozici nenachézi , jehla“), coz ndm
mize trvat az J. Proto je ¢asova slozitost O(SJ). V praxi bude algoritmus ¢asto
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rychlejsi, protoze typicky velmi brzo zjistime, Ze se fetézce neshoduji, ale je mozné
vymyslet vstup, kde bude potieba porovnani opravdu tolik.

Nyni se pokusme najit takovy algoritmus, ktery by byl tak rychly, jako Hloupy
algoritmus, ale chytry, jako ten Pomaly.

Chytry algoritmus

Nez vlastni algoritmus vybudujeme, zkusime se cestou naucit premyslet o fe-
tézcich obcas trochu prekroucenym zpiisobem. Podivejme se na jesté jeden priklad.

Piiklad: Vezméme si napiiklad staré italské prizvisko barbarossa, které znamend
Rudovous. Predstavme si, ze takovéto slovo hledame v néjakém textu, ktery zaci-
né barbar. Vime, Ze aZ sem se nam hledany fetézec shodoval. Reknéme, Ze dalsi
pismenko textu se shodovat prestane — misto o nacteme naptiklad opét b. Hloupy
algoritmus by velil vratit se k a a od néj hledat dal. Uvédomme si ale, ze kdyz se
vracime z barbar do arbar (tedy fetézce, ktery jiz zndme), miizeme si predpoéi-
tat, jak dopadne hledani, kdyz ho pustime na néj. V predpocitaném bychom tedy
chtéli ukladat, ze kdyz mame Tetézec arbar, tak ar a r nam do hledaného nepasuje
a az bar se bude shodovat. Tedy misto toho, abychom spustili nové hledani od a,
muzeme ho spustit az od b. Co vic, my dokonce vime, jak dopadne to — pokud totiz
nastane neshoda po precteni barbar, je to stejné, jako kdybychom precetli pouze
bar, na které se (ptivodne neshodujici se) b uz navazat da. Kdyby se nedalo navézat
ani tam, tak bychom opét zkracovali... Nejen, Ze tedy vime, kam se mame vratit,
ale vime dokonce i to, co tam najdeme.

Myslenka, ke které mifime, je predpocitat si néjakou tabulku, kterd nam bude
fikat, jak se mame pii hledani vracet a jak to dopadne, a pak uz jenom prohlédavat
s pouzitim této tabulky.

Aby se ndm o téchto algoritmech 1épe mluvilo a predevsim psalo, pojdme si
povédét nékolik definic.

Definice:
o Abeceda X je koneéna mnozina znaki (!, ze kterych tvofime text, Fetézce,
slova.

e ¥* je mnozina vSech slov nad abecedou ¥. Cili mnoZina vSech neprazdnych
konecénych posloupnosti znaki ze 3.

(1) MuZzeme pii tom jit az do extrémi. Piikladem extrémnich abeced je binarni
abeceda sloZend pouze z nul a jednic¢ek. Piiklad z druhého konce (ktery radi délaji
lingvisti) je abeceda, kterd méa jako abecedu vSechna ¢eskd slova. VSechny ceské
véty, pak nejsou nic jiného, nez slova nad touto abecedou. Pouzitd abeceda tedy
muze byt i relativné obrovska. Dalsim takovym piikladem muze byt Unicode. Pro
nase potieby ale zatim budeme pfedpokladat, Ze abeceda je nejen konstantné velkd,
ale i rozumné mala. Budeme si moci tedy dovolit naptiklad indexovat pole znakem
abecedy (kdybychom nemohli; tak bychom misto pole pouzili naptiklad hashovaci
tabulku, ¢i néco podobného. .. ).
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Zmaceni: Aby se ndm nepletlo znaceni, budeme rozliSovat proménné pro slova, pro-
ménné pro pismenka a proménné pro cisla.

Slova budeme znacit malymi pismenky fecké abecedy «, 3, ... .

¢ bude oznacovat ,,jehlu“

o bude oznacovat ,seno“

Znaky oznac¢ime malymi pismeny latinky a, b, . ...

Cisla budeme znadit velkymi pismeny A, B, ....

Délka slova || pro a € ¥* je pocet jeho znaki.

Prdzdné slovo zna¢ime pismenem ¢, |e| = 0.

Zretézeni o8 vznikne zapsanim slov a a 3 za sebe. Plati |a8| = |o| + |3,
Qe =ea = .

alk] je k-ty znak slova «, indexujeme od 0.

e alk : ] je podslovo za¢inajici k-tym znakem a [-ty znak je prvni, ktery
v ném neni. Jedné se tedy o podslovo skladajici se z a[k],a[k+1],. .. o[l —
1]. Plati tedy: alk : k] = ¢, a[k : kK + 1] = a[k]. Jednu (& ob€&) meze
muZeme i vynechat, tento zapis pak bude znamenat bud ,od zacatku
slova az nékam®, nebo ,,odnékud az do konce“:

e qf: k] je prefiz obsahujici prvnich k znakt slova o («[0],. .. ,a[k — 1]).

e alk :] je suffiz obsahujici znaky slova « poé¢inaje k-tym znakem az do kon-
ce.

°af] =«

Vsimnéme si, Ze prazdné slovo je prefixem, suffixem i podslovem jakéhokoliv
slova vcetné sebe sama. Kazdé slovo je také prefixem, suffixem i podslovem sebe
sama. To se ne vzdy hodi. Nékdy budeme chtit fict, ze néjaké slovo je vlastnim
prefixem nebo suffixem. To bude znamenat, Ze to nebude celé slovo.

« je vlastni prefiz slova 0 = « je prefix 0 & a # .
Vyhledavaci automat (Knuth, Morris, Pratt)

Vyhleddvaci automat bude graf, jehoz vrcholim budeme fikat stavy. Jejich
jména budou prefixy hledaného slova a hrany budou odpovidat tomu, jak jeden prefix
muzeme ziskat z predchoziho prefixu pfidanim jednoho pismene. Pocatecni stav je
prazdné slovo e a koncovy je celd ¢. Dopfedné hrany grafu budou popisovat prechod
mezi stavy ve smyslu zvétSeni délky jména stavu (dopiednd funkce h(«), urcujici
znak na dopfedné hrané z ). Zpétné hrany grafu budou popisovat prechod (zpétna
funkce z(«)) mezi stavem « a nejdelsim vlastnim suffixem «, ktery je prefixem ¢,
kdyz nastane neshoda.

e

€ b ba bar barb barba  barbar barbaro ... barbarossa
—r0—F>0—— F>O0—— > O0— F>0——F>0——F>O0— >0 — >0

b a r b a r o) a
& \—/

Vyhledéavaci automat.
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Hledej(o):

l.a—e.

2. Pro x € ¢ postupné:

3. Dokud h(a) # z & a#¢e: o «— z(q).
4. Pokud h(a) =z : a «— ax.

5. Pokud « = ¢, ohlasime vyskyt.

Vstupem je ¢, hledané slovo (jehla) délky J = |¢| a o, text (seno) délky S =
|o|. Vystupem jsou vSechny vyskyty hledaného slova ¢ v textu o, tedy mnoZina
{k|olk:k+J] =1}

Pojdme nyni dokazat, Ze tento algoritmus spravné ohlasi vSechny vyskyty.
Definice: o(7) := stav automatu po pfecteni 7

Invariant: Pokud algoritmus precte néjaky vstup, nachazi se ve stavu, ktery je nejdel-
§im suffixem pfecteného vstupu, ktery je néjakym stavem. a(7) = nejdelsi stav
(nejdelsi prefix jehly), ktery je suffixem 7 (pFecteného vstupu).

Pojdme si rozmyslet, ze z tohoto invariantu ihned plyne, Ze algoritmus najde to,
co méa. Kdykoli totiz ohlasi néjaky vyskyt, tak tam tento vyskyt opravdu je. Kdykoli
pak méa néjaky vyskyt ohlasit, tak se v této situaci jako suffix toho pravé pirecteného
textu vyskytuje hledané slovo, pricemz hledané slovo je urcité stav a zaroven nejdelsi
ze vSech existujicich stavi. Takze invariant opravdu fika, Ze jsme pravé v koncovém
stavu a algoritmus nam tedy ohlasi vyskyt.

Dikaz: (invariantu) Indukci podle kroku algoritmu. Na zac¢atku pro prazdny nacteny
vstup invariant trivialné plati, tedy prazdny suffix 7 je prefixem ¢. V kroku n mame
nacteny vstup 7 a k nému pfipojime znak x. Invariant ndm rika, Ze nejdelsi stav,
ktery je suffixem, je nejdelsi suffix, ktery je stavem. Nyni se ptame, jaky je nejdelsi
stav, ktery se da ,napasovat“ na konec fetézce 7x. Kdykoli vSak takovyto suffix
méme, tak z néj miZeme x na konci odebrat, ¢imZ dostaneme suffix slova 7.

Tedy: pokud ( je neprazdnym suffixem slova 7x, pak 3 = yx, kde v je suffix 7.

Suffix, ktery mame sestrojit, tedy vznikne z néjakého suffixu slova 7 pfipséa-
nim z. Chceme najit nejdelsi suffix slova 7z, ktery je stavem, takZe chceme najit
i nejdelsi suffix puvodniho slova 7, za ktery se da pridat = tak, aby vyslo jméno sta-
vu. Staci tedy uz jen ,probirat“ suffixy slova 7 od nejdelsitho po nejkratsi, zkouset
k nim pfidavat = a az to pujde, tak jsme nasli nejdelsi suffix 7. Pfesné toto ovsem
algoritmus déla, nebot zpétnd funkce mu vzdy fekne nejblizsi kratsi suffix, ktery
je stavem. Pokud pak nemuzeme z ptidat ani do e, pak je feSenim prazdny suffix.
Algoritmus tedy funguje. Q

Nyni pojdmé zkoumat to, jak je ve skutecnosti nas algoritmus rychly. K tomu
bychom si ale nejdfiv méli fict, jak pfesné budeme automat reprezentovat. V al-
goritmu vystupuji néjakd porovnavani stavl, priCemz neni tplné jasné, jak zafidit,
aby vSe trvalo konstantné dlouho. Vyjde ndm to ale docela snadno. K reprezentaci
automatu nam totiz budou stacit pouze dvé pole.

4 2010-02-09



Reprezentace automatu: Ocislujeme si stavy délkami prislusnych prefixi, tedy cisly
0...J. Poté jesté potfebujeme néjakym zptsobem zakédovat dopiedné a zpétné
hrany. Vzhledem k tomu, ze z kazdého vrcholu vede vzdy nejvyse jedna dopfedna
a nejvyse jedna zpétna, tak nam evidentné sta¢i pamatovat si pro kazdy typ hran
pouze jedno ¢islo na vrchol. Budeme mit tedy néjaké pole dopfednych hran, které
nam pro kazdy stav fekne, jakjym pismenkem je nadepsanad dopredné hrana ze stavu
I do I+1. To jsou ale pfesné pismenka jehly, takze si sta¢i pamatovat jehlu samotnou.
Cili z I do I+1 vede hrana nadepsané ¢[I]. Pro zpétné hrany pak budeme potiebovat
pole Z, které nam pro stav I fekne ¢islo stavu, do kterého vede zpétna hrana. Tedy
Z|1] je cil zpétné hrany ze stavu I. S touto reprezentaci jiz dokdzeme nasi hledaci
proceduru piimocare prepsat tak, aby sahala pouze do téchto dvou poli:

1.7 0.

2. Pro znaky z z textu:

3. Dokud ¢[I] £z & I #0: 1« Z[I].
Pokud ¢[I] = x, pak [ «— I + 1.
Pokud I = J, ohlasime vyskyt.

A

Zatim se v algoritmu jesté skryva drobna chyba — totiz algoritmus se obcas
zeptd na dopfednou hranu z posledniho stavu. Pokud jsme pravé ohlasili vyskyt
(jsme tedy v poslednim stavu) a piijde néjaky dalsi znak, algoritmus se ptd, zda je
roven tomu, co je na dopfedné hrané z posledniho stavu. Ta ale ovSem neexistuje.
Jednoduse to ale napravime tak, Ze si pfidame fiktivni hranu, na které se vyskytuje
néjaké ,nepismenko“ — néco, co se nerovna zadnému jinému pismenku. Zajistime
tak, Ze se po této hrané nikdy nevydame. Dodefinujeme tedy ¢[J] odlisné od vSech
znaki. (2

Lemma: Funkce Hledej bézi v ¢ase O(S).

Diikaz: Funkce Hledej chodi po dopfednych a zpétnych hranach. Dopfednych hran
projdeme urcité maximalné tolik, kolik je délka sena. Pro kazdy znak precteny ze sena
totiz jdeme nejvyse jednou po dopfedné hrané. Se zpétnymi hranami se to ma tak, ze
na jeden preCteny znak z textu se mizeme po zpétné hrané vracet maximalné J-krat.
Z tohoto by nam vsak vysla slozitost O(JS), ¢imz bychom si nepomohli. Zachrani
nas ale pfimocary potencidl. Uvédomme si, ze chlize po dopfedné hrané zvysi I
o jedna a chiize po zpétné hrané I snizi alespon o jedna. Vzhledem k tomu, Ze I neni
nikdy zaporné a na zacatku je nulové, zjistime, ze kroka zpét mize byt maximalné
tolik, kolik krokt dopfedu. Casova slozitost hledani je tedy linedrni vzhledem k délce
sena. v

Nyni ndm zbyva na prvni pohled malic¢kost — totiz zkonstruovat automat. Zkon-
struovat dopfedné hrany zvladneme zjevné snadno, jsou totiz explicitné popsané

) V jazyce C se toto dodefinovani provede vlastné zadarmo, nebot kazdy fetézec je

v ném ukoncen znakem s kédem nula, ktery se ve vstupu nevyskytne. .. Algoritmus
bude tedy fungovat i bez tohoto dodefinovani. V jinych jazycich je ale t¥eba na néj
nezapomenout!
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hledanym slovem. Tézs8i uz to bude pro hrany zpétné. Vyuzijeme k tomu nasledujici
pozorovani:

Pozorovani: Piedstavme si, Ze automat uz mame hotovy a tim, Ze budeme sledovat
jeho chovani, chceme zjistit, jak v ném vedou zpétné hrany. Vezméme si néjaky
stav 3. To, kam z néj vede zpétna hrana zjistime tak, ze spustime automat na Fetézec
0 bez prvniho pismenka a stav, ve kterém se automat zastavi, je presné ten, kam mé
vést 1 zpétnd hrana z (. Jinymi slovy vime, Ze z(5) = a(8[1 :]). Pro¢ takovato véc
funguje? Vsiméme si, Ze definice z a to, co ndm o « fika invariant, je témét totozné
— z(0) je nejdelsi vlastni suffix 3, ktery je stavem, «(f3) je nejdelsi suffix 3, ktery
je stavem. Jedina odlisnost je v tom, Ze definice z narozdil od definice o zakazuje
nevlastni suffixy. Jak nyni vyloucit suffix 3, ktery by byl roven 5 samotné? Zkratime
B o prvni znak. Tim padem vSechny suffixy 8 bez prvniho znaku jsou stejné jako
vSechny vlastni suffixy (.

K ¢emu je toto pozorovani dobré? Rozmysleme si, ze pomoci néj uz dokdzeme
zkonstruovat zpétné hrany. Neni to ale trochu divné, kdyz pfi simulovani automatu
na fetézec bez prvniho znaku uz zpétné hrany potiebujeme? Neni. Za chvili zjistime,
7e takto muZeme zjistovat zpétné hrany postupné — a to tak, ze pouZivame vzdy
jenom ty, které jsme uz sestrojili.

Takovémuhle pristupu, kdy pfi konstruovani chténého uz pouzivame to, co
chceme sestrojit, ale pouze ten kousek, ktery jiz mame hotovy, se v anglictiné rika
bootstrapping!® . Viimnéme si, Ze pii vypoétu se vstupem 3 projde automat jenom
prvnich |3 stavil. Automat se evidentné nemtize dostat dal, protoze na kazdy krok
doptedu (doprava) spotifebuje pismenko 3. TakZze kroki doprava je maximalné tolik,
kolik je | 3]. Jinymi slovy kdybychom jiz méli zkonstruované zpétné hrany pro prvnich
|8 stavt (tedy O...|5| — 1), tak pfi tomto vypoctu, ktery potfebujeme na zkonstru-
ovani zpétné hrany z 3, jesté tuto zpétnou hranu nemtzeme potiebovat. Vystacime
si s témi, které jiz mame zkonstruované.

Nabizi se tedy zacit zpétnou hranou z prvniho znaku (ktera vede evidentné
do €), pak postupné brit dalsi stavy a pro kazdy z nich si spoéitat, kdy spustime
automat na jméno stavu bez prvniho znaku a tim ziskdme dalsi zpétnou hranu.
Toto funguje, ale je to kvadratické .... Mame totiz J stavi a pro kazdy z nich ndm
automat bézi v Case az linedrnim s J. Jak z toho ven?

Z prvniho stavu povede zpétna funkce do e. Pro dalsi stavy chceme spoditat
zpétnou funkci. Z druhého stavu ¢[0 : 2] tedy automat spustime na ¢[1 : 2], ddle pak
na ¢[1: 3], ¢[1: 4], atd. Ty Fetézce, pro které potFebujeme spostét automat, abychom

(3) Z tohoto slova vzniklo i bootovdni poéitact, kdy operaéni systém v podstaté
zavadi sam sebe. Bootstrap znamena Cesky Struple — tedy ocko na konci boty, kte-
ré slouzi k usnadnéni nazouvani. A jak souvisi Struple s algoritmem? To se zase
musime vratit k pribéhiim o baronu Prasilovi, mezi nimiz je i ten, ve kterém ba-
ron Prasil vypravi o tom, jak sdm sebe vytahl z baziny za Struple. Stejné tak i my
budeme algoritmus konstruovat tim, ze se budeme sami vytahovat za Struple, tedy
bootstrappovat.
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dostali zpétné hrany, jsou tedy ve skuteénosti takové, ze kazdy dalsi dostaneme rozsi-
fenim predchoziho o jeden znak. To jsou ale pfesné ty stavy, kterymi projde automat
pri zpracovavani fetézce ¢ od prvniho znaku dal. Jednim prichodem automatu nad
jehlou bez prvniho pismenka se tim padem rovnou dozvime vsechny tudaje, které
potfebujeme. Z predchoziho pozorovani plyne, Ze nikdy nebudeme potfebovat zpét-
nou hranu, kterou jsme jesté nezkonstruovali a jelikoz vime, ze jedno prohledani
trva linearné s délkou toho, v ¢em hledame, tak toto celé pobézi v linedrnim case.
Dostaneme tedy nasledujici algoritmus:
Konstrukce zpétné funkce:

1. Z[0] <7, Z[1] < 0.

2.10.

3.Prok=2...J:

4. I — Krok(I,[k]).

5. Zk] — I.

Zagindme tim, Ze nastavime zpétnou hranu z prvnich dvou staviy, pficemz z[0]
je nedefinované, protoZe tuto zpétnou hranu nikdy nepouZivame. Déle postupné
simulujeme vypocet automatu nad slovem bez prvniho znaku a po kazdém kroku se
dozvime novou zpétnou hranu. Krokem automatu pak neni nic jiného nez vnitiek
(3. a 4. bod) nasi hledaci procedury. To, kam jsme se dostali, pak zaznamename
jako zpétnou funkci z k. Cili poustime automat na jehlu bez prvniho pismenka,
provedeme vzdy jeden krok automatu (pfes dalsi pismenko jehly) a zapamatujeme
si, jakou zpétnou funkci jsme zrovna dostali. Diky pozorovanim navic vime, Ze zpétné
hrany konstruujeme spravné, nikdy nepouzijeme zpétnou hranu, kterou jsme jesté
nesestrojili a vime i to, Ze celou konstrukci zvlddneme v linedrnim case s délkou
jehly.

Véta: Algoritmus KMP najde vSechny vyskyty v ¢ase O(J + 5).
Diikaz: Lineéarni ¢as s délkou jehly potfebujeme na postaveni automatu, linearni ¢as
s délkou sena pak potfebujeme na samotné vyhledani.

Rabinuv-Karpuv algoritmus

Nyni si ukdzeme jesté jeden algoritmus na hledani jedné jehly, ktery nebude
mit v nejhorsim pripadé linearni slozitost, ale bude ji mit pramérné. Bude daleko
jednodussi a ukéze se, Ze je v praxi daleko rychlejsi. Bude to algoritmus zalozeny
na hashovéni.

Predstavme si, ze mame seno délky S a jehlu délky J, a vezméme si néjakou
hashovaci funkeci, které ddme na vstup J-tici znakt (tedy podslova dlouh4 jako jehla).
Tato hashovaci funkce nam je pak zobrazi do mnoZiny {0, ..., N —1} pro néjaké dost
velké N. Jak nam toto pomuze pfi hledani jehly? Vezmeme si libovolné ,okénko*
délky J a nez budeme zjistovat, zda se v ném jehla vyskytuje, tak si spocitdme
hashovaci funkci a porovname ji s hashem jehly. Cili ptame se, jestli je hash ze sena
od né&jaké pozice I do pozice I+ J roven hashi jehly — formalné: h(o[l : I+J]) = h(1).
Teprve tehdy, kdyz zjistime, Ze se hodnota hashovaci fce shoduje, za¢neme doopravdy
porovnavat Fetézce.
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Neni to ale néjaka hloupost? Muze nam vibec takovato konstrukce pomoci?
Neni to tak, ze na spocitani hashovaci funkce z J znakt, potfebujeme téch J znakt
precist, coz je stejné rychlé, jako rovnou fetézce porovnavat? PouZijeme trik, kte-
ry bude spocivat v tom, Ze si zvolime Sikovnou hashovaci funkci. Udélame to tak,
abychom ji mohli pfi posunuti ,,okénka“ o jeden znak doprava v konstantnim case
pfepoéitat. Chceme umét z h(zy ... x;) spoéitat h(xs...xz,41). Na zacatku si tedy
spocitame hash jehly a prvni J-tice znakl sena. Pak jiz jenom posouvame ,okén-
ko“ o jedna, pfepocitame hashovaci funkci a kdyz se shoduje s hashem jehly, tak
porovname. Budeme pfitom véfit tomu, Ze pokud se tam jehla nevyskytuje, pak
méme hashovaci funkci natolik rovnomeérnou, Ze pravdépodobnost toho, Ze se piesto
strefime do hashe jehly, je 1/N. Jinymi slovy jenom v jednom z fadové N piipadi
budeme porovnavat falesné — tedy provedeme porovnani a vyjde ndm, ze vysledek
je neshoda. V primérném pripadé tedy muzeme stlacit slozitost az témér k linearni.

Podivejme se ted na primérnou ¢asovou slozitost. Budeme urdité potiebovat
¢as na projiti jehly a sena. Navic stravime néjaky ¢as nad faleSnymi porovnénimi,
kterych bude v priméru na kazdy N-ty znak sena jedno porovnani s jehlou — te-
dy SJ/N, pticemz N miizeme zvolit dost velké na to, abychom tento ¢len dostali
pod néjakou rozumnou konstantu... Nakonec budeme potfebovat jedno porovnani
na kazdy opravdovy vyskyt, éemuz se nevyhneme. Pripoc¢teme tedy jesté J- fvyskyti.
Dostavame tedy: O(J + S + SJ/N + J- tvyskyti).

Zbyva malickost — totiz kde vzit hashovaci funkci, ktera toto vSe spliuje. Jednu
si ukadzeme. Bude to vlastné takovy hezky polynom:

J
h(zy...z;) = (sz -p‘]I> mod N.
I=1

Jinak zapsano se tedy jedna o:
(1 -p" P4y p’ 2+ .. +xs-p°) mod N.

Po posunuti okénka o jedna chceme dostat:

(22 p! Vs p? P s pt s 'po) mod N.
Kdyz se ale podivame na Cleny téchto dvou polynomi, zjistime, Ze se 1isi jen o malo.
Pivodni polynom staci prenasobit p, odecist prvni ¢len s 1 a naopak pric¢ist chybéjici
¢len xy41. Dostavame tedy:

h(za...z541) =@ -h(z1...25) — 21 -p‘]—l—xJ_H) mod N.
Prepocitani hashovaci funkce tedy neni nic jiného, nez prendsobeni té minulé p,
odecteni néjakého nasobku toho znaku, ktery vypadl z okénka, a pfi¢teni toho zna-

ku, o ktery se okénko posunulo. Pokud tedy mame k dispozici aritmetické operace
v konstantnim case, zvlddneme konstantné prepocitévat i hashovaci funkci.
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Tato hashovaci funkce se dokonce nejen hezky pocita, ale dokonce se i opravdu
yhezky“ chové (tedy ,rozumné“ ndhodné), pokud zvolime vhodné p. To bychom méli
zvolit tak, aby bylo rozhodné nesoudélné s N — tedy NSD(p, N) = 1. Aby se ndm
navic dobfe projevilo modulo obsazené v hashovaci funkci, mélo by byt p relativné
velké (lze dopocitat, Ze optimum je mezi 2/3 - N a 3/4- N). S takto zvolenym p
se tato hashovaci funkce chova velmi pfiznivé a v praxi ma cely algoritmus takika
linedrni ¢asovou slozitost (primérnou).

Hledani vice retézcua najednou

na algoritmus, ktery si poradi i s vice nez jednou jehlou. Méjme tedy jehly ¢; ... ¢y,
a jejich délky J; = |¢;]. Déle budeme potfebovat seno o délky S = |o].

Predtim, nez se pustime do vlastniho vyhledavaciho algoritmu, mozna bychom
si méli ujasnit, co vlastné bude jeho vystupem. U problému hledani jedné jehly to
bylo jasné — byla to néjakd mnozina pozic v sené, na kterych zacinaly vyskyty jehly.
Jak tomu ale bude zde? Sice bychom také mohli vratit pouze mnozinu pozic, ale my
budeme chtit malicko vic. Budeme totiz chtit védét i to, ktera jehla se na které pozici
vyskytuje. Vystup tedy bude vypadat nasledovné: V = {(¢,7) | ofi : i + J;] = ¢ }.

Zde se vSak skryva jedna drobné zrada. Budeme se asi muset vzdat nadéje,
ze najdeme algoritmus, jehoz slozitost je linedrni v celkové délce vSech jehel a sena.
Vystup totiz mize byt delsi nez linedrni. Mtze se ndm klidné stat, ze na jedné pozici
v sené se bude vyskytovat vice ruznych jehel — pokud bude jedna jehla prefixem jiné
(coz jsme nikde nezakédzali), tak méme povinnost ohlasit oba vyskyty. Vzhledem
k tomu budeme hledat takovy algoritmus, ktery bude linearni v délce vstupu plus
délce vystupu, coz je evidentné to nejlepsi, ¢eho miizeme dosdhnout.

Algoritmus, ktery si nyni ukdzeme, vymysleli nékdy v roce 1975 pan Aho a pani
Corasickové. Bude to takové zobecnéni Knuthova-Morrisova-Prattova algoritmu.

Algoritmus Aho-Corasickova

Opét se budeme snazit sestrojit néjaky vyhleddvaci automat a néjakym zpi-
sobem tento automat pouzit k prochézeni sena. Podivejme se nejprve na ptiklad.
Budeme chtit vyhledavat tato slova: ara, bar, arab, baraba, barbara. Méjme tedy
téchto pét jehel a rozmysleme si, jak by vypadal néjaky automat, ktery by tato slova
umél zatim jenom rozpoznavat. Pro jedno slovo automat vypadal jako cesta, zde uz
to bude strom. (viz obrazek).

Navic budeme muset do automatu zanést, kde néjaké slovo konéi. V ptivodnim
automatu pro jedno slovo to bylo jednoduché — ono jedno jediné slovo odpovidalo
poslednimu vrcholu cesty. Tady se vSak slova mohou vyskytovat vicekrat a koncit
nejenom v listech ale i v néjakém vnitinim vrcholu (coZ se stane tehdy, pokud je jedno
hledané slovo prefixem jiného hledaného slova). Formélné to nebudeme dokazovat,
ale snadno nahlédneme, Ze listy stromu odpovidaji hledanym sloviim, ale opac¢né to
neplati.

Dale bychom méli do automatu pfidat zpétné hrany. Jejich definice bude tplné
stejné jako u automatu pro hledani jednoho slova. Jinymi slovy z kazdého stavu ptjde
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A R
A/ \B
B A
A R
O

&
A O\B
R A
A R
A/ \B
B A
A R
[ ]

Vyhledavaci automat s konci slov.

zpétna hrana do nejdelsiho vlastniho suffixu, ktery je stavem. Cili kdyz budeme mit
néjaké jméno stavu, budeme se ho snazit co nejméné (ale alesponl o znak) zkrétit
zleva, abychom zase dostali jméno stavu. Z korene — prazdného stavu — pak evidentné
zadné zpétna hrana nepovede.

Zbyva nam jesté si rozmyslet, jakym zptsobem bude nas automat hlasit vystup.
Opét sméfujeme k tomu, aby se automat po prec¢teni néjakého kusu textu nachéazel
ve stavu odpovidajicimu nejdel§imu moZnému suffixu toho textu. Zatimco u hledéni
jediné jehly bylo hlaseni vyskytt jednoduché — kdykoliv jsme se dostali na konec

Prvni, co se nabizi, je vyuzit toho, ze jsme si oznacili néjaké vrcholy, kde hle-
dané slova konci. Co tedy zkusit hlasit vyskyt tohoto slova vzdy, kdyz pfijdeme
do néjakého oznaceného vrcholu? Tento zpisob vSak nefunguje, pokud se uvnit¥
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Vyhledavaci automat se zpétnymi hranami.

nékteré jehly skryva jehla vnofena. Napiiklad po precteni slova bara, ndm nas sou-
Casny automat nerika, ze bychom méli néjaké slovo ohlasit, a pfitom tam evidenté
kon¢i podretézec ara. Stejné tak pokud precteme barbara, uz si nevsimneme toho,
ze tam kon¢i zaroven i ara. Pouhé ,hléSeni te¢ek” tedy nefunguje.

Daéle si mizeme vSimnout toho, Ze vSechna slova, kterd by se méla v daném
stavu hlasit, jsou suffixy jména tohoto stavu. Pfitom vime, Ze zpétna hrana jméno
stavu zkracuje zleva. Takze specidlné vSechny suffixy daného stavu, které jsou také
stavy, se daji najit tak, ze se vydadme po zpétnych hranich do kotfene. Nabizi se tedy
vzdy projit cestu po zpétnych hrandch az do kofene a hlasit vSechny ,,tecky*. Tento
zpusob by nam vsak cely algoritmus znac¢né zpomalil, protoze cesta do korene miize
byt relativné dlouhé, ale tecek na ni obvykle bude maélo.

Mohli bychom také zkusit si pro kazdy stav § predpoéitat mnozinu cache(),
kterd by obsahovala vSechna slova, kterd méame hlasit, kdyz se ve stavu ( nachazime.
Pokud pak do tohoto stavu vstoupime, podivame se na tuto mnozinu a vypiSeme
vSe, co v ni je. Vypis nam bude evidentné trvat linearné k velikosti mnoziny, celkoveé
tedy linearné k velikosti vystupu. Problém je ale ten, Ze jednotlivé cache mohou byt
hodné velké, takze je nestihneme sestrojit v linedrnim ¢ase. (Rozmyslete si ptiklad
slovniku, kdy se to stane.)

To, co nam ale jiz opravdu pomiize, bude zavedeni zkratek. Vsimli jsme si,
ze po zpétnych hranach mizeme projit do kofene a hlasit vSechny nalezené tecky.
Vadilo ndm ale, Ze se muze stat, ze budeme dlouho po cesté chodit a pfi tom Zadné
tecky nenalézat. Zavedeme si proto zkratky k nejblizsi tecce.

Definice (zkratkova hrana): Budeme mit tedy néjakou funkei slovo(3) := slovo, které
konéi ve stavu 8 (nebo @, pokud Zadné takové slovo neni). Dale pak funkci out(3) :=
nejblizsi vrchol dosazZitelny po zpétnych hranach, ¢ili nejdelsi vlastni suffix stavu 3,
v némZ je definovand funkce slovo. Trochu lid$té&ji feceno, ten nejblizsi dosazitelny
vrchol, ve kterém je tecka.
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Po pridani téchto zkratkovych hran jiz mame reprezentaci, ve které opravdu
umime v daném stavu vyjmenovat vSechna slova, kterd mame vypsat, a to v Case
linearnim s tim, kolik téch slov je.

Definice: Vyhleddvaci automat sestavd ze stromu dopfednych hran (vrcholy jsou
prefixy jehel, hrany odpovidaji rozsifeni o pismenko), zpétnych hran (z(3) := nejdelsi
vlastni suffix slova (3, ktery je stavem) a zkratkovych hran.

Automat pak bude na naSem piikladu vypadat takto (zkratkové hrany jsou
znédzornény zelené):

Vyhledavaci automat se zkratkovymi hranami.

Nyni uz ndm zbyva jenom vlastni algoritmus — nejdfiv popiSeme algoritmus,
ktery bude hledat pomoci takového automatu, a potom se pustime do toho, jak se
takovy automat stavi.

Nejprve si nadefinujeme, jak vypada jeden krok automatu. Bude to vlastné né-
jaka funkce, ktera dostane stav a pismenko. Ona nas pak pomoci tohoto pismenka
posune po automatu. (f(«,z) bude dopfedna hrana ze stavu a oznaend pisme-
nem x)

Krok («, x):
1. Dokud f(a,x) = 0 & a # kofen: « — z(a).
2. Pokud f(a,z) #0: o« f(a,z).
3. Vratime vysledek.

Hledani:

1. a < koren.

2. Pro znaky x ze slova o:
3. a «— Krok(a, ).

4. 0 — «
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5 Dokud 8 # 0:

6. Je-li slovo () # 0:

7. Ohlasime slovo(3).
8. B — out(5).

Algoritmus hledani vlastné neni nic jiného, nez prosté projiti po zelenych zkrat-
kovych hranach ze stavu «, ve kterém pravé jsme, a ohlaseni vSeho, co po cesté
najdeme.

V kazdém okamziku se automat nachézi ve stavu, ktery odpovida nejdelsimu
moznému suffixu toho, co jsme uz preCetli. Dikaz tohoto invariantu je stejny ja-
ko u verze automatu pro hledani pouze jedné jehly, nebot vychdzi pouze z definice
zpétnych hran. Podobné nahlédneme, Ze casova slozitost vyhledavaci procedury je
linearni v délce sena plus to, co spotfebujeme na hlaseni vyskytt. Nejprve na chvi-
li zapomeneme, Ze néjaké vyskyty hlasime a spocitdme jenom kroky. Ty mohou
vést dopredu a zpatky. Krok doptfedu prodluzuje jméno stavu o jedna, krok dozadu
zkracuje aspon o jedna. Tudiz kroki dozadu je maximalné tolik, co kroki dopredu
a krokid dopredu je maximalné tolik, kolik je délka sena. VSechny kroky dohromady
tedy trvaji O(S). Hladseni vyskytt pak trva O(S + |V|). Celé hledani tedy trva
linearné v délce vstupu a vystupu.

Zbyva nam uz jen konstrukce automatu. Opét vyuzijeme faktu, Ze zpétna hrana
ze stavu  vede tam, kam by se dostal automat pri hledani 5 bez prvniho pismen-
ka. Takze zase chceme néco, jako simulovat vypocet toho automatu na slovech bez
prvniho pismenka a doufat v to, Ze si vysta¢ime s tou ¢asti automatu, kterou jsme
uz postavili. Tentokrat to vSak nemtzeme délat jedno slovo po druhém, protoze
zpétné hrany mohou vést kfizem mezi jednotlivymi vétvemi automatu. Mohlo by se
nam tedy stat, ze pri hledani néjakého slova potfebujeme zpétnou hranu, ktera vede
do jiného slova, které jsme jesté nezkonstruovali. TakzZe tento postup selze. Mizeme
v8ak vyuzit toho, ze kazda zpétna hrana vede ve stromu alespon o jednu hladinu
vys. Mizeme tak strom konstruovat po hladinach. Lze si to tedy predstavit tak, ze
paralelné spustime vyhledavani vSech slov bez prvnich pismenek a vzdycky udélame
jeden podkrok kazdého z téch hledani, coz ndm da zpétné hrany z dalsiho patra
stromu.

Konstrukce automatu:

—

. Zalozime prazdny strom, r « jeho koten.

. Vlozime do stromu slova ¢ .. . ¢y, nastavime slovo(x).
. 2(r) 0, out(r) < 0.

. Zalozime frontu F a vlozime do ni syny kofene.

Vv € F: z2(v) « r,out(v) « 0.

. Dokud F' # (:

Vybereme u z fronty F.

Pro vsechny syny v vrcholu u:

© 00N U A W

q — Krok(z(u), pismeno na hrané uv).
z(v) < gq.

,_.
e
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11. Pokud slovo(q) # 0, pak out(v) < q.
12. Jinak out(v) «— out(q).
13. Vlozime v do fronty F.

To, ze tento algoritmus zkonstruuje zpétné hrany jak ma, vyplyva z toho, Ze
nedélame nic jiného, nez ze spoustime vypocty po hladindch na vSechna hledana
slova bez prvniho pismenka. Stejné tak to, ze dobéhne v linedrnim case, je taktéz
duasledkem toho, ze efektivné spoustime vSechny tyto vypocty. Jen nékdy udélame
najednou krok dvou ¢ vice vypoétt (napiiklad araba a arbara se poéitaji na zacat-
ku, dokud jsou stejné, jen jednou). Casové slozitost této konstrukce je tedy mensi
nebo rovna souctu ¢asovych slozitosti vypoctt nad vsemi témi slovy. To uz ale vime,
ze je linedrni v celkové délce téchto slov. Konstrukce automatu tedy trva nejvyse
tolik, co hledani vSech ¢;, coz je O(>_, ti).

Véta: Algoritmus Aho-Corasickova najde vSechny vyskyty v case

@) (Z v+ S + ﬁvgjskytd).

Jesté se na zavér zamysleme, jak bychom si takovy automat ukladali do pa-
méti. Uréité se nam bude hodit si stavy néjak oéislovat (tfeba v pofadi, v jakém
budou vznikat). Potom funkce pro zpétné a zkratkové hrany mohou byt reprezento-
vané polem indexovanym ¢islem stavu. Funkce Slovo, ktera fikd, jaké slovo ve stavu
kon¢i, zase mize byt pole indexované stavem, které ndm fekne poradové ¢islo slova
ve slovniku. Pro dopfedné hrany v kazdém vrcholu pak mizeme mit pole indexované
pismenky abecedy, které nam pro kazdé pismenko fekne, bud Ze takovéd hrana neni,
nebo nam fekne, kam tato hrana vede. Je vidét, ze takovéto pole se hodi pro pomérné
malé abecedy. Uz pro abecedu A-Z bude velikosti 26 a z vétSiny bude prazdné, takze
bychom plytvali paméti. V praxi se proto ¢asto pouziva hashovaci tabulka. Pripad-
né bychom mohli mit i jen jednu velkou spole¢nou hashovaci tabulku, kterda bude
reprezentovat funkci celou, ve které budou zahashované dvojice (stav, pismenko).
Téchto dvojic je evidentné tolik, kolik hran stromu, ¢ili linearné s velikosti slovniku,
a je to asi nejkompaktnéjsi reprezentace.
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