3. Goldbergﬁv algoritmus (zapsala Markéta Popelovd)

Predstavime si novy algoritmus pro hledani maximéalniho toku v siti, ktery
se ukaze byt stejné dobry jako Dinictiv algoritmus (O(MN?)) a po nékolika vylep-
Senich bude i lepsi. Nejdfive si pfipomernime definice, které budeme potiebovat:
Definice: Mé&jme sit S = (V, E, z, s, ¢), tok f a libovolny vrchol v. Pak f2(v) nazj-
vame prebytek ve vrcholu v a definujeme ho takto:

fAw) = fluw) = Y flou).

uwveE vu€EE

Prebytek ve vrcholu v je tedy soucet vSeho, co do vrcholu v pfitece, minus soucet
v8eho, co z v odtece.

Definice: Dale pro libovolnou hranu uv € E definujeme jeji rezervu nasledovné:

r(uwv) = c(uwv) — f(uv) + f(vu).

Rezerva hrany znadi, co jesté je mozno po této hrané poslat.
Poznamka: Déale budeme oznacovat pismenem N pocet vrcholli a M pocet hran,
tedy N =|V|a M = |E|.

Goldberguv algoritmus na rozdil od Dinicova algoritmu zac¢ind s ohodnocenim
hran, které pravdépodobné neni tokem (budeme ho nazyvat vina), a postupné ho
zmensSuje az na korektni tok.

Definice: Funkce f : E — R{ je vina v siti (V, F, 2, s,¢) tehdy, kdyz jsou splnény
nasledujici dvé podminky:

1. Ve € E: f(e) < ¢(e) (vlna na hrané nepfekroéi kapacitu hrany)

2. Vv € V\ {z,s}: f2(v) >0 (piebytek ve vrcholu je nezéporny).
Pozorovani: Kazdy tok f je také vina, ale opacné to obvykle platit nemusi.
Operace: Prevedent prebytku

Algoritmus bude potfebovat prevadét prebytky z vrcholu u na sousedni vr-
chol v. Mé&jme hranu wv s kladnou rezervou r(uv) > 0 a kladnym pfebytkem ve vr-
cholu u: f2(u) > 0. Cast prebytku budeme chtit poslat z vrcholu u do vrcholu v.

Vezmeme 0 := min(f* (u),7(uv)) a po hrané uv posleme tok o velikosti §. Vysledna
situace bude vypadat nasledovné:

o f"2(u) = f2(u) - 6.
o f2(v) = fA(v) +4.
o r'(uv) = r(uv) — 4.
o ' (vu) = r(vu) + 4.

Kdybychom ovSem neptidali zdAdnou jinou podminku, nas algoritmus by se mohl
krasné zacyklit (napf. posilat pfebytek z u do v a zase zpétky). Abychom se tomu
vyhnuli, zavedeme vysku vrcholu h : V. — N a dovolime pfevadét pfebytek pouze
z vy$§iho vrcholu u na nizsi v: h(u) > h(v).
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Shrnuti: Podminky pro pfevedeni piebytku po hrané uv € E:

1. Ve vrcholu u je nenulovy piebytek: f2(u) > 0.
2. Vrchol u je vys nez vrchol v: h(u) > h(v).
3. Hrana uwv mé nenulovou rezervu: r(uv) > 0.

Operace: Pro vrchol u € V' definujme zvednuti vrcholu: Pokud béhem vypoctu nara-
zime ve vrcholu u na prebytek, ktery nelze nikam prevést, zvétsime vysku vrcholu u
o jednicku, tj. h(u) «— h(u) + 1.

Algoritmus (Goldberguv)

1. Yo € V : h(v) < 0 (vSem vrcholiim nastavime pocdteéni vysku nula)
a h(z) < N (zdroj zvedneme do vysky N).

2.Ye € E : f(e) <« 0 (po hranich nejdiive nenechdme protékat nic)
aVzu € E : f(zu) < c(zu) (ze zdroje pustime maximalni moznou
vinu).

3. Dokud Ju € V' \ {z,s} : fA(u) > 0:

4. Pokud Jv € V :wv € E, r(uv) > 0 a h(u) > h(v), pak pievedeme

prebytek po hrané z u do v.
5. V opa¢ném piipadé zvedneme u: h(u) — h(u) + 1.
6. Vratime tok f jako vysledek.

Nyni bude nasledovat nékolik lemmat a invarianti, jimiz dokédzeme spravnost a Ca-
sovou slozitost Goldbergova algoritmu.

Invariant A (zakladni):

1. Funkce f je v kazdém kroku algoritmu vlna.
2. h(v) nikdy neklesa pro zadné v.
3. h(z) = N a h(s) = 0 po celou dobu béhu algoritmu.

Diikaz: Indukci dle poétu prichodi cyklem (3. — 5. krok algoritmu).

Na zacétku je vSe v pofadku (f je nulova funkce, pfebytky vSech vrchold jsou
nezaporné, tedy f je vlna, h(z) = N a h(s) = 0). V pribéhu se tyto hodnoty meéni
pouze pri:

® Prevedeni po hrané uv: Po hrané uv se neposle vice nez jeji rezerva. Pre-
bytek u se snizi, ale nejméné na nulu. Pfebytek v se zvysi. Tedy f zustava
vlnou. Vysky se neméni.

® Zvednuti vrcholu u: Méni pouze vysky — a to vrchold raznych od zdroje

¢i stoku — a pouze se zvySuji. Q
Invariant S (o Spadu): Neexistuje hrana uwv € E : r(uv) > 0 & h(u) > h(v) +1
(s kladnou rezervou a spaddem vétsim nez jedna).

Diikaz: Indukci dle béhu algoritmu.

Na zacatku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu nulovou a vSechny ostatni
vedou mezi vrcholy s vyskou 0. V pribéhu by se tento invariant mohl pokazit pouze
dvéma zpusoby:

2 2010-02-09



® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uv s kladnou rezervou a spa-
dem 1. Tento pfipad nemfize nastat, nebot hranu zveddme pouze tehdy,
kdyz neexistuje vrchol v takovy, ze hrana uv ma kladnou rezervu a spad
alespon 1. Takovy vrchol v nasem piipadé existuje, proto se misto zvednuti
vrcholu u posle prebytek po hrané uv.

® Zvétsenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemuze na-
stat, nebot rezervu bychom mohli zvétsit jediné tak, ze bychom poslali
néco v protisméru — a to nesmime, jelikoz bychom poslali prebytek z niz-
§iho vrcholu na vyssi. Q

Definice: Cestu P nazveme nenasycenou, pokud vSechny jeji hrany maji kladnou
rezervu. Neboli Ve € P : r(e) > 0.

Lemma K (o Korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, je f maximalni tok.

Diikaz: Dikaz rozlozme do dvou kroku. Nejdiive ukazeme, Ze f je tok, a pak jeho
maximalitu.

1. Necht se algoritmus zastavil. Pak nemohl existovat zadny vrchol v (kromé
zdroje a stoku) s kladnym ptebytkem. Tedy Vv € V' \ {z,s}: f2(v) = 0.
(Vime jiz, ze f je po celou dobu vlna, takze piebytek nemtze byt nikdy
zaporny.) V tom piipadé spliiuje f podminky toku.

2. Pro spor predpokladejme, Ze tok f neni maximalni. Pak existuje nenasy-
cend cesta ze zdroje do stoku. Vezméme si libovolnou takovou cestu. Zdroj
je stale ve vysce N a spotiebi¢ ve vysce 0 (viz invariant A). Tato cesta
tedy prekonava vysku N, ale mize mit nejvyse N — 1 hran. Proto existuje
alesponi jedna hrana se spadem alespon 2. Tato hrana tedy nemiize mit
kladnou rezervu (viz invariant S). Tato cesta proto nemtzZe byt zlepSujici,
coz je spor. Tim jsme dokazali, ze f je nutné maximalni tok. Q@

Lemma C (Cesta): Mé&jme vrchol v € V. Pokud f2(v) > 0, pak existuje nenasycen4
cesta z vrcholu v do zdroje.

Drikaz: Provrcholv € Vs f2(v) > 0 definujme mnozinu A := {u € V : 3 nenasycen4
cesta z v do u}.

Sectéme prebytky ve vSech vrcholech mnoziny A. Piebytek kazdého vrcholu
se spocita jako soucet tokil do néj vstupujicich minus soucet tokil z néj vystupujicich.
Vsechny hrany, jejichz oba vrcholy lezi v A, se jednou pfi¢tou a jednou odectou. Proto
nas budou zajimat pouze hrany mezi A a V' \ A.

> A = > f(ab) — > flab) < o.

ueA abeEN((V\A)x A) abeEEN(Ax (V\A))

=0 >0
Ukazme si, pro¢ je prvni svorka rovna nule. Mé&jme vrcholya e V\ Aabe A
takové, ze ab € E. O nich vime, Ze r(ba) = 0 (jinak by a patfilo do A) = f(ba) =
¢(ba) = f(ab) = 0. Proto do A nic nepfitéka.
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Obréazek k dikazu lemmatu C

Pro¢ je druhd svorka nezapornd, je zfejmé, nebot tok na hrané je vzdy neza-
porny a soucet nezapornych ¢isel je nezaporné cislo.

Proto } ,ca 2 (u) <0. Zéaroven viak v A je asponi jeden vrchol s kladnym
prebytkem, totiz v, proto v A musi byt také vrchol se zapornym prebytkem — a jediny
takovy je zdroj. Tim je dokdzano, ze z € A, tedy Ze vede nenasycend cesta z vrcholu v
do zdroje. @

Invariant V (Vyska): Vo € V plati h(v) < 2N.

Dikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2N, tak by musel byt nékdy
zvednut z visky 2N. Tehdy musel mit kladny piebytek f2(v) > 0 (jinak by nemohl
byt zvednut). Dle lemmatu C musela existovat nenasycend cesta z v do zdroje. Tato
cesta méla spad alespoit N, ale mohla mit nejvySe N — 1 hran (jinak by to nebyla
cesta v siti na N vrcholech). Tudiz musela na této cesté existovat hrana se spddem
alespoii 2, coz je spor s invariantem S (nebot vSechny hrany této cesty maji z definice
nenasycené cesty kladné rezervy). Q@

Lemma Z (poéet Zvednuti): Pocet vSech zvednuti je maximalng 2V2.

Diikaz: Staci si uvédomit, ze kazdy vrchol mtizeme zvednout maximalné 2N-krat
a vrchold je N. Q

Ted nam jesté zbyva urdit podet provedenych prevedeni. Bude se ndm hodit,
kdyz pfevedeni rozdélime na dva druhy:

Definice: Rekneme, 7e pievedeni je nasycené, pokud po pievodu rezerva na hrané uv
klesla na nulu, tedy r(uv) = 0. V opa¢ném piipadé je nenasycené, a tehdy uréité
klesne ptebytek ve vrcholu u na nulu, tedy f®(u) = 0 (pii nasyceném pievedeni
se to ale muZe stat také).

Lemma S (naSycena pfevedeni): Pocet vSech nasycenych pfevedeni je nejvys NM.

Diikaz: Pro kazdou hranu uv spoéitejme poéet nasycenych prevedeni (tedy takovych
prevedeni, Ze po nich klesne rezerva hrany na nulu). Abychom dvakrat nasycené
prevedli pfebytek (nebo jeho ¢ast) z vrcholu u do vrcholu v, tak jsme museli u
mezitim alespon dvakrat zvednout:

Po prvnim nasyceném pievedeni z vrcholu v do vrcholu v se vynulovala rezerva
hrany wv. Uvédomme si, Ze pfi této operaci muselo byt u vyse nez v, a dokonce vime,
7e bylo vyse piesné o 1 (viz lemma S). Po této hrané tedy nemiizeme uZ nic vice
prevést. Aby doslo k druhému nasycenému prevedeni z v do v, musime nejprve
opét zvysit rezervu hrany wv. Jediny zptisob, jak toho lze dosdhnout, je prevést
¢ast prebytku z v zpéatky do u. K tomu se musi v dostat (alespoii o 1) vySe nez u.
Po preliti bude rezerva uwv opét kladna. A abychom provedli nasycené pirevedeni
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znovu ve sméru z u do v, musime zase u dostat (alespoii o 1) vySe nez v. Proto
musime wu alespon o 2 zvednout — nejprve na uroven v a pak jesté o 1 vyse.

Ukazali jsme si tedy, Zze mezi kazdymi dvéma nasycenymi prevedenimi jsme
vrchol u zvedli alespon dvakrat. Nicméné libovolnou hranu miizeme zvednout nej-
vyse 2N-krat (viz invariant V). VSech hran je M, tudiZ poéet vSech nasycenych
prevedeni je nejvyse N M. Q
Lemma N (Nenasycen4 p¥evedeni): Pocet vSech nenasycenych prevedeni je O(N2M).
Diikaz: Dukaz provedeme pomoci potencidlové metody — nadefinujme si nasledujici
funkci jako potencial:

o= Z h(v).

v:fA (v)>0
v#£z,8

Nyni se podivejme, jak se nas potencidl béhem algoritmu vyviji a jaké ma vlastnosti:
® Na pocatku je & = 0.
e Béhem celého algoritmu je ® > 0, nebot je souétem nezapornych ¢lent.
e Zvednuti vrcholu zvysi @ o jedni¢ku (Aby byl vrchol zvednut, musel mit
kladny piebytek = vrchol do sumy jiz pfispival, ted jen prispéje ¢islem
o 1 vy$sim.). Jiz vime, Ze za cely priubéh algoritmu je vSech zvednuti
maximalné 2N2, proto zvedanim vrchol@ zvysime potencidl dohromady
nejvyse o 2N2.
e Nasycené pievedeni zvysi @ nejvyse o 2V, protoze bud po pfevodu hra-
nou wv v u zustal néjaky prebytek, takze se mohl potencial zvysit nejvyse
o h(v) < 2N, nebo je pfebytek v u po pfevodu nulovy a potencial se dokon-
ce o jedna snizil. Za cely pribéh tak dojde k maximalné N M takovymto
pFevedenim, diky nimZ se potencial zvy$i maximélné o 2N2M.
® Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu ur-
¢ité odecteme vysku vrcholu u (nebot se vynuluje pfebytek ve vrcholu )
a mozna pricteme vysku vrcholu v. Jenze h(v) = h(u) — 1, a proto nena-
sycené prevedeni potencidl vzdy snizi alespon o jedna.
7 tohoto rozboru chovani potencidlu ® v pribéhu algoritmu ziskdvame, Ze pocet
vSech nenasycenych prevedeni miize byt nejvyse 2N2 + 2N2M, coz je O(N?M). Q©
Implementace:

Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholi v # z, s s kladnym pfebytkem.
Neboli
P={veV\{zs}| f2(v) >0}

Kdyz ménime prebytek néjakého vrcholu, miZeme nas seznam v konstantnim case
aktualizovat (nap¥. tak, ze si kazdy vrchol pamatuje pozici, na které v seznamu P je).
V konstantnim case také umime odpovédeét, zda existuje né€jaky vrchol s prebytkem.

Déle si pro kazdy vrchol u € V budeme pamatovat L(u)-seznam hran wv € E
takovych, které vedou doli (maji spdd alesponi 1) a kladnou rezervu. Neboli

Lu)={we E|veV, r(uv) >0, h(v) < h(u)}.
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Diky tomu muZeme pFistupovat k patfiénym sousediim u v ¢ase O(1), stejné jako
pfidavat hrany do L(u), resp. je mazat. Opét kazda hrana si bude pamatovat pozici,
na které se nachéazi v seznamu L.

Rozbor Casové sloZitosti algoritmu:

1.
2.
3.

5.

Inicializace vysek ... O(N).
Inicializace viny f ... O(M).
Vybér vrcholu u s kladnym prebytkem — vezmeme prvni vrchol v P ...

O(1).

. Vybér vrcholu v, do kterého vede z u hrana s kladnou rezervou a ktery je

niZe nez u — vezmeme prvni hranu z L(u) ... O(1).
Prevedeni prebytku: ... O(1).
- Nasycené prevedeni ... O(1).
- Rezerva hrany uv klesne na nulu = hrana uv vy-
padne z L(u) ... O(1).
- Prebytek vrcholu v se zvysi = pokud jesté nebyl
v seznamu P, tak se tam pfidd ... O(1).
- Pfebytek vrcholu v mozné také klesne na nulu =
pak by vrchol u vypadnul z P ... O(1).
- Nenasycené prevedeni ... O(1).
- Rezerva hrany uv zstane nezadporna = hrana uv
zustane v L(u) ... O(1).
- Vynuluje se prebytek vrcholu v = vrchol v vypad-

nez P ... O(1).
- Pfebytek vrcholu v se zvysi = pokud jesté nebyl
v seznamu P, tak se tam pfidd ... O(1).

Zvednuti vrcholu u ... O(N).

Musime obejit vSechny hrany do u a z u, kterych je nejvyse 2N — 2,
porovnat vysky a p¥ipadné tyto hrany wv odebrat ze seznamu L(v) resp.
pridat do L(u). Abychom pro odebrani hrany uv ze seznamu L(v) nemuseli
prochdzet cely seznam, budeme si Vu € V pamatovat jests L=1(u) :=
seznam ukazateld na hrany uv v seznamech L(v).

Vidime, ze kazdé zvednuti je sice drahé, ale je jich zase pomérné malo. Naopak

prevadéni prebytki je castd operace, takze je vyhodné, ze trva konstantni cas.
Shrnuti:

® Viech zvednuti je O(N?) (viz lemma Z), kazdé trva O(N) ... O(N3).
® Vsech nasycenych ptevedeni je O(NM) (viz lemma S), kazdé trva O(1)

... O(NM).

e Viech nenasycenych pievedeni je O(N2M) (viz lemma N), kazdé trva

0Q) ... O(N?M).
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Dohromady mé tedy Goldbergtiv algoritmus ¢asovou slozitost O(N2M). Vi-
dime, Ze uz v tomto obecném pripadé to neni horsi nez Diniciv algoritmus. Pristé
si ukdZzeme, Ze muze mit i mnohem lepsi. Nejdiive ale zformulujme vSechna dokézana
tvrzeni do nasledujici véty:

Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximélni tok v dase O(N2M).

Pozorovani: Pokud bychom volili vzdy nejvyssi z vrcholt s piebytkem, tak by se mohl
algoritmus chovat 1épe. Podivejme se na to pozornéji a vylepSeny Goldebrgtuv algo-
ritmus ozna¢me G’.

Algoritmus (VylepSeny Goldberguav algoritmus)

1. Yo € V : h(v) < 0 (vSem vrcholiim nastavime pocéteéni vysku nula)
a h(z) < N (zdroj zvedneme do vysky N).

2.Ye € E : f(e) < 0 (po hranich nejdfive nenechame protékat nic)
aVzu € E : f(zu) < c(zu) (ze zdroje pustime maximalni moznou
vinu).

3. Dokud Ju € V' \ {z,s} : f2(u) > 0:

4. Vybereme z vrcholt s prebytkem ten s nejvyssi vyskou, oznacime

ho w.
5. Pokud v € V : wv € E, r(uwv) > 0 a h(u) > h(v), pak
prevedeme prebytek po hrané z u do v.
6. V opaé¢ném piipadé zvedneme u: h(u) — h(u) + 1.
7. Vratime tok f jako vysledek.

Rozmysleme si, o kolik bude vylepseny algoritmus G’ lepsi nez ten puvodni.
Ten piivodni mél éasovou slozitost O(N2M) a prevladal ¢len, ktery odpovidal nena-
sycenym pievedenim. Zkusme tedy pravé pocet nenasycenych prevedeni odhadnout
ve vylepSeném algoritmu o néco tésnéji.
Lemma N’ (Nenasycena pievedeni): Algoritmus G’ provede O(N?3) nenasycenych
prevedeni.

Diikaz: Dokazovat budeme opét pomoci potencidlové metody. Zadefinujme si poten-
cial nejuyssi hladinu s prebytkem:

H :=max{h(v) |v # 2,5 & f2(v) > 0}.

Rozdélime béh algoritmu na faze. Kazda faze konci tim, Ze se H zméni. Jak se muze
zménit? Bud se H zvysi, coz znamend, Ze néjaky vrchol s prebytkem v nejvyssi
hladiné byl o 1 zvednut, nebo se H snizi. My vime, ze zvednuti je v celém algoritmu
O(N?). Zéaroven si mizeme uvédomit, ze H je nezaporny potencial, kdy snizeni
i zvySeni ho zméni o 1, tedy pocet sniZeni bude stejny jako pocet zvyseni, a proto
obojtho je O(N?). Tudiz pocet fazi je také O(N?).

Je dulezité, ze béhem jedné faze provedeme nejvyse jedno nenasycené prevedeni
z kazdého vrcholu. Po kazdém nenasyceném prevedeni po hrané uv se totiz vynuluje
prebytek v u a aby se provedlo dalsi nenasycené prevedeni z vrcholu u, muselo by
nejdfive byt co prevadét. Muselo by tedy do u néco pritéci. My ale vime, ze prevadime
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pouze shora dolt a u je v nejvyssi hladiné (to zajisti pravé to vylepseni algoritmu),
tedy nejdrive by musel byt néjaky jiny vrchol zvednut. Tim by se ale zménilo H
a skondila by tato faze.

Proto pocet vSech nenasycenych pfevedeni béhem jedné faze je nejvyse V.
A jiz jsme dokdzali, Ze fazi je O(N?). Tedy pocet viech nenasycenych pievedeni
je O(N?3). v

Tento odhad je hezky, ale stale neni tésny a algoritmus se chova 1épe. Dokazme

Lemma N” (Nenasycena prevedeni): Pocet nenasycenych pievedeni je O(N2v/M).
Poznamka: Tato ¢asova slozitost je vyhodné napiiklad pro ridké grafy. Ty maji totiz
pomérné maly pocet hran.

Diikaz: Rozdélme si faze na dva druhy: laciné a drahé podle toho, kolik se v nich
provede nenasycenych prevedeni. Zvolme si néjaké nezaporné K. Zatim nebudeme
urcovat jeho hodnotu. Uvidime, Ze ¢asova slozitost algoritmu bude zavisld na tomto
parametru K. Proto jeho hodnotu zvolime az pozdéji a to tak, aby byla slozitost co
nejnizsi.

Laciné faze budou ty, béhem nichz se provede nejvyse K nenasycenych preve-
deni. Drahé faze budou ty ostatni, tedy takové, béhem nichz se provede vice jak K
nenasycenych pfrevedeni.

Ted potfebujeme odhadnout, kolik nds budou stat oba typy fazi. Za¢néme s té-
mi jednodussimi — s lacinymi. Vime, Ze vSech faz{ je O(N?). Téch lacinych bude
tedy urcité také O(N?). Nenasycenych prevedeni se béhem jedné laciné faze prove-
de nejvice K. Tedy celkem se béhem lacinych fazi provede O(N?K) nenasycenych
prevedeni.

Pro pocet nenasycenych prevedeni v drahych fazich si zavedme novy potencial
definovany nésledovné:

p(v)
P = —
>

v#£2z,S

2 (v)#£0

kde p(v) je pocet takovych vrchola u, které nejsou vyse nez v. Neboli
p(v) = {u e V [ h(u) < h(v)}].

Tedy plati, ze p(v) je vidy nezédporné a nejvyse mé hodnotu N. Déle vime, ze ®
bude vzdy nezdporné (nebot je to soucet nezapornych ¢lent) a nejvyse bude nabyvat
hodnoty N72 Rozmysleme si, jak ndm ovlivni tento potencidl nase tfi operace:

e Zvednuti: Za kazdy zvednuty vrchol pfibude nejvyse % (tento vrchol
miZe byt nadzvednut nejvyse nad vSechny ostatni vrcholy) a moZzné néco
ubude (napf. kdyz vrchol vyzvedneme na troveii k ostatnim).

e Nasycené prevedeni po hrané uv: Muze vynulovat pfebytek ve vrcho-
lu u, pak se ® snizi. Mize zvysit piebytek ve v z nuly, pak se ® zvysi. Ale
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nejvyse se zvysi o %, nebot do ® pribude jen jeden séitanec za vrchol v

a ten prispéje nejvyse hodnotou % (pod nim muze byt nejvice N vrchold).
¢ Nenasycena prevedeni po hrané uv v drahych fézich: Tato operace
vynuluje piebytek v u, tedy ® klesne alespoii o 5 ( ). Zaroveii mize zZvysit

prebytek ve v z nuly, ale ® stoupne nejvyse o %). Celkem tedy ® klesne

alespoti o 2(W—p(®) ) p(v)

Uvédomme si, Zze pokud pfevadime po hrané wv, tak plati, ze h(u) = h(v) + 1.
Pak p(u) — p(v) je pfesné pocet vrcholii na hlading H. Téch je alespoii tolik, kolik je
nenasycenych prevedeni béhem jedné féze (to jsme dokézali jiz v lemmatu N’), a my
jsme si zadefinovali, Ze v drahé fazi je pocet nenasycenych prevedeni alespon K.
Tedy p(u) — p(v) > K. Proto béhem jednoho nenasyceného pievedeni ® klesne
alespon o % = 1. Nenasycena pfevedeni potencial nezvysuji.

Potencial ® se miize zvétsit pouze pri operacich zvednuti a nasycené prevedeni.
Zvednuti se provede celkem O(N?) a kazdé zvysi potencial nejvyse o % Nasycenych
prevedeni se provede celkem O(NM) a kazdé zvysi potencidl taktéz nejvyse o %
Celkem se tedy ® zvysi nejvyse o

N, o, N N3 N2M
E(’)(N)+E(’)(NM)_(’)(7+ I )

Ted vyuzijeme toho, zZe ® je nezaporny potencial, tedy kdyz kazdé nenasycené
prevdeni v drahe fazi snizi ® alespori o 1, tak vSech nenasycenych pifevdeni v drahych
fazich je O(5- . KM ). Uz jsme ukdzali, Ze nenasycenych pfevedni v lacinych fazich
je O(N?K). Proto celkem vsech nenasycenych pievedeni je

N3 N2M N2M
NQF, ZVQK
O( K K ) O( K )

(nebot pro souvislé grafy plati, ze M > N = N2M > N3). A my chceme, aby jich
bylo co nejméné. Tato funkce ma minimum tehdy, kdyz N2K = & ZM ,Gili K = VM.

Proto viech nenasycenych pievedeni je O(N2vM). @
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