2. Dinictv algoritmus (zapsala Markéta Popelovd)

Na minulé prednasce jsme si ukézali Forduv-Fulkersoniiv algoritmus. Tento
algoritmus hledal maximalni tok tak, Ze zacal s tokem nulovym a postupné ho zvét-
Soval. Pro kazdé zvétseni potfeboval v siti najit cestu, na které maji vsechny hrany
kladnou rezervu (po takovéto cesté muzZeme poslat vice, nez po ni aktudlné tece).
Ukéazali jsme, Ze pokud takovato cesta existuje, jde tok vylepsit (zvétsit). Zaroven
pokud tok jde vylepsit, pak takovato cesta existuje. Dokézali jsme, ze pro racionalni
kapacity je algoritmus konecny a najde maximalni tok.

Fordtv-Fulkersontiv algoritmus ma ovSem znac¢né nevyhody. Funguje pouze
pro racionalni kapacity a je pomérné pomaly. Nyni si ukazeme jiny algoritmus, kte-
ry nevylepSuje tok pomoci cest, ale pomoci tok. .. Budeme k tomu potfebovat sit
rezerv.

Definice: Sit rezerv k toku f vsiti S = (V, E, z,s,¢) jesit R = (S, f) = (V, E, z,s,71),
kde r(e) je rezerva hrany e v toku f.
Konvence: Pro hranu e znad ‘€ hranu opa¢nou. Napi. pokud e = uv, tak ‘€ = vu.

Je dtlezité si uvédomit, ze sif rezerv je zavisld jak na puvodni siti S, tak
na néjakém toku f v siti S. Sif rezerv R se pak od sité S lisi pouze kapacitami

— sif R mé jako kapacitu hrany rezervu hrany v ptvodni siti. Pro pfipomenuti:
rezervu hrany e v siti S = (V, E, z,s,¢) s tokem f jsme si definovali jako r(e) =

c(e) — f(e) + ().
Nez si ukdzeme samotny algoritmus, dokazeme si nasledujici lemma.
Lemma: Pro kazdy tok f v siti S a pro kazdy tok g v siti R = (S, f) lze v ¢ase O(m)
nalézt tok f' v siti S takovy, ze |f'| = |f] + |g]-
Dikaz:

Dtikaz rozdélime do t¥{ krokidl. V prvnim kroku si ukdzeme, jak budeme tok f’
v siti S konstruovat. V druhém kroku dokazeme, ze takto zkonstruované f’ je oprav-
du tok. A nakonec ukaZeme, Ze spliiuje pozadovanou vlastnost, tedy Ze jeho velikost
je soucet velikosti toku f a g.

1. konstrukce f’
Pro kazdou dvojici hran e, ‘€ uréime f’(e) a f'(‘€) nasledovné:
e Pokud g(e) = g(‘€) = 0, pak nastavme:
* f'(e) := fle)
e f'(e) = f(%e).
e Pokud g(e) > 0 a g(‘€) = 0, pak polozme:

:= min(g(e), f(‘€)),
‘(e) := fle) +gle) — ¢,
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e Pokud g(e) > 0 a g(€) > 0, pak odec¢teme od toku g cirkulaci po cyklu
tvoreném hranami e a ‘e :

* §:=min(g(e), g(e)),
* g'(e) :==g(e) — 0,
e g'(€):=g(e) -0

Tok ¢’ nyni spada pod néktery z predchozich pfipadd, které uz umime
vytesit.
2. f' je tok
1. Nejdfive ovéfme prvni podminku: Ve € E : 0 < f(e) < c¢(e). Vezméme

libovolnou hranu e € E. Podle toho, co tece po hranich e a ‘€ v toku g,
jsme rozdélili konstrukci toku na tfi pripady:

1. Pokud po hranich e a ‘€ netekl Zadny tok g, pak jsme nasta-
vili f'(e) := f(e) a f'(*€) := f('@). Tedy pokud f dodrzoval
kapacity, tak pro f’ musi platit to samé.

2. Pokud po hraneé e tekl tok g nenulovy a po opac¢né nulovy, tak
jsme zvolili: f/'(e) := f(e)+g(e) —e. Vime, Ze jsme si € vybrali
tak, ze £ < g(e). Proto f'(e) > 0.

Ted ovéfme, Ze f'(e) < c(e). V piipadé, ze ¢ = g(e), tak
f'(e) = f(e) < c(e). V opacném piipadé plati, ze ¢ = f(‘€).
Pak ovsem

f'(e) = fle) +g(e) — f(T) <
< fe) +[ele) — fle) + f(@)] = f(%e) = c(e)-

Vyuzili jsme, Ze g je tok v siti rezerv, tedy g(e) < c(e) — f(e)+
fe).

Pro tok f/'(*e) plati, ze e < f(€). Proto f'(*e) = f(*&€)—e >
0. Zaroveii f'(€) < f(*€) < c¢(€).

Tim jsme dokézali, ze f'(e) 1 f/(‘€") dodrzuji kapacity.

3. V poslednim piipadé tekl po obou hranach kladny tok g. Mensi
tok z g(e) a g(‘€) jsme vynulovali a od vétsiho odecetli ten
mensi. Tok ¢'(e) a ¢'(‘€) tedy zistal korektni a tok f' uz
konstruujeme podle predchoziho pripadu.

2. Ted musime jesté dokazat, ze novy tok neporusuje Kirchhoffovy zédkony:
Yo € V\{zs}: f2(v) =0.

Vezméme si libovolnou hranu e = uv € E. Uvédomme si, ze pfi pfechodu
z f(e) na f'(e) az f(*€) na f/(€) bylo:

- f2(u) sniZeno o g(e)

- fA(v) zvyseno o g(e).
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Secteme-li tpravy na vSech hranach, dostaneme:

R = Ao+ Y glw) = Y glou) =

wuveEE uvueEE

= f2) + g7 (v) — g~ (v) = FA(v) + g% (v).
Jelikoz f byl tok, tak f2(v) = 0 a jelikoz g byl tok, tak g (v) = 0. Proto
f2 () = f2 () + g%(v) = 0.

Tim jsme dokazali, ze f’ je tok v siti S.

311 =1f1+ gl
Pouzijme vztah pro soucet prebytku z predchoziho kroku:

/| = £2(s) = f2(s) + 9% () = | f] + Igl.
Q©

Pro algoritmus budeme potfebovat vybirat kvalitni toky g v siti rezerv. Pokud
se nam to bude dafit, bude se tok f’ rychle zvétSovat, aZz bychom mohli dojit k maxi-
malnimu toku. Nejlépe by se nam hodily co nejvétsi toky v siti rezerv. Kdybychom
si dali za cil najit vzdy maximalni tok v siti rezerv, vysledek by byl sice krasny
(dostali bychom tak rovnou i maximalni tok v ptivodni siti), ale problém hledani
maximéalniho toku bychom pouze pfenesli na jinou sif. Nase pozadavky na tento
tok budou tedy takové, aby byl dostatecné velky, ale abychom béhem jeho hleda-
ni nestravili moc ¢asu. Podivejme se, jak se s timto problémem vyrovna Dinictiv
algoritmus. Nejdrive si ale zadefinujme nékolik pojmu.

Definice: Tok f je blokujici, jestlize pro kazdou orientovanou cestu P ze z do s
existuje hrana e € P takova, ze f(e) = c(e).

Definice: Sit je vrstevnatd (procisténd), kdyz vSechny vrcholy a hrany lezi na nej-
kratsich cestach ze z do s.

Diniciiv algoritmus za¢ina s nulovym tokem. Potom vzdy podle toku f sestroji
sit rezerv a v ni vymaze hrany s nulovou rezervou. Pokud v této promazané siti
rezerv neexistuje cesta ze zdroje do stoku, tak skonéi a prohlasi tok f za maximalni.
Jinak prodisti sit rezerv tak, aby se z ni stala vrstevnata sit (rozdéli vrcholy do vrstev
podle vzdalenosti od zdroje a odstrani pfebyteéné hrany). Ve vrstevnaté siti najde
blokujici tok, pomoci néhoz zlepsi tok f. Pak opét pokracuje sestrojenim sité rezerv
na tomto vylepseném toku f atd.

Procisténa sit rozdélend do vrstev
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Algoritmus (Dinicuv)

1. f < nulovy tok.

. Sestrojime sit rezerv R a smazeme e : r(e) = 0.
. I «— délka nejkratsi cesty ze z do s v R.

. Pokud [ = oo, zastavime se a vratime f.

. Procistime sit R — sit C.

. g < blokujici tok v C.

. Zlepsime tok f pomoci g.

. GOTO 2.

0 N O U W N

Pozorovani: Pokud se algoritmus zastavi, vyda maximalni tok.

Dikaz: Vime, Ze f je stale korektni tok (jediné, jak ho ménime je pfi¢itani toku g,
coZ je, jak jsme si dokdzali, ,neskodnd operace“). Jakmile neexistuje cesta ze z do s
v R, tak je f maximdlni tok, nebof v tuto dobu by se zastavil (a vydal maximalni
tok) i Fordtv-Fulkersontv algoritmus, ktery je korektni. Q

A ted je$té musime ujasnit, jak budeme Cistit sit rezerv a vybirat blokujici
tok g.

Algoritmus procisténi sité rezerv

1. Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdalenosti od z.

2. Odstranime vrstvy za s (tedy vrcholy, které jsou od z vzdalenéjsi
ne7 s), hrany do minulych vrstev a hrany uvnitf vrstev.

3. Odstranime ,slepé ulicky, tedy vrcholy s deg®*(v) = 0, a to opa-
kované pomoci fronty. (Nejdiive zafadime do fronty vSechny vrcholy
s deg®(v) = 0. Pak dokud neni fronta prazdna, vidy vybereme vr-
chol v z fronty, odstranime v a vSechny hrany uv. Pro kazdy takovy
vrchol u zkontrolujeme, zda se tim nesnizil vystupni stupen vrcholu u
na nulu (deg®*(u) = 0). Pokud snizil, tak ho zafadime do fronty.)

Neprocisténa sif. Obsahuje zpétné hrany, hrany uvnit¥ vrstvy a slepé ulicky.

Hledani blokujiciho toku zacneme s tokem nulovym. Pak vezmeme vzdy ori-
entovanou cestu ze zdroje do stoku v siti C. V této cesté najdeme hranu s nejnizsi
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hodnotou vyrazu r(e) — g(e) (neboli ¢(e) — f(e) v pivodni siti). Tuto hodnotu ozna-
C¢ime . Pak ke vSem hrandm na této cesté pricteme e. Pokud tok g na néjaké
hrané dosdhne kapacity hrany, coz je zde r(e), tak hranu vymaZeme. Nésledné sit
docistime, aby spliiovala podminky vrstevnaté sité. A pokud jesté existuje néjaka
orientovand cesta ze zdroje do stoku, tak opét pokracujeme s touto cestou.

Algoritmus hledani blokujiciho toku

1. g < nulovy tok.
2. Dokud existuje orientovana cesta P ze z do s v C, opakuj:

3. € « min.ep(r(e) — g(e)).

4 ProVee P:g(e) < g(e) +¢.

5. Pokud g(e) = r(e), smazeme e z C.
6 Dogcistime sif zase pomoci fronty.

Casova slozitost Rozeberme si jednotlivé kroky algoritmu.

1.

. Sestrojeni sité rezerv a smazani hran s nulovou rezervou ...O(m + n).

QU = W N

Inicializace toku f ...O(m).

. Najiti nejkratsi cesty (prohledavénim do §itky) ... O(m + n).
. Zkontrolovani délky nejkratsi cesty ...O(1).
. Prodisténi sité ... O(m + n).

1. Rozdéleni vrchold do vrstev — provedlo jiz prohledévani do sif-
ky ...O(1).

2. Odstranéni nékterych hran ... O(m + n).

3. Odstranéni ,slepych uli¢ek” pomoci fronty — kazdou hranu od-
stranime nejvyse jedenkrat, kazdy vrchol se dostane do fronty
nejvyse jedenkrét ... O(m + n).

. Najiti blokujiciho toku g ... O(m - n).

1. Inicializace toku g ...O(m).

2. Najiti orientované cesty v procisténé siti rezerv (sta¢i vzit li-
bovolnou cestu ze zdroje, nebot kazda z nich v této siti vede
do stoku) ...O(n).

3. Vybér minima z vyrazu r(e) — g(e) pres vSechny hrany cesty
— ta muze byt dlouhd nejvyse n ... O(n).

4. Pfepocitani vsech hran cesty ... O(n).

5. Smazani hran cesty, jejichz tok g(e) se zvysil na hodnotu r(e)

6. Docistovani vyfesme zvI4st.

Vnitini cyklus (kroky 2 az 6) provedeme nejvyse m krat, nebot pii kazdém

pruchodu vymazeme alespoii jednu hranu (tak jsme si volili €).

Cisténi béhem celého hledani blokujiciho toku ¢ v procisténé siti rezerv
trva dohromady O(m+n), nebot kazdou hranu a vrchol smazeme nejvyse

jedenkrat.
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Najiti blokujiciho toku bude tedy trvat O(m - n + (m +n)) = O(m - n).
7. ZlepSeni toku f pomoci toku g ...O(m).
8. Skok na 2. krok ...O(1).

Zbyva nadm jen uréit, kolikrdt projdeme vnéjsim cyklem (fazi). Dokézeme si lem-
ma, 7ze hodnota [ vzroste mezi prichody vnéjsim cyklem (fazemi) alespori o 1. Z toho
plyne, ze vnéjsim cyklem mutZeme projit nejvyse n-krat, nebot cesta v siti na n vr-
cholech miize byt dlouha nejvyse n.

Uvédomme si, Ze uvniti vnéjsiho cyklu prevlada ¢len O(m - n), takze celkova
¢asova slozitost bude O(n? - m).

Lemma: Hodnota [ (délka nejkratsi cesty ze z do s v proci§téné siti) vzroste mezi
fazemi alespon o 1.

Dukaz:

Podivame se na priibéh jednoho priichodu vnéjsim cyklem. Délku aktualné nej-
kratsi cesty ze zdroje do stoku oznac¢me [. Vsechny ptivodni cesty délky [ se béhem
priichodu zarucené nasyti, protoze tok g je blokujici. Musime vSak dokazat, ze ne-
mohou vzniknout zadné nové cesty délky [ nebo mensi. V siti rezerv totiz mohou
hrany nejen ubyvat, ale i pfibyvat: pokud posleme tok po hrané, po které jesté nic
neteklo, tak v protisméru z dosud nulové rezervy vyrobime nenulovou. Rozmysleme
si tedy, jaké hrany mohou ptibyvat.

Hrany mohou pfibyvat jen tehdy, kdyZ jsme po opac¢né hrané néco poslali. Ale
my néco posilame po hranach pouze z vrstvy do té nasledujici. Hrany tedy pribyvaji
do minulé vrstvy.

Vznikem novych hran by proto mohly vzniknout nové cesty ze zdroje do stoku,
které pouzivaji zpétné hrany. Jenze cesta ze zdroje do stoku, kterd pouzije zpétnou
hranu, musi alespon jednou skoc¢it o vrstvu zpét a nikdy nemtze skocit o vice nez
jednu vrstvu dopredu, a proto je jeji délka alespon [+ 2. Pokud cesta novou zpétnou
hranu nepouzije, ma bud délku > I, coz je v pofadku, nebo mé délku = I, pak je
zablokovana.

Tim je lemma dokdzano. V)

Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Vsechna dokézana tvrzeni mtzeme shrnout do nasledujici véty:
Véta: Dinictiv algoritmus najde maximélni tok v éase O(n? - m).

Poznamka: Algoritmus se chova hezky na sitich s malymi celo¢iselnymi kapacitami,
ale kupodivu i na rfiznych jinych sitich. Casto se pouziva, nebot se chova efektivné.
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Vv

A je mnoho zpisobii, jak ho jesté vylepSovat, ¢i odhadovat nizsi slozitost na speci-
alnich sitich.

Poznamka: Algoritmus nevyzaduje racionélni kapacity! Dalsi z dtivodi, pro¢ maxi-
malni tok existuje i v siti s iracionalnimi kapacitami.
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