; ; ) (zapsali F. Kaémarik, R. Krivdk, D. Remis
11. NP-aplné problémy wMichal Kozik, Vojta Tima)

Dosud jsme zkoumali problémy, které se nas ptaly na to, jestli néco existu-
je. Napriklad jsme dostali formuli a problém splnitelnosti se nas ptal, zda existuje
ohodnoceni proménnych takové, Ze formule plati. Nebo v pfipadé nezavislych mnozin
jsme dostali graf a ¢islo k a ptali jsme se, jestli v grafu existuje nezavisld mnozina,
ktera obsahuje alespori k vrcholti. Tyto otazky mély spolecné to, ze kdyz nam nékdo
napovédél néjaky objekt, uméli jsme efektivné Fici, zda je to ten, ktery hledame. Na-
priklad pokud dostaneme ohodnoceni proménnych logické formule, staci jen dosadit
a spocitat, kde formule dé true nebo false. Zjistit, Ze né&jaky objekt je ten, ktery
hleddme, umime efektivné. Tézké na tom je takovy objekt najit. Coz vede k definici
obecnych vyhledavacich problému, kterym se fika t¥ida problému NP. Nadefinujeme
si ji poradné, ale nejdfive zacneme trosicku jednodussi t¥idou.

Definice: P je trida rozhodovacich problémi, které jsou reSitelné v polynomidlnim
dase. Jinak feceno, problém L € P < 3 polynom f a 3 algoritmus A takovy, Ze
Vo : L(z) = A(z) a A(x) dobéhne v ¢ase O(f(x)).

Trida P tedy odpovida tomu, o ¢em jsme se shodli, ze umime efektivné resit.
Nadefinujme nyni t¥idu NP:

Definice: NP je trida rozhodovacich problémi takovych, ze L € NP praveé tehdy, kdyz
3 problém K € P a 3 polynom g takovy, Ze pro Vz plati L(z) = 1 < 3 nipovéda
y: |yl < g(]z|) a soucasné K(x,y) = 1.

Pozorovani: Splnitelnost logickych formuli je v NP. Stadi si totiz nechat napovédét,
jak ohodnotit jednotlivé proménné a pak ovérit, jestli je formule splnéna. Napovéda
je polynomiédlné velkd (dokonce linedrné), splnéni zkontrolujeme také v linedrnim
dase. Odpovime tedy ano pravé tehdy, existuje-li nipovéda, kterd nas presvéddi, ¢ili
pokud je formule splnitelna.

Pozorovani: Tiida P lezi uvnitt NP. V podstaté fikame, Ze kdyZ mame problém, ktery
umime Fesit v polynomialnim ¢ase bez napovédy, tak to zvladneme v polynomidlnim
Case i s napovédou.

Problémy z minulé pfednasky jsou vSechny v NP (napf. pro nezdvislou mnozinu
je onou napovédou pfimo mnozina vrcholi deklarujici nezavislost), o jejich pfislus-

nosti do P ale nevime nic. Brzy ukazeme, Ze to jsou v jistém smyslu nejtézsi problémy
v NP. Nadefinujme si:

Definice: Problém L je NP-tézky pravé tehdy, kdyz je na néj prevoditelny kazdy
problém z NP (viz definici pfevodii z minulé pfednésky).

Rozmyslete si, ze pokud umime Fesit néjaky NP-tézky problém v polynomialnim
Case, pak umime vyfesit v polynomialnim case vSe v NP, a tedy P = NP.

My se budeme zabyvat problémy, které jsou NP-tézké a samotné jsou v NP.
Takovym problémim se ¥ika NP-tiplné.

Definice: Problém L je NP-uplny pravé tehdy, kdyz L je NP-tézky a L € NP.
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NP-tplné problémy jsou tedy ve své podstaté nejtézsi problémy, které lezi
v NP. Kdybychom umeéli vyfesit néjaky NP-tiplny problém v polynomialnim ca-
se, pak vSechno v NP je feSitelné v polynomidlnim case. Bohuzel to, jestli néjaky
NP-tplny problém lze fesit v polynomialnim case, se nevi. Otazka, jestli P = NP, je
asi nejznaméjsi otevieny problém v celé teoretické informatice.

Kde ale né€jaky NP-tuplny problém vzit? K tomu se nam bude velice hodit
nasledujici véta:

Véta (Cookova): SAT je NP-tplny.

Diikaz je zna¢né technicky, pfiblizné ho naznacime pozdéji. P¥imym dusledkem Co-
okovy véty je, ze cokoli v NP je pfevoditelné na SAT. K dokazovani NP-tplnosti
dalsich problémt pouzijeme nasledujici véticku:

Véticka: Pokud problém L je NP-tuplny a L se da prevést na néjaky problém M € NP,
pak M je také NP-uplny.

Diikaz: Tuto véticku staci dokazat pro NP-tézkost, NP-tplnost plyne okamzité z to-
ho, Ze problémy jsou NP-tézké a lezi v NP (podle pfedpokladu).

Vime, ze L se da prevést na M néjakou funkci f. Jelikoz L je NP-uplny, pak pro
kazdy problém @ € NP existuje néjaka funkce g, kterd prevede ) na L. Staci tedy
slozit funkci f s funkci g, ¢imz ziskdme funkci pracujici opét v polynomidlnim case,
ktera prevede ) na M. Kazdy problém z NP se tedy da pfevést na problém M. ©
Dusledek: Cokoliv, na co jsme uméli prevést SAT, je také NP-tplné. Naptiklad ne-
zévisld mnozina, ruzné varianty SATu, klika v grafu ...

Jak takova tfida NP vypada? Predstavme si vSechny problémy tiidy NP, ja-

koby sefazené shora dolu podle obtiznosti problému (tedy navzdor gravitaci), kde
porovnani dvou problému uréuje prevoditelnost (viz obrazek).

NP
Struktura t¥idy NP

Obecné mohou nastat dvé situace, protoze nevime, jestli P = NP. Jestli ano,
pak vSechno je jedna a ta sama t¥ida. To by bylo v nékterych pripadech nepraktické,
napi. kazd $ifra by byla jednoduse rozlustitelna. (% Jestli ne, NP-tiplné problémy
urcité nelezi v P, takze P a NP-tuplné problémy jsou dvé disjunktni ¢asti NP. Také

(1) Poznamka o sifrach — libovolnou funkei vyéislitelnou v polynomialnim ¢ase
bychom uméli v polynomialnim c¢ase také invertovat.
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se d& dokézat (to délat nebudeme, ale je dobré to védét), ze jesté néco lezi mezi
nimi, tedy Ze existuje problém, ktery je v NP, neni v P a neni NP-uplny (dokonce
je takovych problémt nekoneéné mnoho, v nekonecéné t¥idéch).
Katalog NP-tplnych problému
Ukazeme si nékolik zakladnich NP-uplnych probléma. O nékterych jsme to
dokézali na minulé prednasce, o dalsich si to dokdZeme nyni, zbylym se na zoubek
podivame na cvic¢enich.
® [ogicke:
e SAT (splnitelnost logickych formuli v CNF)
e 3-SAT (kazd4 klauzule obsahuje max. 3 literaly)
® 3.3-SAT (anavic kazda proménna se vyskytuje nejvyse tiikrat)
e SAT pro obecné formule (nejen CNF)
e Obvodovy SAT (neni to formule, ale obvod)
® grafove:
e Nezavisla mnozina (existuje mnoZina alespoii k vrchola tako-
vé, ze zadné dva nejsou propojeny hranou?)
¢ Klika (existuje tplny podgraf na k vrcholech?)
¢ 3D péarovani (tfi mnoziny se zadanymi trojicemi, existuje tako-
va mnozina disjunktnich trojic, ve které jsou vSechny prvky?)
e Barveni grafu (lze obarvit vrcholy k barvami tak, aby vrcho-
ly stejné barvy nebyly nikdy spojeny hranou? NP-uplné uz
pro k = 3)
e Hamiltonovska cesta (cesta obsahujici véechny vrcholy [pravé
jednou])
e Hamiltonovska kruznice (kruZnice, kterd navstivi vSechny vr-
choly [pravé jednou))
® (iselné:
e Batoh (nejjednodussi verze: ddna mnozZina &isel, zjistit, zda
existuje podmnozina se zadanym souctem)
e Batoh — optimalizace (podobné jako u pfedchoziho problému,
ale misto mnoziny ¢isel mame mnozinu predmétt s vahami a
cenami, chceme co nejdrazsi podmnozinu jejiz vaha nepiesdh-
ne zadanou kapacitu batohu)
e Loupeznici (lze rozdélit danou mnoZinu ¢&isel na dvé podmno-
Ziny se stejnym sou¢tem)
e Ax = b (soustava celodislenych linedrnich rovnic; 2; mohou byt
pouze 0 nebo 1; NP-tplné i pokud A;; € {0,1} a b; € {0,1})
e Celoc¢iselné linedrni programovéani (existuje vektor nezapor-
nych celoéisenych x takovy, ze Az < b ?)

Nyni si ukdZzeme, jak pfevést SAT na néjaky problém. Kdyz chceme ukazat, ze
na néco se da prevést SAT, potfebujeme obvykle dvé véci: konstrukci, ktera bude
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simulovat proménné, tedy néco, co nabyva dvou stavi true/false; a néco, co bude
reprezentovat klauzule a umi zaridit, aby kazda klauzule byla splnéna alespori jednou
proménnou. Rozsifme tedy nas katalog problémii o nasledujici:

3D parovani (3D matching)

Vstup: THi mnoziny, napt. K (kluci), H (holky), Z (zvifatka) a mnozina T' kompa-
tibilnich trojic (téch, ktefi se spolu snesou), tj. T C K x H x Z.

Vystup: Perfektni podmnozina trojic P C K x H x Z — tj. takovd podmnozina trojic,
7e Vke KApeP:kep)ANVheHIpeP:hepANNVz€ZIpeP:z€p) -
tedy kazdy byl vybran pravé jednou.

Ukazeme, jak na 3D-parovani prevést 3,3-SAT

Uvazujme takovouto konfiguraci:

Z,

4 zviratka, 2 kluci, 2 divky a 4 trojice, které ozna¢ime A, B,C, D. Jesté pfedpo-
kladame, ze zviratka se mohou tcastnit néjakych jinych trojic, ale tito ¢tyfi lidé se
vyskytuji pouze v téchto ¢tyrech trojicich a nikde jinde. VSimneme si, Ze existuji
pravé dvé moznosti, jak tento obrézek sparovat. Abychom spérovali kluka ki, tak
si musime vybrat A nebo B. KdyZ si vybereme A, k; i dy uZ jsou sparovani takze
si nesmime vybrat B ani D. Pak jedind moznost, jak sparovat dy a ko je C. Jedna
moznost je tedy vybrat si A a C' a jelikoz je obrazek symetricky, tak kdyz vybereme
misto A trojici B, dostaneme B a D. Vzdy si tedy vybereme dvé protéjsi trojice
v obrazku.

Tyto konfigurace budeme pouZivat k reprezentaci proménnych. Pro kazdou pro-
meénnou si nakreslime takovy obrazek a to, Ze A bude sparované s C, bude odpovidat
tomu, ze x = 1, a sparovani B a D bude odpovidat x = 0. Pokud jsme pouzili A
a C, zvitata se sudymi ¢isly, tj. zo a z4, horni a dolni, jsou nesparovana a pokud
jsme pouzili B a D, zvifatka z; a z3 zlstala nesparovana. Pfes tato nesparovana
zvifatka muzeme predavat informaci, jestli proménnd x mé hodnotu ¢rue nebo false
do dalsich ¢asti vstupu.

Zbyva vymyslet, jak reprezentovat klauzule. Klauzule jsou trojice popt. dvojice
literald, napt. kK = (z Vy V —r), kde potfebujeme zajistit, aby x bylo nastavené na
1 nebo y bylo nastavené na 1 nebo r na 0.
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z; z; z;

Pro takovouto klauzuli si pofidime dvojici kluk-divka, ktefi budou figurovat ve tfech
trojicich se tfemi rtznymi zviratky, coz maji byt volna zviratka z obrazkd pro pfi-
slugné proménné (podle toho, mé-li se proménna vyskytnout s negaci nebo ne).
A zafidime to tak, aby kazdé zvifatko bylo pouzité maximalné v jedné takové troji-
ci, coz jde proto, ze kazdy literal se vyskytuje maximalné dvakrat a pro kazdy literal
méame dvé volnd zvifatka, z cehoz plyne, ze zvifatek je dost pro vSechny klauzule.
Pro dvojice se postupuje obdobné.

Jesté nam ale urcité zbude 2p — k zviratek, kde p je pocet proménnych, k
pocet klauzuli — kazda proménna vyrobi 4 zviratka, klauzule zbasti jedno a samotné
ohodnoceni 2 zviratka — tak pridame jesté 2p—k para kluk-dévce, ktefi miluji vSechna
zviratka, a ti vytvofi zbyvajici trojice.

Pokud formule byla splnitelna, pak ze spliiujiciho ohodnoceni miZeme vyro-
bit parovani s nasi konstrukci. Obrazek pro kazdou proménnou sparujeme podle
ohodnoceni, tj. proménna je 0 nebo 1 a pro kazdou klauzuli si vybereme nékterou
z proménnych, kterymi je ta klauzule splnéna. Funguje to ale i opa¢né: Kdyz nam
nékdo da parovani v nasi konstrukci, pak z ného dokazeme vyrobit splnujici ohodno-
ceni dané formule. Podivame se, v jakém stavu je proménné, a to je vSechno. Z toho,
Ze jsou spravné sparované klauzule, uz okamzité vime, ze jsou vSechny splnéné.

Zbyva ovérit, ze nase redukce funguje v polynomialnim c¢ase. Pro kazdou klau-
zuli spotifebujeme konstantné mnoho casu, 2p—k je také polynomialné mnoho a kdyz
vSe seCteme, mame polynomidlni ¢as vzhledem k velikosti vstupni formule. Tim je
pfevod hotovy a mtzeme 3D-parovani zafadit mezi NP-uplné problémy.

Naznak dukazu Cookovy véty

Abychom mohli budovat teorii NP-tiplnosti, potfebujeme alespon jeden pro-
blém, o kterém dokazeme, zZe je NP-tplny, z definice. Cookova véta fika o NP-uplnosti
SAT-u, ale ndm se to hodi dokézat o trosku jiném problému — obvodovém SAT-u.

Obvodovy SAT je splnitelnost, kterd nepracuje s formulemi, ale s booleovskymi obvo-
dy (hradlovymi sitémi). Kazda formule se d4 pfepsat do booleovského obvodu, ktery
ji pocita, takze dava smysl zavést splnitelnost i pro obvody. Nase obvody budou mit
néjaké vstupy a jenom jeden vystup. Budeme se ptat, jestli se vstupy tohoto obvodu
daji nastavit tak, abychom na vystupu dostali true.

Nejprve dokazeme NP-tiplnost obvodového SAT-u a pak ukdzeme, Ze se da prevést na
obycejny SAT v CNF. Tim bude ditkaz Cookovy véty hotovy. Za¢néme s pomocnym
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lemmatem.

Lemma: Nechf L je problém v P. Potom existuje polynom p a algoritmus, ktery pro
Vn > 0 spoéte v ¢ase p(n) hradlovou sit Bn s n vstupy a 1 vystupem takovou, ze
Va € {0,1}™: Bn(z) = L(z).

Diikaz: Naznakem. Na zakladé zkusSenosti z Principtii pocitact intuitivné chapeme
pocitace jako néjaké slozité booleovské obvody, jejichz stav se méni v ¢ase. Uvazme
tedy néjaky problém L € P a polynomialni algoritmus, ktery ho fesi. Pro vstup
velikosti n dob&hne v ¢ase T polynomidlnim v n a spotfebuje O(T) bunék paméti.
Sta¢i ndm tedy ,pocitac¢ s paméti velkou O(T)¥, coz je néjaky booleovsky obvod
velikosti polynomidlni v T, a tedy i v n. Vyvoj v Case oSetfime tak, Ze sestrojime T
kopii tohoto obvodu, kazda z nich bude odpovidat jednomu kroku vypoctu a bude
propojena s ,minulou” a ,budouci“ kopii. Tim sestrojime booleovsky obvod, ktery

bude Fesit problém L pro vstupy velikosti n a bude polynomialné velky vzhledem
k n.

Poznamka: Pro ditkaz nasledujici véty si dovolime drobnou tpravu v definici t¥idy
NP. Budeme chtit, aby napovéda méla pevnou velikost, zavislou pouze na velikosti
vstupu (tedy: |y| = g(J=|) namisto |y| < g(|z|)). Pro¢ je takova tiprava BUNO?
Jisté€ si dovedete predstavit, ze ptivodni ndpovédu doplnime na pozadovanou délku
néjakymi ,mezerami“, které program ignoruje. (Tedy upravime program tak, aby
mu nevadilo, Ze dostane na konci ndpovédy néjak kédované mezery.)

Véta: Obvodovy SAT je NP-tplny.

Diikaz: Mame tedy néjaky problém L z NP a chceme dokazat, ze L se da pievést
na obvodovy SAT (tj. NP-tézkost). Kdyz nam nékdo pfedlozi néjaky vstup z (cha-
peme jako posloupnost 1,2, ..., T, ), spo¢itdme velikost napovédy g(n). Vime, Ze
kontrolni algoritmus K (ktery kontroluje, zda ndpovéda je spravné) je v P. Vyuzije-
me predchozi lemma, abychom ziskali obvod, ktery pro konkrétni velikost vstupu x
pocita to, co kontrolni algoritmus K. Na vstupu tohoto obvodu bude = (vstup pro-
blému L) a nadpovéda y. Na vystupu ndm Fekne, jestli je ndpovéda spravna. Velikost
vstupu tohoto obvodu bude tedy p(g(n)), coz je také polynom.

fix(x)l ly

obvod pro
K

ll/O

V tomto obvodu zafixujeme vstup z (na mista vstupu dosadime konkrétni hodnoty
z x). Tim ziskdme obvod, jehoZ vstup je jen y a ptdme se, zda za y miZeme dosadit
néjaké hodnoty tak, aby na vystupu bylo true. Jinymi slovy, ptame se, zda je tento
obvod splnitelny.

Pro libovolny problém z NP tak dokéaZeme sestrojit funkci, kterd pro kazdy vstup x
v polynomialnim case vytvofi obvod, ktery je splnitelny pravé tehdy, kdyz odpo-
véd tohoto problému na vstup z ma byt true. Tedy libovolny problém z NP se da
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v polynomidlnim ¢ase pfevést na obvodovy SAT.

Obvodovy SAT je v NP trividlné — staéi si nechat poradit vstup, sif topologicky
setfidit a v tomto poradi pocitat hodnoty hradel. Q

Lemma: Obvodovy SAT se da prevést na 3-SAT.

Diikaz: Budeme postupné budovat formuli v konjunktivni norméalni formé. Kazdy
booleovsky obvod se da prevést v polynomidlnim ¢ase na ekvivalentni obvod, ve kte-
rém se vyskytuji jen hradla AND a NOT, takze staci najit klauzule odpovidajici témto
hradlim. Pro kazdé hradlo v obvodu zavedeme novou proménnou popisujici jeho
vystup. Pridame klauzule, které nam kontroluji, Ze toto hradlo méme ohodnocené
konzistentné.

Prevod hradla NOT: na vstupu hradla budeme mit néjakou proménnou z (ktera pfisla
budto pfimo ze vstupu toho celého obvodu nebo je to proménnd, kterd vznikla na
vystupu néjakého hradla) a na vystupu proménnou y. P¥iddme klauzule, které nam
zaruli, ze jedna proménné bude negaci té druhé:

lx

"

Prevod hradla AND: Hradlo méa vstupy z,y a vystup z. Potfebujeme pridat klauzule,
které nam popisuji, jak se ma hradlo AND chovat. Tyto vztahy prepiSseme do kon-
junktivni normalni formy:

(z Vy),
(- V -y).

X1y
r&y=z (zV -z V-y)
= oz (mzVa) u
-y = -z (mzVy) 5

Kdyz chceme prevadét obvodovy SAT na 3-SAT, obvod nejdfive pielozime na takovy,
ve kterém jsou jen hradla AND a NOT, a pak hradla tohoto obvodu pielozime na
klauzule. Formule vznikla z takovychto klauzuli je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je
splnitelny dany obvod. Prevod pracuje v polynomialnim case. @

Poznamka: Kdyz jsme zavadéli SAT, omezili jsme se jen na formule, které jsou
v konjunktivni normélni formé (CNF). Ted uz vime, Ze splnitelnost obecné boo-
leovské formule dokadzeme prevést na obvodovou splnitelnost a tu pak pfevést na
3-SAT. Opacny prevod je samoziejmé trividlni, takZze obecny SAT je ve skutecnosti
ekvivalentni s nasim ,standardnim“ SATem pro CNF.
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