Kapitola 1

Uvod

1.1 Jaké kédy?

Reknéme nejprve, jaké kédovani nds v tomto textu bude zajimat a jaké ne. K
jistému druhu kédovani maji vztah naptiklad nasledujici pojmy:

o Kryptografie, ktera pouziva Sifrovani dat pro zajisténi jejich bezpecného
prenosu. Té se nebudeme vénovat vibec.

e Komprese dat, tedy kédovani dat s cilem zmensit jejich objem. Ta je naSemu
zameéreni blize a struéné se o ni zminime.

o Samoopravné kody, které slouzi k detekci a opravovani chyb, vzniklych pti
prenosu dat. Pravé tém se budeme vénovat v celé této prednasce.

1.2 Jednoduchy priklad samoopravného kédu

Predstavme si nasledujici situaci. Potfebujeme poslat urcitda data po telekomu-
nikacni lince, ktera neni prilis spolehliva, takze pii prenosu pravdépodobné vlivem
sumu dojde k fadé chyb. Pro nas je vSak dulezité zajistit, aby piijemce obdrzel
data bez chyb, a za tim tcelem jsme ochotni poslat i néco navic, pokud to pomuze
pripadné chyby eliminovat. Pirenos je vSak drahy, a tak samoziejmé chceme, aby
celkovy objem posilanych dat byl co nejmensi.

Data, ktera odesilame, jsou tvofena posloupnosti n bitd (symbola 0 a 1).
Pfi pfenosu muze u libovolného bitu dojit k chybeé (tj. prijaty bit se lisi od
odeslaného). Pravdépodobnost chyby je u kazdého bitu p. Chyby jsou navzajem
nezavislé.

Posleme-li data bez jakékoli upravy, pak pravdépodobnost, ze budou pfijata
bez chyby, je (1 — p)"™. Dejme tomu pro n = 100 a p = 0.01 je pravdépodobnost
bezchybného piifjmu slabych 37%. Jak ji zvysit? Nejjednodussi zpusob je poslat
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kazdy bit vickrat (feknéme tiikrat) a pfi prijmu pro néj zvolit ‘vétsinovou’ hod-
notu (tedy tu, kterd v pfijaté trojici prevladd). Jinak feceno, bit 0 pii odesilani
kodujeme jako posloupnost 000 a bit 1 jako posloupnost 111. Pti piijmu pak
trojice dekodujeme podle pravidel

000, 001,010, 100 — 0,
111,110,101,011 — 1.

Spocitejme pravdépodobnost spravného dekdédovani. Jednotlivy bit se spravné
dekdduje prave tehdy, kdyz pri pfenosu ptislusné trojice nastane nejvyse jedna
chyba, a k tomu dojde s pravdépodobnosti

(1—p)*+3p(1—p)* = (1 —p)*(1+2p).

Celou posloupnost se ndm tedy podari bezchybné dekédovat s pravdépodobnosti
(1 = p)*(1 + 2p))", coz pro uvedené hodnoty n a p vychdzi na slusnych 97%.
Cenou, kterou za to platime, je trojndsobny objem posilanych dat.

Jak uvidime déle, v tomto ptikladu jsme vlastné pouzili jisty jednoduchy kéd,
tzv. opakovaci kod délky 3. V této prednéasce se budeme zabyvat existenci kédu,
které umoznuji co nejspolehlivéjsi opravovani chyb a vyzaduji pfitom co nejmensi
narust objemu posilanych dat. Zamérime se i na ruzné kombinatorické aspekty
problému existence takovych kédu.

1.3 Hamminguv kéd ‘H

Priklad ‘kédu’ v minulém oddilu byl az trochu piilis jednoduchy. Ukazme si tedy
jesté jeden priklad, tzv. Hamminguv kéd, ktery v nasi prednasce bude hrat velmi
dulezitou ulohu.

Zkonstruujeme jej pomoci hypergrafu na obr. znamé Fanovy roviny. M& 7
vrcholu (bodu) a 7 hran (primek), pticemz kazda pfimka obsahuje 3 body a kazdé
dvé pifmky se protinaji prdvé v jednom bodé. (Na obr. neni piimka {2,6, 7}

prilis ‘piima’ — je nakreslena jako kruznice.)
Body jsou na tomto obrazku oznaceny cisly 1 az 7. Kazdou mnozinu P C
{1,...,7} muzeme ztotoznit s jejim charakteristickym vektorem, tj. s vektorem

7 nul a jednicek, na jehoz i-té pozici je 1, pravé kdyz ¢ € P. Zminénou piimku
{2,6,7} tedy reprezentuje vektor (0100011). (Casem budeme s témito vektory
pocitat jako s prvky vektorového prostoru F7 nad dvouprvkovym télesem Fs.)
Necht H C F? je mnozina, tvorend charakteristickymi vektory vsech 7 pifmek
a jejich 7 dopliku, a déle dvéma konstantnimi vektory (0...0) a (1...1). Téchto
16 vektoru budeme oznacovat jako kddovd slova; mnozina kédovych slov je kdd,
v nasem pripadé Hamminguv kdéd. (Presnou definici kédu a piibuznych pojmu

podame v oddilu O Hammingovych kédech budeme mluvit v oddilu )



1.3. Hamminguv kod H 3

Obrézek 1.1: Fanova rovina.

N&s kod mé jednu zajimavou vlastnost: kazda dvé kédova slova se 1isi alespon
ve tifech soufadnicich. Plati dokonce silngjsi tvrzeni: pro kazdy vektor z pros-
toru F7 existuje prdve jedno kédové slovo, které se od néj lisf v nejvyse jedné
soufadnici. Ovéfeni ponechdvame na ¢tenafi jako soucdst cviceni [I.3.1} Pro nés
z této vlastnosti plyne dulezity dusledek: pokud se pfi prenosu kodového slova
porusi nejvyse jeden bit, lze jej opravit. Staci totiz vzit jednoznacéné urcené kédové
slovo, které se od prijatého slova lisf jen v jedné soufadnici. (Pokud se porusi vice
bitu, napiiklad vSechny, pak nds samoziejmé tento kéd nezachrani.)

Jak toto pozorovani vyuzit? Vratme se k mnasi n-bitové posloupnosti.
Rozdélime-li ji do bloku o 4 bitech, pak kazdy z téchto bloku je dvojkovym
zapisem néjakého ¢isla ¢ od 0 do 15 a odpovida mu tedy néjaké kodové slovo
v;. NaSe strategie je jednoducha: misto bloku po lince posilat prislusné kédové
slovo.

Naptiklad pro posloupnost 00101110 ziskdme bloky 0010 a 1110, které ve
dvojkovém zéapisu odpovidaji cislim 2 resp. 14. Dejme tomu, ze v naSem
ocislovani je vy = (0110100) a vy4, = (0010111). Odesiland posloupnost tedy
bude 01101000010111. Prijemce nase kédovani zna a z obdrzenych dat dokaze
rekonstruovat puvodni posloupnost 00101110.

Prendsend posloupnost je opét delsi (misto n bitu posilame 7n/4), ale
diky uvedenym vlastnostem naseho kdédu dokdzeme spravné rekonstruovat
kédové slovo, pii jehoz prenosu doslo k nejvyse jedné chybé. To se stane s
pravdépodobnosti

(1—=p)"+7p(1 —p)® = (1 = p)°(1 + 6p),

a protoze kédovych slov je celkem n/4, piijemce data spravné dekdéduje s
pravdépodobnosti

((1 -p)°(1+ Gp))

coz pron = 100 a p = 0.01 ¢inf asi 95%. To je jen o méalo méné nez u opakovaciho
kédu, ale objem posilanych dat je nyni o vice nez tretinu mensi!

n/4 3n n
=(1-p)2 - (1+6p),
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Cviceni

» 1.3.1. (i) Jakym mnozindm bodu Fanovy roviny odpovidaji kédové slova
Hammingova kédu H délky 77

(ii) Ukazte, ze kazdd dvé kdédova slova kédu H se lisi alespon ve tiech
soutradnicich.

(iii) Ukazte, Ze pro kazdy vektor € F} existuje pravé jedno kédové slovo z kédu
H, které se od vektoru x lisi nejvyse v jedné souradnici.

1.4 Kanal, kédovani a dekédovani

Po neformalnim tivodu poddme ponékud presnéjsi popis situace. Necht ¥ =
{S0,...,8m} je koneénd abeceda, tj. mnozina symboli. Slovo délky ¢ je usporadand
(-tice symboli. Mnozinu viech slov délky ¢ znaéime X°.

Popisujeme zarizeni, kterému budeme tikat kandl. Na jednom konci kanalu
stoji odesilatel, na druhém piijemce. Odesilatel ma posloupnost wyws . .. wy zdro-
jovijch slov z mnoziny W C X, kterou potiebuje bez chyby prepravit k pifjemci.
Po kanélu lze posilat symboly z abecedy ¥ (jeden po druhém). Pro kazdou dvo-
jici i, € {0,...,m} je urcena pravdépodobnost p;;, ze pii odeslani symbolu s;
bude piijat symbol s;. Tyto pravdépodobnosti samoziejmé pro kazdé 7, j splnuji

podminky
Zpik = Zpkj =1
k=1 k=1

Prenosy jednotlivych symbolu jsou navzajem nezavislé nahodné procesy.

Pro zvyseni kvality komunikace odesilatel data koduje. Za tim 1icelem pouziva
kod, tj. vhodnou mnozinu slov C' C ¥", a néjakou bijekci 7 : W — C'. Kéd C' i
zobrazeni 7 znd i piijemce. (V nésledujicim nds mnohem vice nez bijekce 7 bude
zajimat kod C'.)

Ma-li odesilatel v imyslu poslat zdrojové slovo w;, odesle misto néj slovo
¢ = w(w;) z kédu C (tzv. odeslané slovo). Piijemce z kandlu obdrzi prijaté
slovd| & Jeho tkolem je toto slovo dekddovat, tj. urcit odesilané slovo c, ze
kterého pak uz snadno rekonstruuje zdrojové slovo m~'(c). Protoze vysledek
prenosu slova ¢ muze teoreticky byt zcela libovolny, dekédovéani se neobejde bez
predpokladu. Obvyklym predpokladem, kterého se budeme drzet v celém tomto
textu, je, ze odeslané slovo ¢ je prijatému slovu nejblizsi ve smyslu Hammin-
govy vzdalenosti, definované v nasledujicim oddilu. Dekédovani s touto hypotézou
se fikd dekddovdni na nejpodobnéjsi slovo (angl. mazimum likelihood decoding).

IN4s popis kandlu je ponékud zjednoduseny v tom ohledu, ze zdrojové, odeslané i piijaté
slovo jsou vSechna nad jednou abecedou X. V literature se nékdy berou v uvahu tii ruzné
abecedy.
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Neni-li v konkrétnim ptipadé tento predpoklad splnén, dojde k nespravnému
dekdédovani. Kéd C' je pro dany kanal tim lepsi, ¢im mensi je pravdépodobnost
poruseni uvedeného predpokladu.

Nejobvyklejsim typem kandlu je binarni symetricky kandl. V tomto pripadé
je ¥ ={0,1}, a ozna¢ime-li symboly s = 0,s; = 1, pak

Po1 =P =P, Poo=Dpi1=1-—p,

kde p € (0,1). Cislo p je tedy pravdépodobnost chyby pii pFenosu jednoho sym-
bolu.

1.5 Kod

Vénujme se nyni pojmu kodu, ktery se jiz objevil v predchéazejicich oddilech. K o/dE|
nad abecedou ¥ je libovolna mnozina C' C X", kde ¢islo n je rovnéz libovolné a
oznacujeme jej jako délku kédu C. Velikost kédu je pocet jeho prvku, tedy |C|.
O prvcich mnoziny X" hovorime jako o slovech, o prvcich kédu C' pak jako o
kodovych slovech.

Napiiklad Hamminguv kéd z oddilu je kéd o délce 7 a velikosti 16 nad
abecedou o velikosti 2. Kédum nad dvouprvkovou abecedou se tika bindrni kody.
abecedami. Kéd nad abecedou o velikosti ¢ je g-drni kod.

Na mnoziné X" je prirozené definovan pojem vzdalenosti. Jsou-li z =
(x1,...,2,) ay = (y1,...,Ys) Prvky mnoziny X", pak jejich (Hammingova)
vzddlenost d(x,y) je pocet vSech soutadnic, kde se 1isi, tedy pocet vsech ¢, pro
kterd je x; # y;. Snadno se ukdze (viz cviceni[L.5.1), Ze d(z,y) je metrika.

Podstatnou vlastnosti Hammingova kédu v nasem piikladu je fakt, ze
vzdalenost kazdé dvojice jeho kédovych slov je alespon 3. Minimadalni vzddlenost
(nebo prosté vzddlenost) kédu C, definovana vztahem

A(C) = min d(z,y),
je dalsim ze zakladnich parametru kédu C.

Cfm vétsi je minimalni vzdélenost, tim vice chyb mize kéd opravovat. Presnéji
feceno, predpoklddejme, ze A(C) je alespon 2t 4+ 1, a ze pii prenosu daného
slova ¢ nastane nejvyse ¢ chyb. Prijaté slovo ¢ vzdy dekédujeme na nejpodobnéjsi
kédové slovo (viz oddﬂ7 tj. na nejblizsi slovo kédu C' vzhledem k Hammingove
vzdalenosti. Takové slovo je za danych predpokladu pravé jedno a je to odeslané
slovo ¢, takze dekédovani probéhne spravné. Proto o kédu C's A(C') > 2t + 1
fikdme, ze ma schopnost opravy t chyb.

Shrinme zékladni parametry kédu C:

2Ptesnéji blokovy kéd (jde o kéd, ve kterém maji viechna slova stejnou délku). Blokové kédy
jsou v teorii kédu nejobvyklejsi, i kdyz se studuje i fada dalsich typu kéda (napt. konvoluéni
kddy). V tomto textu se budeme zabyvat vyluéné blokovymi kédy.
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e délka n,

e velikost |C], misto které ¢asto uvazujeme jeji logaritmus (se zdkladem ¢ =
%)), k = log, |C|,

e minimalni vzdalenost d = A(C).

O kédu s témito parametry hovoﬁmeﬂ jako o (n,k,d)-kddu. Hamminguv kod
z naseho prikladu je tedy (7,4, 3)-k6d. Nezalezi-li na vzdélenosti, hovorime také
o (n, k)-kédu.

K témto tfem parametrum pristupuje jesté ctvrty, velikost abecedy ¢ = |X|.
Je-li potfeba ji rovnéz uvést, pouzivame oznaceni (n, k, d),-kdd.

Hustota kédu C' je podil

Predstavme si pro jednoduchost, ze k je celé ¢islo a ze mnozina zdrojovych slov
je tvorena vsemi slovy délky k nad abecedou . Hustota kédu pak udava pomeér
délky zdrojového a kédového slova, takze 1/a(C') je faktor, o ktery se slova prod-
louzi vlivem koédovani.

Idealni kéd tedy ma co nejvétsi hustotu (takze se slova zakédovanim ‘prilis’ ne-
prodlouzi), ale zaroven ma co nejvétsi minimélni vzdalenost (takze mé schopnost
opravy ‘mnoha’ chyb). Tyto pozadavky jsou do jisté miry protichudné. K nim
v praxi pristupuji dalsi (napf. efektivita dekédovani). Vhodnost pouziti daného
kédu tak silné zavisi na konkrétni situaci.

Dva kody, které se lisi jen poradim symbolu v kédovych slovech, oznacujeme
jako ekvivalentni. Takové dvojice kodu maji v podstatnych ohledech stejné vlast-
nosti a casto mezi nimi nebudeme rozlisovat.

Cviceni

» 1.5.1. Ukazte, ze Hammingova vzdalenost na mnoziné >" je metrika.

1.6 Jednoduché kédy

Nejjednodussim prikladem kodu je totdlni kod X", tvoreny vSemi slovy délky n
nad abecedou X. Ma parametry (n,n,1). Opakovaci kéd Rep,, délky n je (n,1,n)-
kod, slozeny ze vsech slov tvaru (zzz...z), kde z € ¥. Tyto dvé tiidy kédu
predstavuji opacné extrémy, pokud jde o hodnoty £ a d.

Dalsim jednoduchym ptipadem kédu je paritni kod nad abecedou Fy, tvoreny
slovy (z1...2,), pro kterd je > x; = 0 (nase abeceda umoznuje s¢itanil). Jinak
feceno, kodova slova jsou vektory nul a jednicek, ve kterych je pocet jednicek
sudy. Takovych slov je 277!, Jak je tomu s minimalni vzddlenosti? Necht = a

3Zde se pridrzujeme textu [9]. Jini autofi by pouzili oznacenf (n,|C|,d)-kdd.
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y jsou dvé kédova slova, a necht X resp. Y je mnozina soutfadnic i, pro néz je
x; resp. y; rovno 1. Obé mnoziny X a Y maji tedy sudou velikost. Tvrdime, ze
velikost symetrického rozdilu X @Y = X UY — X NY (a tedy vzdélenost slov
x a y) je alespon 2. Duvodem je, ze

I XaY|=|X|+|Y]|-2/XNY]
je sudé cislo. Dokazali jsme tedy, ze paritni kéd délky n je (n,n — 1,2)-kéd.

1.7 Funkce A(n,d) a Singletoniv odhad

Kolik kédovych slov muze maximalné obsahovat binarni kéd délky n o minimalni
vzdélenosti d? To je jedna ze zésadnich otdzek teorie kédu a ¢dstecnou odpoved
na ni nabizi nékolik znamych odhadu. Jeden z nich hned uvidime. Ozna¢me
nejprve
A(n,d) = max log |C],

kde C probiha kédy o délce n a minimalni vzdalenosti alespon d.

Jak vychézi ¢islo A(n,d) pro malé hodnoty d? Je jasné, ze A(n,1) = n. Pro
d = 2 uvazme paritni kéd z oddilu[1.6} Ten ma minimdaln{ vzdélenost 2 a velikost
21 takze A(n,2) > n — 1. Jak plyne z nédsledujiciho pozorovani, plat{ dokonce
rovnost A(n,2) =n — 1.

Pozorovani 1.7.1. Pro kazdé d < n je
A(n,d) < Aln—1,d—1).
Diikaz. Méjme kod C' délky n s minimalni vzdalenosti d. Odstranénim posledniho

symbolu kazdého kdédového slova dostaneme kod délky n — 1 o stejné velikosti.
Jeho minimélni vzdalenost je zjevné alespon d — 1. O

Opakovanym pouzitim pozorovani dostaneme prvni, nejjednodussi horni
odhad funkce A(n,d):
Véta 1.7.2 (Singletonuv odhad). Pro kazdé d < n je
An,d)<n—d+1. O

Rovnost A(n,2) = A(n — 1,1) lze mimochodem zobecnit na kazdé sudé d.
Méjme (n—1, k,d—1)-kéd C, kde k je libovolné. Piidejme ke kazdému slovu ¢ € C
jeho paritni symbol, tedy soucet vSech symbolu slova ¢ v télese Fy. Vysledkem je
(n, k, d)-kéd, protoze slova v (liché) vzdalenosti d — 1 maji ruzné paritni symboly.
V kombinaci s pozorovanim dostavame nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1.7.3. Pro kazdé sudé d <n je
A(n,d)=An—-1,d—1). O

Pokud tedy jde o funkci A(n,d), staci se zamétit na kédy s lichou miniméln{
vzdélenosti. Kolik tedy je A(n,3)? To uvidime v oddilu 3.3
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Kapitola 2

Algebraické intermezzo 1

2.1 Grupy a télesa

Grupa je dvojice (G, x*), kde G je mnozina a * je bindrni operace na G spliujici
nasledujici podminky:

(i) * je asociativni, tj. pro a,b,c € G plati

ax(bxc)=(axb)*c,

(ii) existuje neutrdlni prvek operace *, tj. prvek n s vlastnosti
nxa=a*xn=a
pro kazdé a € G,
(iii) kazdy prvek a € G ma inverzni prvek vzhledem k %, tj. prvek b s vlastnosti

axb=bxa=n.

Neni tézké ukazat, ze neutralni prvek i inverzni prvek kazdého a € G jsou
jednoznacné uréeny (cvicent [5.1.1)).

Plati-li pro kazdé a,b € G rovnost a * b = b* a, oznacujeme grupu (G, *) jako
komutativni nebo abelovskou.

Ke standardnim prikladum komutativnich grup patii ¢iselné mnoziny se stan-
dardnimi operacemi: (Z,+), (R,+) nebo (R — {0},-). Nekomutativni je napf.
grupa vsech permutaci n-prvkové mnoziny (n > 3) s operaci skladéni nebo grupa
vSech regularnich matic o rozmérech n x n s operaci nasobeni.

V' nésledujicim textu budeme pro grupy pouzivat obvykle multiplikativni
zapis, tj. budeme grupovou operaci zapisovat jako nasobeni, neutralni prvek
oznacovat symbolem 1 a inverzni prvek symbolem a~!. Rovnéz nékdy budeme
hovorit napt. o grupé G bez explicitniho uvedeni grupové operace.
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Téleso je trojice (F,+,-), kde (F,+) je abelovskd grupa s neutralnim prvkem
(feknéme) 0, (F'— {0}, ) je rovnéz abelovska grupa, a operace + a - jsou svazény
pozadavkem distributivity:

a-(b+c)=1(a-b)+ (a-c).

Neutralni prvek vzhledem k operaci - oznacujeme 1. Stejné jako u grup nékdy
aritmetické operace v télese nebudeme uvadét explicitné. Multiplikationi grupu
(F — {0}, ) télesa F' oznacujeme symbolem F™*.

V teorii kédu hraji hlavni roli konecénd télesa, tj. télesa s koneénym poctem
prvki. Jak uvidime v odstavci 5.2 n-prvkové téleso existuje pouze pro urcita n,
konkrétné pro mocniny prvoéisel. Jiz ted ovSem muZeme snadno sestrojit télesa
IF,, jejichz velikost je prvocislo p: staci vzit mnozinu {0, ...,p — 1} a definovat na
nf operace +, - jako séitdn{ a ndsobenf ‘modulo p’ (viz cviceni 2.1.1]).

[ vektorové prostory nad konecnymi télesy? |

Cviceni
» 2.1.1. Necht p je prvocislo. Ukazte, ze mnozina {0, ..., p — 1} spolu se s¢itanim

a nasobenim modulo p tvori téleso. Ukazte, ze pro neprvociselnd p timto zpusobem
téleso nedostaneme.



Kapitola 3
Linearni kédy

3.1 Definice

Vime, ze kéd nad abecedou ¥ je jakékoli podmnozina mnoziny %" (pro libovolné
n). Casto je vhodné uvazovat kédy nad abecedou, kterd mé strukturu télesa
(dejme tomu ¥ = F,), a v takovém piipadé je pfirozeny pozadavek, aby samotny
kod byl podprostorem vektorového prostoru Fy. Takovy kod se oznacuje jako
linedrni kéd nad télesem F,. Napiiklad Hamminguv kéd H z oddilu|l.3|je linedrni
kod dimenze 4 o délce 7 nad Fy. Ma-li linedrni kéd C' dimenzi k (jako podprostor),
je |C| = ¢*. Parametry linedrnich kédt se uvadeéji v hranatych zavorkéch: [n, k, d)-
kéd je automaticky linearni.

Jednou z vyhod linedrnich kédi je dsporny popis: namisto ¢* prvki kédu
C staci uvést k prvka néjaké jeho baze. Obvyklym tvarem této informace je
generugici matice kédu C, tedy matice, jejiz tadky tvori jeho bézi (je to tedy
matice o rozmérech k x n). Jednou z generujicich matic kédu H je napriklad
matice

1101000
0110100
0011010 (3.1)
00011O0T1

Hammingova vzdalenost v linearnich koédech je ‘invariantni k posunuti’; tj.
pro z,y, z € C plati

d(z,y) = d(z + 2,y + 2).

Specidlné pro z = —x z této rovnosti plyne, ze pro urceni minimalni vzdélenosti
A(C) kédu C' staci uvazovat dvojice slov obsahujici nulovy vektor. Definujeme-li
tedy vdhu w(z) slova x jako pocet nenulovych souradnic (tedy w(x) = d(z,0)),
plati

A(C) = minw(x).

zeC

11
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V prostoru Fy je definovan skaldrni soucin, a to predpisem

(w,y) = z,
=1

kde z = (z1...2,) ay = (y1...Yn) jsou prvky prostoru . Oznaceni skaldrni
souc¢in neni uplné presné, protoze standardni definice skalarniho soucinu vyzaduje,
aby pro x # 0 bylo (x,z) # 0. V nasem piipadé tomu tak nemusi byt. Napriklad
pro prvek x = (1100) prostoru F3 je (z,z) = 0 (a je tomu tak pro kazdy vektor
se sudym poctem jednicek).

Dudlni kod k linearnimu kédu C' je jeho ortogondlni doplnék, tedy podprostor

C*+ ={r : (x,y) =0 pro kazdé y € C}.

Diky nestandardni povaze naseho skalarniho soucinu nas muze zprvu prekvapit,
7e prunik CNC* obecné nemusi byt prazdny (jako by tomu bylo u ‘opravdového’
skalarniho sou¢inu). Na druhou stranu i zde plati dulezité vlastnost ortogondlniho

dopliku (viz cviceni |3.1.1)):
dim C* = n — dim C. (3.2)

Generujici matice M dudlniho kédu C* se nazyva paritni (nebo kontrolns)
matice kédu C'. ‘Kontrolni’ proto, ze jeji tadky urcuji linearni rovnice, které musi
kazdé slovo kédu C' spliiovat (a naopak, kazdy vektor, ktery je spliiuje, je slovem
koédu C'). V feci soustav linearnich rovnic:

C={z: M- -z=0} (3.3)

Generujici matice libovolného linedrniho kédu C' se d4 Gaussovou eliminaci
uvést do tvaru, ve kterém prvnich k sloupct tvoif jednotkovou podmatici. Radky
vysledné matice nadale tvori bazi kédu C. Z tohoto tvaru matice je vidét, ze
predepiseme-li slovo ¢ € ]F"qC délky k, pak existuje pravé jedno kodové slovo z
kédu C) které ma na prvnich k£ soutradnicich pravé slovo c. Kédy s touto vlast-
nost{ (at jsou linedrni nebo ne) se nazyvaji systematické na souradnicich 1,. .. k.
O prvnich k£ symbolech kazdého kédového slova pak mluvime jako o informacnich
symbolech (nesou informaci), o zbylych symbolech jako o kontrolnich nebo par-
itnich symbolech.

Cviceni
» 3.1.1. Dokazte, Ze pro linedrni kéd délky n nad [F, plati

dim C + dim C*+ = n.
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3.2 Dekoédovani linearnich kodu

Popiseme algoritmus pro dekédovani libovolného linearniho kédu. Jak uvidime
pozdéji, pro konkrétni linearni kédy mohou existovat specidlni efektivnéjsi algo-
ritmy.

Méjme linearni kéd C délky n nad télesem IF,. Dejme tomu, Ze po odeslani
slova = € C' bylo prijato slovo Z € Fy. Pri prenosu mohly nastat néjaké chyby,
které zachycuje chybovy vektor e = ¥ — x. Ptijemce znéd pouze slovo & a chce najit
kédové slovo y, které je slovu T nejblize.

Necht P je paritni matice kédu C. Syndrom slova z € [y je soucin P - 2T,
Kédova slova kédu C' jsou (z definice paritni matice) préavé slova s nulovym
syndromem. 7Z toho plyne, ze dvé slova jsou ve stejné tiidé modulo podprostor
C prave tehdy, kdyz maji stejny syndrom. Dale plati * — e = o € C, takze
neznamé slovo e a znamé slovo = patii do stejné tridy. Dekédovani je zalozeno na
predpokladu, ze chybovy vektor je slovo s nejmensi vahou ve své tridée. K nalezeni
takového slova slouzi predem pripravena tabulka, ktera pro kazdy syndrom s
udavé (nékteré) slovo m(s) s minimdlni vahou ve tiidé slov se syndromem s.
Toto slovo se oznacuje jako reprezentant své tiidy.

Pro piijaté slovo Z je chybovym vektorem (podle odhadu tabulky) slovo m(P-
z7). Vysledkem dekddovani je tedy slovo

Slovo y ma mezi vSemi kédovymi slovy nejmensi vzdélenost od slova z. Ma-li kod
C' minimélni vzdalenost aspon 2t + 1, pak za predpokladu, ze pii prenosu doslo
nejvyse k t chybam, je dekédovani podle naseho algoritmu tspésné.

Nevyhodou je nutnost udrzovat tabulku reprezentantu. Je-li dim C' = k, pak
pocet tifd modulo C je 2"~ %, takZe velikost tabulky mtZe byt exponencidlni v n.

Priklad 3.2.1. Uvazme binarni linedrni kéd C' s generujici matici
11100
M= < 00111 > '
Jedna se o [5,2, 3]-kéd. (Obsahuje jen 4 slova, takze minimalni vzdalenost neni

problém urcit.) Jak zjistime vyFesenim soustavy rovnic M - 2T = 0, jedna paritn{
matice ma tvar

11000
M= 01110
00011

Nésledujici tabulka uvaddi pro kazdy z 2% moZnych syndromii reprezentanta
prislusné tiidy a pro uplnost i ostatni slova. K dekédovani ovSem staci znat
reprezentanty.
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syndrom | reprezentant ostatni slova
000 00000 11100 00111 11011
001 00001 11101 00110 11010
010 00100 11000 00011 11111
011 00010 11001 00101 11110
100 10000 01100 10111 01011
101 01010 10001 01101 10110
110 01000 10100 10011 01111
111 01001 10101 10010 01110

Vsimnéme si, ze u syndromu 000 jsou uvedena praveé slova kodu C. U syndromu
101 a 111 je moznd i jin& volba reprezentanta.

Dekédujme napi. prijaté slovo & = 00101. Jeho syndrom je M+ - 27 = 011.
Reprezentantem piislusné tiidy je slovo 00010. Vyvozujeme, Ze k chybé doslo ve
¢tvrté pozici a dekédujeme na slovo 00111.

Je-li ptijaté slovo 01101, zjistujeme syndrom 101, pro ktery je reprezentantem
slovo 01010. Jeho vaha je 2, takze v piislusné tridé neexistuje slovo vahy 1. Prti
prenosu tak muselo dojit alespon k dvéma chybam! V daném pripadeé jsme schopni
alespon detekovat, ze na opravu chyb nas kéd (s minimdlni vzdalenosti pouze 3)
nestaci. O

3.3 Hammingovy kédy

Vratme se k nasf otdzce o hodnoté funkce A(n,d), kterd uddvd maximdln{ ve-
likost binarniho kédu délky n s minimalni vzdalenosti d. Zatim jsme urcili jeji
hodnoty pro d < 2, ale vidéli jsme jen jediny kéd s minimélni vzdélenosti 3,
totiz kéd H. V tomto oddilu sestrojime nekonecénou tridu linedrnich binarnich
kédu s minimalni vzdélenosti rovnou 3, souhrnné oznacovanych jako Hammin-
govy kédy. Diky své minimdlni vzdélenosti maji tyto kédy schopnost opravo-
vat jednu prenosovou chybu. Kazdy z nich je navic nejvétsim moznym kdédem
s danou délkou a minimalni vzdalenosti, a urcuje tak pro prislusné n hodnotu
funkce A(n, 3).

Podivejme se nejprve na prekvapivy vztah mezi kontrolni matici M linearniho
kédu C' a jeho minimdln{ vzdélenosti A(C). Jednou z interpretaci rovnosti
je, ze kazdé slovo z = (1 ...x,) € C urc¢uje nulovou linedrni kombinaci sloupcu

$1,...,8, matice M, totiz
n
E €X;S; = 0.
i=1

Pocet nenulovych séitanct je roven vaze slova z. Pokud je tedy kazdych (feknéme)
d sloupct matice M linearné nezavislych, pak C' neobsahuje slova vahy d. Jak
vime, minimalni vaha (nenulového) slova z € C' je rovna minimalni vzdalenosti
A(C). Dostavame nésledujici pozorovani.
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Pozorovani 3.3.1 (O minimaln{ vzddlenosti). Necht M je kontrolni matice
linedrniho kédu C. Pak minimdlni vzddlenost A(C) je rovna nejvétsimu ¢islu
d, pro které plati, Ze kaZdych d —1 sloupci matice M je linedrné nezdvislych. [

Chceme-li zkonstruovat co nejvétsi binarni kédy s minimalni vzdélenosti rov-
nou 3, staci zkonstruovat matice nad o, které neobsahuji linearné zavislé dvojice
sloupct a rozdil mezi poc¢tem sloupcu a poctem fadku (tj. dimenze konstruo-
vaného kédu) je co nejvétsi. To je nastésti jednoduché, protoze dva vektory jsou
linedarné zavislé nad Iy, praveé kdyz jsou shodné nebo jeden z nich je nulovy. Takze
bude-li nase matice M mit dejme tomu r fadku, muzeme jako jeji sloupce zvolit
viech 2" — 1 nenulovych vektortu v prostoru Fj (kazdy z nich pouzijeme jednou).
Kéd H, s generujici matici M ma délku n = 2" — 1 a podle je jeho dimenze

dmH, =n—r=2"—-r—1. (3.4)

Kédum H, (a ekvivalentnim) se ¥ikd Hammingovy kédy. Vsimnéme si, Ze jsme
nespecifikovali poradi sloupct v kontrolni matici. To ale nevadi, nebot pro jiné
poradi dostaneme ekvivalentn{ kéd (viz cviceni [3.3.3). Miniméln{ vzdalenost
kazdého Hammingova kédu je 3. Plati tedy:

Véta 3.3.2. Pro kazdé r > 2 md Hamminguv kéd H, parametry [2" —1,2" —r —
1,3]. [

Hammingovy kddy lze definovat i nad télesem F,, (viz cviceni [3.3.4)).

Cviceni
» 3.3.1. Ukazte, ze kéd H z oddilu[1.3]je Hamminguv kéd Hs. Jak vypada kéd
Ho?

» 3.3.2. Ukazte, ze sloupce kontrolni matice Hammingova kédu o délce 2" — 1
jsou tvoreny bindrnimi zapisy vSech cisel od 1 do 2" — 1.

» 3.3.3. Ukazte, ze dva linearni kédy, jejichz kontrolni matice se lisi jen poradim
fadku a sloupcu, jsou ekvivalentni. Dokazte obdobné tvrzeni pro generujici mat-
ice.

» 3.3.4. Definujte obdobu Hammingovych kédu nad télesem F,. Tyto kédy maji
parametry [n,n —r,3], kder >2an=(¢"—1)/(qg—1).

3.4 Dekdédovani Hammingovych kédu

Pouzijeme-li pro dekdédovani Hammingova kédu H, obecny algoritmus pro
linearni kody, vysta¢ime s pomérné malou tabulkou reprezentantu tiid. Pocet
ttid je totiz

2n—k’ — 22T—1—2T+7‘+1 — 27” =n+ 1
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zatimco v obecném pripadé muze byt i exponencialni v n.

Véc je ale jesté jednodussi: tabulku reprezentanti vibec nepotiebujeme. Po-
dle cviceni sloupce paritni matice P kédu H, tvori bindrni zdpisy vSech
¢isel od 1 do 2" — 1. Po piechodu k ekvivalentnimu kédu (permutaci pozic)
muzeme predpokladat, ze jsou uspofaddny v tomto pofadi — viz cviceni [3.4.2]
Hammingovy kody maji minimalni vzdélenost 3, proto pfi jejich dekédovani
predpokladédme, ze pii prenosu doslo nejvyse k jedné chybé (jinak na spréavné
dekédovani ani neaspirujeme). Predpoklddame tedy, ze vaha chybového vektoru
e je < 1. Jaky je syndrom takového slova?

Je-li e = 0, je syndrom nulovy. M&-li e jednicku pravé na i-té pozici, potom
P - e je i-ty sloupec matice P, tedy v daném piipadé bindrni zépis éisla 1.

7 oddilu vime, ze e a prijaté slovo T maji stejny syndrom. Lze tedy
dekédovat nasledovné. Je-li syndrom prijatého slova nulovy, dekédujeme = na
Z. Pokud je bindarnim zapisem nenulového ¢isla ¢, zménime i-ty bit slova = a
ostatni bity ponechame. Doslo-li k nejvyse jedné prenosové chybeé, je vysledek
dekédovani spravny.

Cviceni
» 3.4.1. Necht P je paritni matice bindrniho kédu C. Dejme tomu, Ze pii

prenosu, jehoz vysledkem je slovo Z, doslo k chybam na pozicich iy, ..., %,,. Jaky
je vztah syndromu P - 7 a sloupcii matice P?

» 3.4.2. Kéd H ma generujici matici (3.1)).

(a) Odpovidaji sloupce néjaké jeho paritni matice po fadé bindrnim zapisum ¢isel
1,2,...,7?

(b) Najdéte ekvivalentni kéd H’, pro ktery tomu tak je. Vypiste vSechna jeho
kédova slova.

(¢) Pro kéd ‘H' pomoci algoritmu z tohoto oddilu dekdédujte slova (1001110) a
(0100010).



Kapitola 4

Perfektni kédy

4.1 Hamminguv odhad

Ma-li bindrni kéd C' délky n minimdlni vzdélenost A(C') > 2t + 1, pak pro kazdé
slovo x € F existuje nejvyse jedno kédové slovo ve vzdalenosti < ¢ od x. Jinymi
slovy, tzv. (kombinatorické) koule se stfedem z a polomérem ¢,

B(z,t) ={z € F} : d(z,2) < t},

jsou pro ruzna r € C' disjunktni.

Odtud snadno dostaneme dostavame horni odhad na velikost takového kédu.
Kolik prvku obsahuje koule B(x,t)? Pocet prvku ve vzdalenosti i od stiedu x
je prave (’Z) (vybirdme neusporadanou i-tici soutfadnic, ve kterych x zménime).

Takze t
seol=3 (1) ()

i=0
Tuto hodnotu nazveme objem koule B(z,t) a oznacime V(n,t) (protoze nezavisi
na stfedu z, ale naopak zavisi na n). Potom

Véta 4.1.1 (Hamminguv odhad). Pro bindrni kéd o minimdlni vzddlenosti ale-

spon 2t + 1 plati
2n

< —.
Cl= V(n,t)

Diikaz. V mnoziné Fy o 2" prvcich je |C| disjunktnich kouli, z nichz kazda ma
objem V' (n,t). ]

Binarni kéd je perfektni, pokud pro néj plati rovnost v Hammingové odhadu (a
ma tedy prave 2" /V (n,t) prvku). Trivialni perfektni kédy jsou (viz cviceni|d.1.1)):

e totdlni kéd F3,

e opakovaci kéd liché délky,

17
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e jednoprvkovy kod {z}, kde = € F5.

Vedle téchto trividlnich prikladi existuji i dalsi perfektni kody. Mezi nimi jsou
i vséechny Hammingovy kody. Kéd H, ma parametry (2" — 1,2" —r — 1,3). Pro
tyto hodnoty dostavame

Vint)=V(2 —1,1) =2,

takze 2"/V (n,t) = 2" = 2% 7""1 coZ je pfesné pocet prvkil kédu H,. Tim je
jeho perfektnost dokazéana.

Cviceni
» 4.1.1. Ovérte, ze nasledujici binarni kédy jsou perfektni: totalni kod 5, opako-
vaci kéd liché délky a jednoprvkovy kéd.

4.2 Binarni Golayuv koéd

Existuje jen jediny netrivialni perfektni bindrni kéd s minimalni vzdalenosti ale-
spon 5. Je to slavny Golayiv kéd, objeveny M. Golayem [3] v roce 1949. Tento kéd
mé dosti prekvapivé parametry: (23,12,7). D4 se zkonstruovat mnoha zpusoby,
z nichz nejjednodussi si ted ukaZeme.

Rovinny graf na obr.|4.1|je dvacetistén, jeden z péti rovinnych grafu, ve kterych
maji vSechny vrcholy stejny stupen a vsSechny stény stejnou Velikostﬂ Kazdy
vrchol dvacetisténu ma 5 sousedu a kazdé dva vrcholy maji 0 nebo 2 spoleéné
sousedy. To lze snadno nahlédnout s pomoci nésledujiciho lemmatu. Pfipomenme,
ze automorfismus grafu G = (V, E) je bijekce a : V' — V s vlastnosti, Ze pro kazdé
dva vrcholy z,y € V' je xy € E pravé kdyz a(x)a(y) € E.

Obréazek 4.1: Dvacetistén.

'Kazdy z téchto grafii odpovidd jednomu z tzv. platénskyjch téles, mezi néz patif étyistén,
krychle, osmistén, dvanactistén a dvacetistén.
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Lemma 4.2.1. Necht z,2',y,y’ jsou vrcholu dvandctisténu D, pro které plati
d(xz,y) = d(2,y'). Potom existuje automorfismus o grafu D, ktery zobrazuje x
nax ay navy'.

Diikaz. Cviceni .21 m

Automorfismus zachovava sousednost a nesousednost. Chceme-li tedy ukazat,
ze kazdé dva vrcholy maji 0 nebo 2 spolecné sousedy, staci probrat tii piipady:
dvojici vrcholu ve vzdalenosti 1, 2 resp. 3.

Necht V' je mnozina vSech vrcholti dvacetisténu a £ mnozina vech jeho hran.
Pro kazdy vrchol v € V uvazme jesté jednu jeho kopii v* a definujme V* jako
mnozinu vSech téchto kopii. Kazdému vrcholu v € V pritadime mnozinu C, C
V U V* predpisem

C, ={v}U{w" : vw ¢ E}.

Linearni binarni kod délky 24 generovany 12 charakteristickymi vektory
mnozinového systému {C, : v € V'} se nazyva rozsireny bindrni Golayiv kéd Gay.
Vsimnéme si, Ze pro kazdy vrchol v je |C,| = 8. Ukézeme, zZe to je (24,12, 8)-kdd.
Zaéneme prozkouméanim dudlniho kédu Gag™.

Dvé ruzna slova C,, C,, € Go4 se lisi jednak v ‘soutradnicich’ v a w, a jednak
v soufadnicich odpovidajicich vrcholum sousedicim s pravé jednim z vrcholu v
a w. Téch je 10 nebo 6, podle toho, zda v a w maji 0 nebo 2 spole¢né sousedy.
Kazdopadneé se C, a Cy, 1lis{ v sudém poctu vrcholu. Tim padem je |C, N Cy|
sudé, takze

(Cy, Cy) = 0. (4.2)

Kazdé dva z generujicich vektoru C, jsou tedy navzajem ortogonalni. Z bilinearity
skalarniho souc¢inu ale plyne, ze toto tvrzeni plati pro kazdé dvé kédova slova:

Lemma 4.2.2. Necht md linedrni kéd C' (nad télesem F') bdzi, v niZ jsou kazdé
dva vektory navzdjem ortogondlni. Potom plati C C C*.

Dikaz. Vezméme libovolné slovo ¢ € C a vyjadieme je jako linedrni kombi-
naci ¢ = > ay - b, kde koeficienty «y, jsou prvky zdkladniho télesa a b probiho
uvazovanou bazi B. Chceme ukazat, ze skaldrni soucin vektoru ¢ s libovolnym
vektorem ¢ € C' je nulovy. Vyjadieme tedy rovnéz ¢ = ) ay, - b'. Z bilinearity
skalarniho soucinu je

(e.dy =Y ay-aj-(bV)=0.
bb'€B

Proto ¢ € C+ a také C c C+. O

Plati tedy Goy C Gos™! Oviem protoze dimenze kodu Gay i jeho dualu je 12,
musi platit
Gos™ = Gou. (4.3)

Nas kod je tedy svym vlastnim dudlem, je samodudini.
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Tvrzeni 4.2.3. Necht C je samodudini bindrni kéd, v jehoZ bdzi md kazdé slovo
vahu délitelnou 4. Pak vdha kazZdého slova kodu C' je ndsobkem 4.

Diikaz. Pro libovolné vektory u,v € C plati
lu+v| = |ul + |v] = 2luNv| = |u| + |[v]| — 2(u,v) (mod 4). (4.4)

V samodudlnim kédu je ale (u,v) = 0, takze védha souctu vektoru je modulo 4
rovna souctu jejich vah. Kazdy vektor z C je souctem bazovych vektoru a ma
tedy vahu délitelnou 4. O]

Toto tvrzeni je pro nés velmi vyhodné. Chceme-li totiz ukazat, Ze minimalni
vzdalenost kédu Gy je alespon 8, pak nam staci ovérit, ze neobsahuje slova o vaze
4. Dejme tomu, ze ¢ C V' U V* ma vahu 4, pficemz ¢ = ) ., C(v) a mnozina Y’
mé k prvku (k € {2,3,4}). Pak ¢ nutné obsahuje pravé 4 — k prvku V*, takze
pravé 4 — k vrcholu dvacetisténu méa v Y lichy pocet nesousedu — jinak feceno,
vrcholu, jejichz pocet sousedu v Y ma jinou paritu nez k, je presné 4 — k.

Uvazme piipad k = 2. Ze cviceni[1.2.2]vime, ze prvky Y maji 0 nebo 2 spolecné
sousedy, a ani s jednim z nich pak nesousedi 2 resp. 6 vrcholu. S lichym poc¢tem
vrcholu v Y tak sousedi 10 resp. 4 vrcholy, coz je spor. Pripady k = 3,4 nejsou

vvvvvv

vetu.
Véta 4.2.4. Rozsiteny Golayuv kdd Gay je (24,12, 8)-kdd.
Pokud odstranime z kédu Goy libovolnou soutradnici, dostaneme Golayuv kod

Gos. Vysledek nezavisi na vybéru odstranované souradnice (dukaz nebudeme
provadét). Je jasné, ze Goz je (23,12, 7)-k6d. Vzhledem k tomu, Ze

23 23 23 23
— 2 4 — 223712
(5)+ (7)+ () + (5) maoss =2
jde o perfektni kod.
Cviceni
» 4.2.1. Dokazte lemma |4.2.1

» 4.2.2. Ukazte, ze kazdé dva vrcholy dvanéctisténu maji 0 nebo 2 spolecnych
sousedi.

» 4.2.3. Ukazte podrobné, ze kod Goy neobsahuje slova o vaze 4.
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4.3 Vahovy polynom perfektniho kédu

Odbocme nyni na chvili od Golayovych kodu k tématu spole¢nému vsem per-
fektnim kédum. Ukédzeme, ze pokud C je perfektni [n, k, d]-kéd obsahujici nulové
slovo, lze z ¢isel n a d bezezbytku uréit jeho vahovy polynom (viz oddil [15.1)).
Obecny princip budeme ilustrovat na prikladu Hammingova kodu Hs.

Véta 4.3.1. Bindrni [7,4,3|-kéd C' obsahujici nulové slovo md vahovy polynom
Po(x) =14 72% + 72" + 2",

Diikaz. Nechf Po(z) = 327 Aix'. Vime, 7e Ag = 1a A; = Ay = 0. Uvazme kouli
B(z,1) se sttedem v néjakém kédovém slové z € C' vahy m. Slova v kouli B(z, 1)
maji vahu mezi m — 1 a m + 1. Kazdé ze slov vahy m — 1 dostaneme zménou
jedné z m jednicek slova z na nulu. Z malého zobecnéni této tvahy plyne:

m  slov vahy m — 1,

B(z,1) obsahuje 1 slovo vahy m, (4.5)
7—m slov vahy m + 1.

Zaméime se nyni na mnozinu J, tvorenou slovy z mnoziny Fy o dané vaze
j. Pruniky J N B(z, 1), kde z probih& perfektni kéd C, tvoii rozklad mnoziny .J.
Podle je
j+1 pokud |z|=j+1,
|B(z,1)NJ| = 1 pokud |z| = j,
7—j+1 pokud |z|=j—1.

Protoze |J| = (]7), dostdvame nasledujici rovnici:

7 , .
(j) =@8—J) A+ A+ (G +1) - Ajp, (4.6)
kde j = 1,...,6. Prvni nezndmy koeficient, Az, spocitdme z rovnice (4.6)) pro

j =2
7
21 - <2> == 6A1 +A2 +3A3,

a tedy A3 = 7. Pro 7 = 3 dostaneme A, = 7, pro vétsi j pak As; = Ag =0 a
A7 == 1 D

Stejnou metodou lze spocitat i vahové polynomy ostatnich perfektnich kédu.
Pro kéd s parametry Golayova kédu Gy3 naptiklad plati nasledujici véta, ktera se
nam v oddilu bude hodit k dikazu jednoznac¢nosti Golayova kdédu Goy.

Véta 4.3.2. Bindrni (23,12,7)-kéd C obsahujici nulové slovo md vdhovy polynom
Pe(z) = 1+ 25327 + 5062° + 1288z + 128822 + 5062'° + 25320 + 222,
Diikaz. Cviceni [4.3.2 O
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Cviceni
» 4.3.1. Jaké dalsi vahové polynomy dostaneme ve vété pokud nebudeme

pozadovat, aby dany kdéd obsahoval nulové slovo?
Resent: Pouze x + 3z2 + 4x3 + 4x* + 325 + 6.

» 4.3.2. (a) Necht z € F} je slovo vdhy m. Kolik slov dané vahy j obsahuje
koule B(z,r), kde m—r < j < m+r? Vysledek bude zaviset na parametrech
n,m,r aq.

Beseni: Z;n:ig {j,(r—mﬂ')/?}(q _ Dt(jTt) (n;m)'

(b) Dokazte vétu [4.3.2

» 4.3.3. Urcete vahovy polynom terndrniho (11,6,5)-kédu, ktery obsahuje
nulové slovo.
4.4 Ternarni Golayovy kédy

Vedle bindrnich Golayovych kédu existuji jesté terndrni Golayovy kédy Gio a Gi1.
Koéd G5 je uréen napt. generujici matici

1000O0O0O[O0 1 1 1 1 1
c61000O0j1 01 — — 1
coo1oo0oo0/1 1 0 1 — —
cooo1o00/1 -1 0 1 —
coooo010/1 — =1 01
coooo0oo01f1 1 -— =1 0

Je to samodudlni [12, 6, 6]-kdd a d& se ukazat, ze kazdy ternarni kéd s parame-
try (12,6, 6) je kddu Gio ekvivalentni. Kéd Gy, ktery vznikne propichnutim kédu
G12 na libovolné pozici, je perfektni [11, 6, 5]-kdd.

Zakonceme tuto kapitolu hlubokou vétou o perfektnich kédech. (Ptipomenme,
ze trividln{ perfektn{ kédy jsou definovény v oddilu [4.1])

Véta 4.4.1 (Tietdviinen a van Lint). Netrividind perfektni kéd nad libovolngm
telesem je bud Golayiv kdd, nebo md stejné parametry (n, k, d) jako néktery Ham-
minguv kod.

(Poznamenejme, ze jsou zndmy nelinedrni perfektni kédy s parametry Ham-
mingovych kédu, napiiklad libovolného binarntho Hammingova kédu H, pro
r>4.)



Kapitola 5

Algebraické intermezzo 2

5.1 Podgrupy

Podgrupa grupy G je libovolna grupa H, kde H C GG a grupova operace v grupé
H je zizenim operace v grupé GG na mnozinu H. Tento vztah zapisujeme H < G.
Rdd |G| grupy G je velikost mnoziny G.

Véta 5.1.1 (Lagrange). Je-li H podgrupa koneéné grupy G, pak |H| déli |G)|.
Dukaz. Cviceni 5.1.2 O
Podgrupa grupy G generovand prvkem a € G je grupa (a) definovand vztahem
{a) ={a" : i € N}.

Grupa G je cyklickd, pokud pro néjaké ¢ € G plati G = (¢). Rdd proku a € G,
oznacovany ord a, je nejmensi piirozené k s vlastnosti, ze a* = 1 (nebo oo, pokud
takové k neexistuje).

Pozorovani 5.1.2. Pro a € G plati
orda = |(a)].

Dukaz. Uvazme posloupnost

2 3
1,a,a,a°,...

a nejmens{ k, pro které je a® rovno nékterému piedchazejicimu prvku a® (i < k).
Z rovnosti a* = a' plyne a*~' = 1. takZe z minimality ¥ musi byt i = 0. To
znamens, ze k = ord a. Na druhou stranu je zjevné, ze (a) = {1,qa,...,a*"'}. O

Disledek 5.1.3. Je-li grupa G konecéna, pak pro kazZdy prvek a € G plati
(i) a* =1, prdvé kdyz ord a déli k,

(ii) al® = 1.

23
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Diikaz. (i) Necht k =1-orda + r, kde 0 < r < ord a. Potom

ak — (aorda)l " =1-a =a".
Protoze r < ord a, tento vyraz je roven 1, pravé kdyz r = 0 (a tedy k je délitelné
orda). (ii) Cvicen{ [.1.3 O

Dusledek 5.1.4 (Mald Fermatova véta). Necht a je pFirozené éislo a p prvocislo,
které nedeli a. Potom
a?'=1 (mod p).

Dikaz. Plyne piimo z dusledku [5.1.3(ii), aplikovaného na grupu (Z,—{0},-). O

Cviceni
» 5.1.1. Ukazte, ze v grupé (M, ) existuje jen jeden neutralni prvek a ze kazdé
a € M m4 jen jediny inverzni prvek.

» 5.1.2. Dokazte vétu [5. 1.1
» 5.1.3. Dokazte dusledek [5.1.3(ii).

5.2 Charakteristika télesa

Kromé néasobeni dvou prvku télesa muzeme definovat souc¢in k£ x a, kde k € N a
a € F', a to predpisem

kExa=a+a+---+a (k krat).

Charakteristika char(F) télesa F' je nejmensi k, pro které plati k x 1 = 0 (pokud
takové k neexistuje, definujeme char(F) = o).

Pozorovani 5.2.1. Charakteristika konecného télesa F' je prvocislo.
Diikaz. Cviceni 5.2.11 O

K télesim patii napfiklad mnozina raciondlnich, redlnych nebo kom-
plexnich ¢isel s obvyklymi operacemi s¢itani a nasobeni. Standardnim prikladem
konecného télesa je téleso F,, (kde p je prvocislo), coz je mnozina {0,1,...,p — 1}
se sCitanim a nasobenim modulo p.

Dvé grupy nebo télesa, ktera maji ruzné prvky, ale jejich operace se vsak
az na ‘preznaceni prvku’ shoduji, 1ze povazovat za identicka. Presnou formulaci
umoznuje pojem isomorfismu. Isomorfismus grup (G,4+) a (G',®) je bijekce f :
G — @', kterd zobrazuje neutralni prvek na neutralni prvek a spliuje pro a,b € G

podminku f(a+b) = f(a) & f(b).
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Isomorfismus téles (F,+,-) a (F',®,®) je bijekce h : F — F’  ktera je
isomorfismem grup (F,+) a (F’,®) a indukuje isomorfismus grup (F — {0},-) a
(F" — {0}, ®). Dvé grupy nebo télesa jsou isomorfni, pokud mezi nimi existuje
isomorfismus.

Podobné jako podgrupy lze definovat podtélesa. Téleso F” je podtélesem télesa
F, pokud F’ C F a operace v télese F’ jsou zuzenim operaci v télese F'.

Tvrzeni 5.2.2. Necht F je koneéné téleso charakteristiky p. Potom
(i) F obsahuje podtéleso isomorfni s F,
(ii) |F| = p™ pro néjaké prirozené m > 1.

Diikaz. (i) Necht F” = {k x 1 : k € N}. Mnozina F’ je uzaviend na operace +
a - 1 na inverzni prvky vzhledem k témto operacim a je tedy télesem. Navic je
snadné najit isomorfismus s télesem IF,,.

(ii) Téleso F' muzeme nahlizet jako vektorovy prostor nad télesem F': (F, +) je
abelovskd grupa a soucin prvku a € F' s prvkem A télesa F” definujeme piirozené
jako jejich soucin v rdmci télesa F. OvSsem pocet prvku vektorového prostoru
F nad p-prvkovym télesem je p™, kde m je jeho dimenze (nebot kazdy prvek
Ize jednoznacéné zapsat jako linedrni kombinaci m prvku néjaké pevné zvolené
béaze). O

Z pozorovéani[.2.1]a tvrzeni plyne, ze pocet prvku libovolného koneéného
télesa je mocnina prvocisla. Muzeme se ptat, zda naopak plati, ze pro kazdé
prvocislo p a piirozené ¢islo m existuje téleso s p™ prvky. Odpovéd je kladné a k
jejimu dukazu se dostaneme v néasledujicim odstaveci.

Cviceni

» 5.2.1. Dokazte pozorovani |5.2.1|

5.3 Existence konec¢nych téles

Necht f(z) je libovolny polynom stupné k nad télesem F,,. Uvazme mnozinu vSech
polynomiu v proménné o nad I, stupné mensiho nez k. Definujme na této mnozinée
scitani a nasobeni jako obvyklé s¢itani a ndsobeni polynomi, provadéné ‘modulo
f(a)’ (vysledek kazdé operace tedy nahrazujeme zbytkem pii déleni polynomem
f(c)). Oznaéme vyslednou strukturu symbolem F,la]/f.

Pozorovani 5.3.1. F,la]/f je komutativni okruh.

Dikaz. Cviceni B.3.1]. O
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Polynom f(z) nad télesem F' nenulového stupné je ireducibilni, pokud neex-
istuji polynomy g;(z), go(z) mensiho stupné tak, ze f = g1gs.

Ireducibilitu daného polynomu lze snadno ovérit kontrolou, zda je délitelny
nékterym polynomem menstho stupné. Naptiklad pro F' = Fy zjistime, Ze ire-
ducibilni jsou nésledujici polynomy stupné < 3:

stupen | polynom

1 T
z+1
2 > +ao+1
3 241
N |

Oproti tomu napiiklad polynom z2 + 1 ireducibilni neni, protoze nad télesem FFy
plati
22+ 1= (r+1)>%

Je-li f ireducibilni polynom nad F,, lze pozorovani zesilit:

Véta 5.3.2. Necht f(x) je ireducibilni polynom nad télesem F,. Potom okruh
F,lal/f je téleso.

Diikaz. Staci ukdzat, ze k nenulovému prvku g(a) € Fpla]/f existuje inverzni
prvek. Uvazme mnozinu vsech soucinu g(«)h(a), kde h(a) probihd F,[a]/ f. Jsou-
li vSechny tyto souciny ruzné, je jich pravé tolik jako polynomu stupné mensiho
nez je stupen polynomu f, takze mezi nimi musi byt polynom 1. Polynom h(«),
pro ktery je g(a)h(ar) = 1 (mod f(«)), je pak inverznim prvkem k polynomu
g9(a).

Muzeme tedy predpokladat, ze dva z uvazovanych soucinu jsou stejné, tedy

g(@)hi(a) = g(a)hy(e)  (mod f(a)).

Pak ale g(a)(hi(a) —ha(a)) =0 (mod f(«)). Polynom na levé strané je nenulovy
a jeho stupen je nejvyse 2(deg f(a) — 1). Misto kongruence modulo f(«) proto
musi platit dokonce rovnost. Ta je vSak ve sporu s faktem, ze f je ireducibilni
polynom. [

D4 se dokézat (my to vsak délat nebudeme), ze pro kazdé prvocislo p a k > 1
existuje polynom nad IF, stupné £, ktery je ireducibilni nad [F,. Ve spojitosti s
timto faktem dostdvame nésledujici vétu:

Véta 5.3.3. Pro kazdé prvocislo p a k > 1 existuje téleso s pravé p* proky.

Uvazme jako ptiklad téleso Fy a ireducibilni polynom f(z) = 2% + x + 1.
Mnozina polynomu v proménné « stupné nejvyse 2 je

{0,1,a,a+1,0%a* +1,0* + a,a®* + a + 1}.
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Pro séitani plati naptiklad
(@ +1)+ (a+1)=a®+a.

Pfi nasobeni modulo o® + o + 1 muzeme pracovat s rovnosti a® = o + 1 (nad
jinym télesem nez Fy bychom na pravé strané dostali jesté zdporné znaménko).
Tato rovnost nam umoznuje ze souc¢inu postupné eliminovat vsechny ¢leny stupné
vétsiho nez 2:

a-(a*+a)=a*+a’=(a+1)+a’=a*+a+1

Sestavime-li tabulku nasobeni ve vzniklém télese, ukaze se, ze kazdy prvek je
mocninou polynomu a:

a+1
o’ +a
a?+a+1
a?+1
1.

N O Tl W N~

Prvky s touto vlastnosti se nazyvaji primitivni. Jak uvidime déle, kazdé konecné
téleso néjaky primitivni prvek obsahuje.
Cviceni
» 5.3.1. Dokazte pozorovani |5.3.1, Konkrétné dokazte, ze:
(i) Fplz]/f je abelovska grupa vzhledem ke séitani,

ii) nasobeni v F,|z|/f — {0} je asociativni a komutativni, polynom 1 je jed-
p
notkovym prvkem,

(iii) pro scitani a nasobeni v F,[x]/f plati pravidlo distributivity.

5.4 Primitivni prvky
Véta 5.4.1. Je-li F' konecné téleso, pak grupa F* je cyklickd.
Diikaz. Necht ¢ = |F|. Nejprve dokdzeme, Ze pokud p* je mocnina prvocisla, ktera

deli ¢ — 1, pak F obsahuje prvek fddu p*. Necht tedy ¢ — 1 = p* - r. Polynom
2@~ D/P — 1 mé nejvyse (¢ —1)/p < ¢ — 1 riiznych kofenti a existuje tedy prvek a,
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ktery jeho kofenem neni. Polozime-li v = o", pak fypk =it = alf’l =1, takze
fad prvku v déli p*. Na druhou stranu pro i < k je 4% # 1, nebot
(pri)pk—i—l _ ﬂypi.pkfifl _ ,-yk’—l _ Oé% 7& 1
Vidime, 7ze fad prvku v je p*.
Ve druhé ¢asti dukazu ukazeme, ze je-li o prvek radu a a ( prvek tadu b,
pricemz a a b jsou nesoudélna, pak af je prvek fadu ab. Predpokladejme, zZe
ord af = r. Protoze plati

(aB)™ = (a")"- (8")" =1,

¢islo r deéli soucin ab = ord af3. Lze jej tedy psat ve tvaru r = b, kde o’ déli a
a b’ déli b. Predpokladejme, ze r # ab. Potom bez jmy na obecnosti plati a’ < a
a mame

(Oéﬁ)a/b _ aa’b . (617)(1’ _ aa’b.
Leva strana rovnice je rovna 1, nebot r déli a’b. Odtud také a®® = 1, takze a'b
musi délit a. To oviem nejde, nebot a a b jsou nesoudélnd a a’ < a. Tim je dikaz
druhé casti proveden.
Necht ¢ —1 = plfl ...pFm je prvociselny rozklad éfsla ¢ — 1. Podle toho, co bylo

feceno vyse, existuje pro kazdé i = 1,...,m prvek v; fadu pf’ Vzhledem k tomu,
ze tyto Tady jsou nesoudélné, ma prvek v = ~; ..., tad p’fl ophh =g -1, a
musi tedy platit F™* = (7). O

Generatory multiplikativni grupy télesa F' se oznacuji jako primitivni proky
tohoto télesa.

5.5 Polynomy

Tvrzeni 5.5.1. Necht o, 3 € Fym, kde p je prvocislo, a necht f(x) je polynom
nad I,. Potom

(i) (a+B)P = aP + 57,
(ii) f(aP) = (f(a))".

Diikaz. (i) Pouzijeme binomickou vétu, kterd v koneénych télesech plati ve tvaru

(a+B)F = Ek:((l;) x 1) - a'grF . (5.1)

=0

Pro kK = p muzeme pravou stranu zjednodusit. Binomické koeficienty (’;), kde
1 <i<p-—1, jsou totiz délitelné p, nebot ve zlomku

(ZZ) -1 _i(li)‘—‘ 1)(p_1Z =
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se v Citateli vyskytuje p, ale ve jmenovateli nikoli. V télese charakteristiky p jsou
tyto ¢leny rovny 0. Plati tedy

(a+B)F = o + 57,
coz jsme chtéli dokazat.

(ii) Necht f(z) = >°1 a2, kde a; € F,. Piipomenme si, ze af = a;. Plat
tedy

kde predposledni rovnost ziskdme p-ndsobnym pouzitim tvrzeni (i). H
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Kapitola 6

MDS kédy

V minulé kapitole jsme se zabyvali perfektnimi kédy, tj. kody, které jsou ex-
tremalni s ohledem na Hammingovu nerovnost. Nyni se zaméiime na tiidu kédu,
které jsou extremdlni z jiného hlediska. Podle Singletonova odhadu (véta
pro kazdy (n, k,d)-kéd plati d < n — k 4+ 1. Linearni kédy, pro které zde plati
rovnost, se nazyvaji MDS kddy (z anglického mazimum distance separable). S
existenci MDS kédu jsou spojeny zajimavé a zatim ne zcela vyfesené problémy.

VVVVVV

tridu MDS kédu, tzv. Reed—Solomonovy kédy.

6.1 Vlastnosti MDS kodu

Jak bylo feceno vyse, [n, k,d]-kéd C' je MDS kéd, pokud plati d = n —k + 1. Pro
které hodnoty n, k a g existuji g-arni [n, k]-kédy?
Stejné jako u perfektnich kodu tu existuji trividlni priklady:

e totdlni kéd s parametry [n,n, 1],
e opakovaci kéd s parametry [n, 1, n],
e paritni kéd s parametry [n,n — 1,2].

Nés budou zajimat predevsim netrivialni MDS kédy, tj. [n, k, n — k+ 1]-kddy,
pronézje2 < k<n-—2.

Veéta 6.1.1. Dudlni kod MDS kodu je rovnéz MDS.

Diikaz. Necht C je [n,k,n — k + 1]-kéd. Vime, ze C* je [n,n — k]-kéd; podle
véty je jeho minimdlni vzddlenost nejvyse k + 1. Staci tedy ukézat, ze
A(CH) > k+1.

Uvazme paritni matici M+ kédu C'. Podle pozorovém’je kazda (n—k)-tice
sloupcti matice M+ linedrné nezavislé a tvoif tedy reguldrni ¢tvercovou podmatici
matice M+t. Zadn4 netrividln{ linedrn{ kombinace fddka matice M+ tedy nemuze
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obsahovat n — k a vice nul. Jinymi slovy, minimalni vaha kédu C* je alespon
k+1. O

Dusledek 6.1.2. Necht C je [n, k]-kéd s generujici matici M. Pak C je MDS,
praveé kdyz kazda k-tice sloupcu matice M je linedrné nezdvisld.

Dukaz. Podle véty je kéd C' MDS, pravé kdyz jeho dudlni kéd C*+ je MDS.
Ovsem podle pozorovani je A(CH) > k+1, pravé kdyz kazd4 k-tice sloupctt
matice M je linedrné nezavisla. O]

Véta 6.1.3. Pokud ezistuje netrividalni q-drni MDS [n, k|-kéd, pak plati
n—q<k<aq.
Diikaz. Nejprve ukazeme k > n — q. Klicovy fakt je, ze

kazda generujici matice MDS [n, k] kédu obsahuje
v kazdém tadku nejvyse £ — 1 nul. (6.1)

Jinak bychom totiz snadno dostali spor s dusledkem m (mnozina k sloupcu,
které maji nulu ve stejném tadku, je linedrné zavisla).

Necht M je generujici matice ve tvaru (I, A). Podle (6.1)) matice A neobsahuje
nulové prvky. Muzeme predpokladat, ze prvni fadek matice A obsahuje samé
jednicky (po vyndsobeni kazdého sloupce vhodnym skaldrem vznikne generujici
matice ekvivalentniho kdédu, ktery je nutné rovnéz MDS). Matice M = (m;;) ma
aspon 2 fadky, nebot k > 1. Kdyby platilo k < n —¢q, pak n — k > ¢ — 1, a tak
ve druhém fadku matice M by se nékterd hodnota (dejme tomu « € F,) musela
objevit dvakrat. Ode¢tenim a-nésobku prvniho radku matice A od druhého radku
ziskdme matici A’, kterd generuje stejny kéd a mé ve druhém radku alespon k
nul, coz je spor s .

Dokazali jsme, ze k > n—q. Aplikujeme-li tuto nerovnost na duélni kod (ktery
je MDS s parametry [n,n — k|, dozvime se, ze n — k > n —q, a tedy k < ¢. To je
druha z dokazovanych nerovnosti. O]

6.2 Reed—Solomonovy kédy

Reed—Solomonovy kédy predstavuji nejdulezitéjsi tiidu MDS kédu, a to i z
hlediska praktickych aplikaci. Pouzivaji se mj. v kazdém CD piehravaci (pro
korekei chyb vzniklych poskozenim disku).

Necht g je mocnina prvoéisla a k > 1. Sefad'me vsechny nenulové prvky télesa
F, do pevné posloupnosti 3y, ..., ,-1 (prirozenou moznosti je 3; = o', kde « je
primitivni prvek télesa F,).

Reed—-Solomoniv kéd RS, je linedrni kéd délky ¢ — 1 nad télesem IF,
sestavajici ze vSech slov tvaru

[f] = (f(ﬁl)? f(ﬁZ)a s >f<ﬁQ—1))7 (62)
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kde f probihd vSechny polynomy v proménné x nad [, stupné nejvyse k — 1.
Rikame, ze slova kédu RS, jsou evaluace polynomu stupné < k — 1 ve vSech
nenulovych prvcich télesa F,,.

Piiklad 6.2.1. Uvazme kéd RS, . Téleso Fy = {0,1, o, 3} obsahuje primitivni
prvek a s vlastnosti o? = a + 1 = 3. Nenulové prvky télesa uvazujeme v poradi
a,a? = 3,03 = 1. Protoze k = 2, zajimaji nas evaluace polynomii stupiiti 0 a 1
(tj. konstantnich a linedrnich polynomu). Kazdy takovy polynom je tvaru oz +7,
kde o,7 € 4. Jejich evaluace (v bodech a, 3,1) uvadi nésledujici tabulka.

o1 0 1 « 15}

0| 000 111 «aaa BG3
1 |apl pad 0168 10«
a | fla a0B 150 0Oal
G | lafg 0Ba (01 «l0

Napt. udaj v tddku 3 a sloupci 1 znamend, ze pro polynom f(x) = fx + 1 plati
fla) =0, f(B) =0 a f(1) = a. V tabulce je vech 16 slov kédu RSy .

Reed—Solomonovy kédy jsou linedrni (nebot soucet dvou kdédovych slov je
evaluaci souctu pifslusnych polynomu). Minimdlni vzdalenost kédu RS, je
snadné uréit. Jsou-li f, ¢ dva ruzné polynomy stupné nejvyse t, shoduji se je-
jich hodnoty nejvyse v t bodech (jinak by nenulovy polynom f — g stupné < ¢
mél vice nez ¢ korenu). Hodnoty ruznych polynomu stupné < k — 1 se tedy musi
lisit alespon v ¢ — k nenulovych ‘bodech’ v télese ;. Snadno navic najdeme dvo-
jici polynomu, které se lisi pravé v ¢ — k bodech (napt. 0 a libovolny polynom s
k — 1 ruznymi kofeny). Dostavdme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.2.2. Minimdini vzddlenost kédu RS,y je ¢ — k. [

Urceni dimenze da o trochu vice prace. Polynomy stupné < k—1 tvoii linearni
prostor P, dimenze k nad F, (jednou z bézi je {1,z,22,..., 257 1}) a zd4 se, ze i
kéd RS, (tedy prostor jejich evaluaci) mé dimenzi k. Tak tomu skutecné je:

Véta 6.2.3. Kod RS, md parametry [q — 1, k, q — k|,
Dukaz. Staci dokazat, ze dimenze je k. Vétsi byt nemuze, protoze prostor poly-

nomu P, mé dimenzi k, a je-li polynom f = > «;g; linedrni kombinaci polynomu
gi, pak pro jeho evaluaci [f], definovanou vztahem (66.2)), plati

[f] = Zai[gi].

Odtud plyne, ze dim RS, ; < dim P, = k.
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Zbyva dokéazat, ze dim RS, > k. K tomu stac¢i dokdzat, ze matice M (RS, )

o rozmérech k x (¢ — 1), jejiz fadky jsou slova [1], [x], [?],. .., [z*71], tj. matice
1 1 e 1
B P oo B
MRS, =| B B . B |, (6.3)
R

mé hodnost &k (a je tedy generujici matici daného kédu). Vyberme z této mat-

ice prvnich k sloupcu. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici V(0y, fa, . . ., k),
kterd je podle cviceni regularni. Hodnost matice M (RS, ) je tedy k a véta
je dokéazana. O]

7 véty vidime, ze Reed—Solomonovy kédy jsou MDS.
Dukaz véty nam poskytl explicitni generujici matici (6.3) kédu RS, .
Jak vypada paritni matice?

Tvrzeni 6.2.4. Matice

B Ba oo Bga
. o5 o B
M~(RSyx) = . . ) (6.4)
iz—k—l g—k—l o ﬁ((]]:f—l

je paritnd matici kodu RSy .

Diikaz. Ze cvicen{ plyne, ze matice M+ = M*(RS,) je reguldrni. Staci
tedy ukézat, ze pro libovolné i =0,...,k—1laj=1,...,q—k —1 je i-ty tadek
matice M (RS, ;) ortogondlni na j-ty fddek matice M, tj. ze plati

q—1
> BB =0. (6.5)
(=1

Zvolme primitivni prvek o télesa F,. Potom

q—1

i+ 4
D57 =3 a
/=1

protoze a?~! = 1. Diikaz je hotov. O
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Cviceni
» 6.2.1. Necht zi,...,7, jsou ruzné prvky néjakého télesa. Vandermondova
matice V(z1,...,x,) je nasledujici matice o rozmérech n x n:
1 1 1
T L2 Tn
2 2 2
V(iL‘l, e 73371) = 7 ) T L, . (66)
ot bt -l

Dokazte, ze
det V(zy,...,2,) = H(a:] — ;)

a matice V(z1,...,x,) je tedy reguldrni.

Ndvod: Odectenim prvniho sloupce od véech ostatnich a vydélenim i-tého
sloupce faktorem x; —z1 (pro kazdé ¢ > 2) dostaneme matici s determinantem
rovnym det V(xa,...,xn).

6.3 Existence MDS kédu

V oddilu jsme pro kazdou mocninu prvoéisla ¢ a libovolné k € {0,...,q — 1}
zkonstruovali g-arni MDS kéd s parametry [q— 1, k, ¢ — k|, totiz Reed-Solomonuv
kod RS, .

Pokud v libovolném MDS kédu odstranime jednu ze soutradnic (z kazdého
slova vypustime i-ty symbol), dostaneme zjevné opét MDS kéd. Opakovanim
této operace ziskame pro libovolné predepsané n a k, kde 0 < k£ < n, néjaky
MDS kéd s parametry [n, k,n — k + 1].

Jaka je maximalni mozna délka netrivialniho g-arntho MDS kédu? Na tuto
otazku uvedena konstrukce neodpovida. Uvidime, Ze lze najit kédy s vétsi délkou
nez maji RS kédy (tj. nez ¢ — 1), ale patrné ne o mnoho. Uplnd odpovéd zatim
neni znama.

Pokud paritni matici rozsifime o dva fadky a sloupce na matici

1 1 e 1 10
G B oo Bgr 00
32 2 .. B, 00
Mj = :1 :2 q. 1 S (6.7)
,11_.k;1 Qq_'k: o 63:'1:1 O 0
E 5 ... By 01

dostaneme paritni matici kédu C, ktery vznikne pridanim paritniho symbolu na
konec kazdého kédového slova. Kazda (k + 2)-tice sloupcu této matice je zjevné



36 Kapitola 6. MDS kody

linearné nezavisla, takze podle dusledku je kéd €y, a tedy i Cy, MDS kéd.
Nalezli jsme tedy netrividlni g-arni MDS kéd libovolné dimenze k a délky ¢ + 1.

Pro k = 3 lze jit jesté o kousek dal, alespon v piipadé, ze ¢ je mocnina dvojky
(viz cvicent . Nésledujici problém je ale patrné dosud otevieny.

Problém 6.3.1. Existuje pro néjaké ¢ netrivialni g-arni MDS kod o délce vétsi
nez q + 27
Cviceni
» 6.3.1. Necht M’ je matice
M = (M | 13),

kde M = M(RS,3) (viz (6.3)) a I3 je jednotkova matice. Dokazte, ze kazd4 trojice
sloupcti matice M’ je linedrné nezévisla, pravé kdyz g je mocnina dvou. Odvod'te,
ze pro ¢ = 2™ a k = 3 nebo k = ¢ — 1 existuji g-arni MDS kédy s parametry
lq+ 2, k].



Kapitola 7

Reed—Mullerovy koédy

7.1 Definice

Na Reed—Mullerovy koédy lze nahlizet jako na zobecnéni kédu Reed—
Solomonovych. Vzpomeinme si, ze kéd RS, ;; sestava z evaluaci polynomu stupné
< k nad télesem [, kde g je mocnina prvocisla. Reed-Mullerovy kédy dostaneme,
pokud tuto definici zobecnime na polynomy vice proménnych.

Jiz vime, jak pro dany okruh R vytvotit okruh polynomu R[z] v proménné x.
Vyjdeme-li z okruhu R = F, a iterujeme-li tuto konstrukci, ziskdme okruh poly-
nomu F,[zy,...,z,] nad F, v proménnych xy, ..., z,,. Jeho prvky lze ztotoznit s
vyrazy tvaru

fx1,. .., xm) = Z iy T e xim, (7.1)

kde s¢itdme pres konetnou mnozinu m-tic (iy,...,4,) a kazdy koeficient a;, ;.
je prvkem télesa [F,,. S¢itani a ndsobeni polynomu je definovéano podle ocekdvani
a ma nasledujici vlastnosti:

e scitdni polynomi je komutativni, takze napi. o2 + x5 = a9 + 22,

e nasobeni polynomu je rovnéz komutativni, specialné pro kazdé 7,; plati
Tilj = T4,

e nultd mocnina proménné je rovna 1, takze naptiklad zz3z5 = 3.
Celkovy stupen polynomu f € Fy[z1,..., x| je ¢islo
td(f) = max(iy + -+ - + im),

pficemZ maximum je brdno pies vsechny ¢leny zi'...x' s nenulovym koefi-
cientem v polynomu f. Je-li § = (aq,...,q,,) usporddand m-tice prvku télesa

F,, pak symbolem f(3) ozna¢ime hodnotu f(ay,...,a;). Necht By, ..., Bm_1 je

37
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ocislovani v8ech usporadanych m-tic télesa F,. Reed-Mulleriv kéd R,(r,m) je
tvoten slovy

(f(ﬁO)a f(ﬂl)v SR f(ﬁqm—l))a

kde f probihd vSechny polynomy v Fy[z1,..., %], jejichz celkovy stupei je
nejvyse r. Kod R,(r,m) je tedy g-arni a jeho délka je ¢™.

Protoze pro kazdy prvek a € F, plati a? = «, staci se omezit na evaluace
polynomiu, v nichz kazda proménna x; ma stupen mensi nez q. Specialné v pripadé
g = 2 (bindrni k6dy) mé kazda proménnd stupen 0 nebo 1; polynomum, které tak
dostaneme, se Tika booleovské. Budeme se jim vénovat v nédsledujicim odstaveci.

Cviceni
» 7.1.1. Definujme okruh polynomu F,[zy, ..., 2] (m > 2) rekurentnim vzta-
hem

Folz, ... zm] = (Fylzr, ..oy 2mo]) [2m]-

Zapiste explicitné operaci s¢itani a nasobeni polynomu v tomto okruhu.

7.2 Booleovské funkce a booleovské polynomy

Polynom f(x1,...,2,) v m proménnych nad Fy je booleovsky polynom, pokud v
kazdém ¢lenu souctu

f(l'l, R 7,I‘m) = Z ail...imxill ..... xfﬂflﬂ

(315 y%m)

jsou vsechny exponenty ii,...,%,, rovny 0 nebo 1. Booleovsky polynom
f(x1,...,xy) je tedy souctem clenu tvaru
A L L (7.2)

kde plati 1 < j; < -+ < jr < m. Cleny 1} oznacujeme jako monomy. Kazdé

mnoziné I C {1,...,m} odpovidd monom
Ty = H.Z'Z
iel

Monom xy oznacujeme symbolem 1. Mezi booleovskymi polynomy ma zvlastni

misto jesté polynom 0, ktery je pro zménu souctem prazdné mnoziny monom.
Protoze v télese Fy plati 02 = 0 a 12 = 1, je pfirozené pro i = 1,...,m

postulovat rovnost

T =15 (7.3)

7
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S vyuzitim tohoto vztahu muzeme souc¢in dvou booleovskych polynomu jed-
noznacné upravit na polynom, ktery je opét booleovsky. Plati napiiklad

1T - (Ty + T3) = T1T2 + T1T2T3.

Booleovskd funkce m proménnych je libovolné zobrazeni h : FJ' — [Fy. Kazdy
booleovsky polynom f urc¢uje booleovskou funkci f : dosadime-li za jednotlivé
proménné, je vysledna hodnota jednoznacné urcena.

Protoze pocet booleovskych funkei m proménnych je shodny s poctem
booleovskych polynomu v proménnych 1, ..., &, (viz cviceni [7.2.1), muzeme se
ptét, zda kazdé booleovské funkci odpovidd polynom, ktery ji ‘poéita’. Odpoved
je kladna:

Véta 7.2.1. Pro kazdou booleovskou funkci m promeénnych h existuge booleovsky
polynom f € Folxy, ..., x,] s viastnosti, Ze h = f.

Diikaz. Nejprve tvrzeni dokazme pro funkci hy;, . ; , kterd ma hodnotu 1 pouze v
jediném bodé, a to (i1, ...,i,) € Fi*. Prokazdé k = 1,..., m vezméme booleovsky
polynom p; v proménné xy, definovany predpisem

(z2) Tk pokud 7, = 1,
T =
PR 1+ 2, jinak.

Nyni staci polozit
fil...z’m<x1a ce sz) = p1($1) """ pm(xm)

a overit, ze plati fi, i = hi i -
Pro obecnou booleovskou funkci h vezméme polynom

F="Y Jiim

h(i1yeeesim)=1

Z definice plyne, ze f(z'l, cyim) = 1, prave kdyz h(iy,...,4,) = 1. Plati tedy
f=h. O

Véta[7.2.I]ndm umoznuje ztotoznit booleovskou funkei s jednoznacéné uréenym
booleovskym polynomem, ktery ji odpovida. V nésledujicich odstavcich proto
nebudeme mezi témito dvéma pojmy dusledné rozlisovat a pouzijeme vzdy ten,
ktery je v daném kontextu vyhodné;jsi.

Cviceni
» 7.2.1. Ukazte, ze pocet booleovskych funkci m proménnych i pocet
booleovskych polynomt v proménnych z1, ..., z,, je 22".
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7.3 Binarni Reed—Mullerovy kédy

Pro libovolny polynom f € Fy[zy, ..., x,,] oznac¢me

N(F) = {(ir, - im) €T < flin, ... im) = 1}.

Dokézeme dolni odhad na velikost mnoziny N(f), ze kterého plyne odhad
minimalni vzdalenosti Reed-Mullerovych kodu.

Tvrzeni 7.3.1. Necht [ € WFylxy,..., 2] je nenulovy booleovsky polynom
celkového stupné nejvyse r. Pak

IN(F)I = 2"

Diikaz. Indukei pres m. Pro m = 1 je tvrzeni ziejmé. Predpoklddejme tedy, ze
m > 1. Necht ¢ je soucet vSech monomi, které se vyskytuji v polynomu f a
obsahuji proménnou z;. Plati tedy

kde g a h jsou polynomy v proménnych xs, ..., x,,.

Je-li g =0, pak kazdé (m — 1)-tici (ig,...,4,) € N(h) odpovidaji dvé m-tice
z N(f), totiz (0,42,...,%y) a (1,ig,...,4y). Z indukéniho predpokladu, apliko-
vaného na polynom h v m — 1 proménnych, proto plyne

N = 2N ()] = 227 = 27,

Muzeme tedy predpokladat, ze g # 0. Protoze td(g) < r—1, podle indukéniho
predpokladu je
’N(g)| > 2m—1—(7’—1) — gm-r

Uvazme libovolnou (m — 1)-tici (g, ..., %) € N(g). Dosazenim do f ziskdvame
funkci jedné proménné f(xy,is,...,4,), pro kterou podle (7.4)) plati

f(JZl,iQ, e 7Zm) =T + h(’ig, Ce ,Zm)

Existuje tedy pravé jedna hodnota proménné x;, pro kterou (xi,is,...,4,) €
N(f). Odtud
IN(f) =[N(g)| =z 2"

]

Dusledek 7.3.2. Mnozina B, C R(r,m), tvorend evaluacemi vSech monomi
celkového stupné nejvyse r, je bdzi kédu R(r,m).
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Diikaz. Protoze kazdy polynom f (td(f) < r) je sou¢tem monomu celkového
stupné nejvyse r, mnozina B, generuje kéd R(r,m). Dokazeme, Ze je linedrné
nezavisla.

Podle tvrzeni je evaluace [f] kazdého nenulového polynomu f je
nenulovd, nebot |N(f)| > 2™ = 1. To ovSem znamen4, Ze mnozina evaluaci
vSech monomu

{[1], [z1], [z2], - - - [Tm)], [x122], - - [T122 - - 2] }

je linearné nezavisla. Tim padem také mnozina B, je linearné nezavisla. O

Piiklad 7.3.3. Uvazme jako piiklad kéd R(1,3). Z dusledku plyne, ze
jedna jeho generujici matice m4 jako fadky slova [1], [x1], [x2], [z3]. Bereme-li pii
evaluaci prvky mnoziny F3 v poradi

000,001, 010,011, 100, 101, 110, 111

(zavorky pro prehlednost vynechavame), dostaneme matici

_ o O =

1
0
1
1

o O O
O~ O
SO O R
_ O = =
O~ R
— =

Disledek 7.3.4. Reed-Mulleriv kéd R(r,m) md délku 2™, dimenzi (7)) +-- -+
(T) a minimdalni vahu 2™,

Diikaz. 7 tvrzeni[7.3.1]plyne, Ze minimdln{ véha je alesponi 2™~". Tato hodnota se
nabyva napiiklad pro slovo [z12s . .. x,]. Tvrzeni o dimenzi plyne z dﬁsledkum
a faktu, ze monomu celkového stupné ¢ je presné (?) m

Reed-Mullerovy kédy jsou k sobé navzajem dudlni, jak ukazuje nésledujici
tvrzeni.

Véta 7.3.5. Kody R(r,m) a R(m —r —1,m) jsou navzdjem dudlni.

Diikaz. Dimenze kédu R(m —r — 1,m) je rovna

() ()= () o+ ()

dimR(r,m) +dimR(m —r —1,m) = E (m) = 2™,
i
i=1

takze

Protoze délka téchto kédu je rovnéz 2™, k dukazu duality staci ukazat, ze
kédy jsou navzdjem ortogonalni. Miuzeme se pritom omezit na jejich bazové vek-

tory. Podle dusledku je béze kédu R(r,m) tvorena slovy [z/], kde |I| < r.
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Podobné béze kédu R(m — r — 1, m) sestéava ze slov [z;], kde |J| < m —r — 1.
Chceme ukazat, ze skaldrni soucin ([z;], [x,]) je nulovy. Tento skaldrni soucin je
souctem vyrazu

ZE[(il,...,im) 'ZEJ(il,.‘.,Z'm)

pres vsechny m-tice (iq,...,4,). Protoze x; - x; = x5y, plati

(i), [y = Y wroslin, - im).

(7"17~--’7;m)

Dané m-tice (i1, .. ., 4, ) do tohoto souctu prispéje 1, pravé kdyz i = 1 pro kazdé
k € I U J. Takovych m-tic je stejny pocet jako nadmnozin mnoziny I U J, tedy
2=Vl oz je sudé éslo, nebot

m—[IUJ|>m—(r+m—-—r—1)=1.

Uvazovany skaldrni soucin je tedy nulovy a dukaz je hotov. O]

7.4 Kodovani a dekdédovani

Tento odstavec je vénovan koédovani a dekodovani pomoci Reed-Mullerovych
kédu. Popiseme Reeduv algoritmus, ktery k dekédovani téchto kédu pouziva tzv.
vétsinovou logiku.

Piedpokladejme, ze odesilatel ma bindrni zdrojové slovo a o délce 2V ™7,
kde V(m,r) = >°i_; (7). Symboly tohoto slova budeme indexovat mnoZzinami

I C{1,...,m} o velikosti nejvyse r a psét
a = (ar)r,

kde I probihé takové mnoziny. Slovo a odesilatel pritadi booleovsky polynom

f= Z arrr

L|<r

a ziska kédové slovo [f] (evaluaci pro néjaké pevné zvolené usporaddni mnoziny
F7'). Délka slova tedy vzroste z V(m,r) na 2™, pii spravném dekdédovani se ndm
viak podaif opravit az 2™ "~ — 1 chyb vzniklych pfi pienosu.

Takové  dekédovani  umoznuje  Reeduv — dekédovaci  algoritmus.
Predpokladejme, ze odesilatel obdrzi slovo y délky 2™, jehoz symboly jsou
indexovéany m-ticemi z F3'. Symbol na pozici (iy,...,i,) € F5 budeme
oznacovat symbolem y;, , . Cilem je rekonstruovat koeficienty a; polynomu f.

Ideu algoritmu budeme ilustrovat na piikladu [7.3.3] kde jsme nasli generujici
matici M kédu R(1,3). Vsimnéme si, ze soucet prvnich dvou prvku na fadku [z]
matice M je roven 1, zatimco u ostatnich radku je roven 0 (pfi pocitani modulo
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2). To znamend, ze pro libovolny booleovsky polynom f = > a;x; (td(f) < 1) a
y = [f] plati

Yooo + Yoor = 1, prave kdyz agzy = 1.
Stejnou vlastnost navic maji souc¢ty yo10 + ¥o11, Y100 + Y101 & Y110 + y111. Ve slové
y tedy mame ¢tyti disjunktni dvojice symbolii, z nichz kazdé jednoznacéné urcuje
koeficient asy.

Tento koeficient tak dokazeme spravné urcit i v ptipadé, ze pii prenosu
kédového slova [f] (jehoz vysledkem je prijaté slovo y) doslo k jedné chybé.
Staci nechat uvedené ctyfi soucty ‘hlasovat’ o tom, zda agzy = 1, a pfiklonit
se k vétsinovému vysledku.

Uvazme konkrétni pifklad: odeslané slovo je [z7 + 23] = (01011010) a pii
prenosu doslo k chybé ve tretim symbolu, takze y = (01111010). Pi{jemce slovo
y rozdeéli do bloku délky 2 a zjisti, Ze soucty symbolu v jednotlivych blocich jsou

0+1=1, 1+1=0, 1+0=1, 1+0=1.
Proto spravné rozhodne, ze a3y = 1.

Nez pristoupime k obecné formulaci algoritmu, pottebujeme dokazat nékolik
pomocnych tvrzeni a zavést vhodné znaceni.

Kazdé mnoziné B C {1,...,m} pritadime jeji charakteristicky vektor xp €
F2*, ktery ma na pozici ¢ prvek 1, prave kdyz ¢ € B.

Pozorovéani 7.4.1. Pro J,B C {1,...,m} plati
xy(xp) =1, prdvé kdyz J C B.

Je-li f booleovska funkce m proménnych a I C {1,...,m}, definujme
booleovskou funkci f! v m proménnych vztahem

o)=Y flxs)
B: YCBCIUY
pro kazdé Y C {1,...,m}.
Lemma 7.4.2. Necht I,J,Y C {1,...,m}. Pak plati
() (xy) =1, prdavé kdyz I C JUY.
Diikaz. 7 definice funkce (z;)! je

(@) 0v) = >, wilxs)

B: YCBCIUY

— Z 1,

B: JUYCBCIUY

pricemz druhd rovnost plyne z pozorovéani [7.4.1]
Protoze pocet mnozin B s vlastnosti JUY C B C TUY je 2/0VY)-(UWY)| —
1= iistujeme, ze (2)"(xy) = 1 pravé tehdy, kdyz [ C JUY. O
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Véta 7.4.3. Necht f = ayxy je booleovsky polynom celkového stupné nejvyse
d < r v proménnyjch z1,...,x, a necht 1Y C {1,...,m} jsou disjunkini
mnoziny. Pokud |I| = d, pak plati

ar = fI(XY)-

Dikaz. 7 definice plyne
fI(XY) = (Z CLJHSJ)I(XY)
= > O am)xs)

B: YCBCIUY J

= ZCLJ' Z z7(xB)
J

B: YCBCIUY

=Y as- (@) (xy)-

Kdy k tomuto sou¢tu mnozina J prispéje hodnotu 17 Nutnou a postacujici
podminkou je a; = 1 a (z;)!(xy) = 1, pficemz druhd rovnost podle lem-
matu nastava, praveé kdyz I C Y U J. Pro takovou mnozinu J plati |J| < d
(nebot td(f) < d)al C J (nebot INY = 0). Protoze |I| = d, jedind mnozina .J
s nenulovym ptispévkem je J = I. Tim je dukaz proveden. [

Nyni jiz muzeme formulovat Reeduv dekédovaci algoritmus. Vstupem je
prijaté slovo y, vystupem booleovsky polynom f celkového stupné nejvyse r s
vlastnosti, Ze pokud doslo pii pfenosu k méné nez 2™ "' chybam, pak odeslané
slovo bylo [f].

Polozime d := r. Pti kazdém priuchodu algoritmem uréime jeden z koeficientu
polynomu f =), ayz,.

1. Vezmeme nékterou jesté nezpracovanou mnozinu [ velikosti d. Pokud takova
mnozina neexistuje, prejdeme na krok 6.

2. Pro kazdou z 2% mnozin Y s vlastnosti I NY = @) spocitdme hodnotu

IY)= > Y (7.5)

B: YCBCIUY

3. Kazdé takovd mnozina Y hlasuje pro moznost a; = 1, pokud ¢g(Y) = 1,
piipadné pro moznost a; = 0, pokud g(Y) = 0. Vétsinovy hlas vyhrava.

4. Je-li vysledek hlasovani a; = 1, polozime y := y — [z].

5. Pokracujeme krokem 1.
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6. Je-li d > 0, snizime d o jednu a pokracujeme krokem 1. Jinak algoritmus
konéi a vystupem je polynom ) ajx;.

Spravnost algoritmu vyplyva z véty o mnoziné I hlasuje 2™~¢ mnozin Y.
Kazd4 mnozina B v rovnici pritom odpovidd pouze jediné z nich. Aby tedy
rozhodnuti ohledné koeficientu a; bylo chybné, musi pfi pienosu nastat alespon
2m=d /9 > gm=r=1 chyb,
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Kapitola 8

Algebraické intermezzo 3

8.1 Minimalni polynom

Pozorovani 8.1.1. Kazdy prvek télesa Fpm, kde p je prvocislo, je korenem poly-
noma
¥ — .

Pozorovani umoznuje nasledujici definici. MinimdIni polynom prvku o €
F,m nad télesem [, je polynom M, (z), ur¢eny vlastnostmi:

(1) M,(x) je (nenulovy) monicky polynom s koeficienty z F,,
(2) Ma(a) =0,
(3) zadny polynom mensitho stupné nespliuje podminky (1) a (2).

Minimdln{ polynom je jednoznaéné urcen, nebot kdyby M/ (z) byl dalsi poly-
nom s vlastnostmi (1)—(3), pak M, — M, je polynom mensitho stupné s kofenem
« a snadno dostaneme spor s vlastnosti (3).

Tvrzeni 8.1.2. Necht a € Fym a necht f(x) € Fylz] je polynom s vlastnosti
f(a) = 0. Potom polynom M,(z) deli f(x).

Diikaz. Pomoci véty o déleni polynomu vyjadieme

f(x) = q(z) - Ma(2) + 7 (2),

kde degr < deg M,. Protoze f(a) = M,(a) = 0, dostavame také r(a) = 0. Je-li
polynom r(x) nenulovy, pak vhodnym vynasobenim prvkem télesa F, ziskdme
monicky polynom, ktery spliiuje podminky (1) a (2) z definice minimélniho poly-
nomu. To je spor, proto r = 0 a polynom f je délitelny polynomem M,. [

Uvazme jako piiklad téleso Fg, zkonstruované pomoci ireducibilniho polynomu
f(x) = 2® + z + 1. Prvky tohoto télesa maji nésledujic{ minimaln{ polynomy:
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M (x) =z +1, Myi(z) = 2% + 2 +1,
My(z) =2° + o+ 1, Mys(x) = 2® + 22 + 1,
M2(z) =2 + 2 + 1, Mys(z) = 2% + 2* + 1.
Mys(z) = 2° + 2 + 1,

Miuzeme si vSimnout nékolika zajimavych skutecnosti:

o M,(x) = f(z). Obecné plati, ze minimalni polynom prvku «a télesa Fym,
definovaného jako téleso polynomu v a ‘modulo ireducibilni polynom f’, je
prave f(z). (Viz cviceni [8.1.1])

o M,(x) = My2(x) = Mya(z).
Zobecnénim druhého z téchto pozorovani je nasledujici véta:
Véta 8.1.3. Pro 3 € Fym plati
Mpy(x) = Mps ().
Diikaz. Podle tvrzeni |5.5.1{(ii) je

Mp(B?) = (Mg(B))? = 0.

Cviceni
» 8.1.1. Necht F je rozsien{ télesa F,, o kofen « ireducibilnfho polynomu f(z).
Potom minimalni polynom prvku a nad F, je pravé f(x).



Kapitola 9

Cyklické kédy

9.1 Kobd jako mnozina polynomu

Linedrni kéd C' (délky n nad télesem F,) je cyklicky, pokud je invariantni vzhle-
dem k cyklickému posunu soutadnic, tedy

(a07"'7&n71) €cC = (aly"'aanflaa(]) eC
pro kazdé slovo a = (ag, ..., a,-1) € F}.
Cyklické koédy tzce souvisi s polynomy nad télesem F,. Kazdou n-tici a =
ag, - . ., ay_1) € F" formalné ztotoznime s polynomem
; poly
n—1
Z a;x" € Fy ).
i=0

Protoze se tato korespondence tyka pouze prvnich n mocnin proménné x, muzeme
a ztotoznit s t¥idou okruhu

R =F,[2]/(a" — 1),

ktery si muzeme predstavovat jako okruh polynomu stupné < n — 1 s poéitanim
‘modulo rovnost z™ = 1’. I v dalsim textu se (s malou ddvkou neptesnosti) této
predstavy pridrzime a ztotoznime kazdou t¥idu z okruhu R s jednoznaéné ur¢enym
polynomem stupné < n — 1, ktery tato tiida obsahuje.

Cyklicky posun soutadnic v fec¢i polynomu odpovida nasobeni polynomem z,
nebot

-1 —1
xlag+arx+ -+ a, 12" ) =an_1+ ar + -+ a9z .

Cyklicky kéd je tedy (aditivni) podgrupa okruhu R, invariantni k nésobeni
skalarem a polynomem z, tedy nutné i k nésobeni libovolnym polynomem. Je
to tedy totéz co idedl v okruhu R.
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Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze kazdy ideal J C R je hlavni, tj. je tvaru

(8) ={0-5:0€R}

pro néjaké 5 € R. Okruh R je tedy obor hlavnich idedli. Plati-li J = (3), iikame,
ze 3 generuge idedl 3. (Doporucujeme po precteni ditkazu provést cviceni[9.2.2))

Tvrzeni 9.1.1. Necht 3 je polynom minimdiniho stupné v cyklickém kédu C
délky n. Potom plati:

(1) B generuje kod C, tedy C = ([3),
(2) B déli polynom z™ — 1.

Diikaz. (i) Necht v je libovolny polynom z C. Podle véty o délen{ se zbytkem

(cviceni |9.2.1)) je
v =0" 6 + T,

kde 7 je polynom menstho stupné nez ( a pritom zjevné 7 € C. Z minimality
stupné polynomu [ je 7 = 0.
(ii) Opét podle véty o déleni se zbytkem je

" —1=0-0+T,

kde deg 7 < deg 3. V okruhu R pocitame modulo 2" —1, takze zde plati 7 = —o 3,
a tedy 7 € C. Odtud opét 7 = 0. O

Generugici polynom cyklického kédu C' je polynom, ktery jej generuje jako
idedl. Dusledkem tvrzeni je, ze kazdy cyklicky kdéd obsahuje generujici poly-
nom (3.
minimalntho stupné v kédu C' je jednoznaéné urcen az na konstantni nasobek.
Jsou-li totiz «, 5 dva ruzné polynomy minimélniho stupné a jsou-li monické (t;j.
s vedoucim koeficientem 1), potom polynom o — 8 € C' ma nizsi stupern, coz je
spor.

Z generujictho polynomu 3 kédu C' lze odvodit elegantni tvar jeho generujici
matice. Dejme tomu, ze deg 3 = k. Mnozina B = {3, z0,...,2" *13} je linedrné
nezavisla modulo x™ — 1, protoze kazda netrivialni linearni kombinace z B ma
stupen mezi k a n — 1. Na druhou stranu B generuje cely kod C', protoze kazdé
v € C je nasobkem polynomu 3. Mnozina B je tedy béazi kédu C. Je-li g =
Zf:o b;x*, pak jedna generujici matice tohoto kédu mé tvar

bp by ... b 0 0 ... O
0 by ... bg—y b O ... 0

M(C) =
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Specidlné vidime, ze dimenze kédu C' je n — k.
Jak vypadd dudlni kéd C+? Polynom 3 déli 2" — 1. Uvazme tedy polynom
0= Z?;ok d;x" stupné n — k s vlastnost{

Pii poéitani modulo 2™ — 1 je kazdy koeficient souc¢inu [ - § nulovy, takze pro
vsechna j =0,...,n—1 je

bOdj + bldj—l + -+ bn—ldj—n-H = 0, (91)

pricemz vSechny indexy redukujeme modulo n a definujeme b; = 0 pro i > k,
d; = 0 pro i > n — k. Specidlné pro j = 0,...,n — k rovnice znamenaji,
ze vektor d = (dyp_g,dp_t—1,.-.,do,0,...,0) je ortogondlni na vsechny radky
generujici matice M(C), a je tedy prvkem dudlntho kédu C+. Naopak kazdy
prvek d dudlniho kédu (se stejné indexovanymi slozkami) spliiuje rovnice (9.1)
pro vsechna j.

Vsechny polynomy tvaru z'd maji s polynomem (3 nulovy souc¢in (modulo
™ — 1). Proto také vsechny cyklické posuny vektoru d patii do dudlniho kédu
C*. Dimenze dudlniho kédu je k. Mnozin {6,2"715, ..., 2" %15} je linedrneé

nezavisla, takze k cyklickych posunu vektoru d tvori bazi dualniho kédu:

dote dpjpey ... dy O 0 ... 0
0 dog ... d do O ... 0
M(Ch) = . A . .
0 0 oo o

Vsimnéme si, ze se nejednd o kéd (§)! Tyto dva kédy se vsak lisi jen poradim
soutadnic v kddovych slovech a jsou tedy ekvivalentni.

9.2 Cyklotomické polynomy

Podle tvrzeni mé kazdy cyklicky koéd délky n generujici polynom, ktery
deli 2™ — 1. Je tedy namisté otazka, co lze Tici o jednoznacném rozkladu poly-
nomu z" — 1 na monické ireducibilni polynomy, kterym se v tomto ptripadé rika
cyklotomické polynomy. Kazdy cyklicky kod délky n (nad prislusnym télesem)
je totiz generovan soucinem nékterych z téchto ireducibilnich faktoru. Zname-li
tedy prislusny rozklad, zndme vSechny cyklické kody délky n.

!Na prvni pohled vypadd ptirozenéji volba {8, zd, ..., z¥~1§}, takto viak vyjde elegantnéjsi
tvar generujici matice.
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Uvazme jednoduchy piiklad nad Fy. Polynom x® —1 (alias 2% + 1) m4 rozklad
P rl=(r+1)(*+2+1)

a jeho monickymi déliteli jsou tedy polynomy 1, z + 1, 22 + x + 1 a 0 (posledn{
¢len odpovidd soucinu obou faktort, ktery je 0 modulo x3+1). Slova odpovidajic
jednotlivym délitelum a kédy, které generuji, jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

polynom | slovo kod
1 (100) | {000, 100,010,001,110,011, 101,111}
x+1 (110) {000, 110,011, 101}
2+ x+1 ] (111) {000,111}
0 (000) {000}

Pro zbytek této kapitoly ucinime nasledujici predpoklad:
délka kédu n je nesoudélnd s velikosti télesa g. (9.2)

Za této podminky jsou kofeny polynomu x™ — 1 v jeho rozkladovém nadtélese
navzajem ruzné (viz cviceni [9.2.3). Z toho také plyne, ze faktory v jeho ire-
ducibilnim rozkladu jsou ruzné. Je-li tento rozklad

pak kédy odpovidajici faktortim p; se nazyvaji mazimdini kédy a znaci se M, je-
jich dudly (generované polynomy (z"—1)/p;) jsou minimdlni kédy M, . Duvodem
pro nazev minimalni kéd je, ze tyto kédy neobsahuji jiny cyklicky kod jako vlastni
podmnozinu.

Piiklad 9.2.1. Uréeme minimalni kédy pro ¢ = 3 a n = 8. Polynom 2® — 1 €
Z;]x] ma rozklad

P —1=(@-Dr+1)@*+D@*+2 - 1) (@* -z —1).
Oznacme faktory zleva doprava py, ..., ps. Plati napt.

=1

ﬁ:xG—xS—xA—m?jo%—l,
X T —

takze kéd M, je generovan cyklickymi posuny vektoru (0 1 —1 —10 —111).
Kromé nich uz dokonce zadné nenulové prvky neobsahuje, protoze jeho dimenze
je 2 (stupen polynomu ps = ? + x — 1). Jedn4 se tedy o [8, 2, 6]-kéd.

Podobné kéd M; je tvoten cyklickymi posuny vektoru (011 —10 —1 —1 1)
a nulovym vektorem. Sjednoceni téchto kédu generuje kéd C((x —1)(z + 1)(2* +
1)) = (2* — 1) (viz cviceni [9.2.5), coz je [8,4,2]-kéd, generovany téz cyklickymi
posuny vektoru (1000 —1 00 0).

Kéd My je 1-dimenziondln{ kéd generovany vektorem (1 1...1), nebot 2% —
1= (z—1)(z"+2°+---+1). Zbylé minimaln{ kédy lze urcit podobné.
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Priklad 9.2.2. (Hamminguv kéd H3) Necht ¢ = 2 a n = 7. Plat{
r—l=2"+1=(z+1)(*+2+1)(2®+22+1).

Kéd (22 + 2 + 1) mé generujici matici

1101000
0110100

3 _
M@ +x+1)=1f 051101 0
0001101

a je to tedy Hamminguv kod Hs.

Jaky je tad rozkladového nadtélesa polynomu x™ — 17 Jinymi slovy, jaké je
nejmensi m, pro které plati, ze v Fym existuje n ruznych prvka 3 s vlastnosti
[" = 17 Nutnou podminkou je

n|lg™ — 1, (9.4)

nebot podle Lagrangeovy véty fdd kazdého prvku multiplikativni grupy télesa
F,m déli tad grupy. Takové m jisté existuje, nebot podle malé Fermatovy véty
pro kazdé n a nenulové a plati

a®™ =1 (mod n)

(¢ je Eulerova funkce). Na druhou stranu, pokud je podminka (9.4) splnéna, pak
staci zvolit
8= Q" =1)/n

)

kde o je primitivni prvek daného télesa. Prvky 3,52%,...,3" jsou pak zjevné
hledané koteny polynomu z™ — 1. Dostavame nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 9.2.3. Rozkladové téleso polynomu z™ — 1 nad IF, je téleso Fym, kde m
je nejmenst c¢islo s vlastnosti ¢ =1 (mod n). O

Kofeny polynomu z" — 1 v jeho rozkladovém télese (a v rozsifenich tohoto
télesa) se nazyvaji n-té odmocniny z jedné. Jaky je vztah faktoru polynomu z" —1
nad F, a jeho kofenu v rozkladovém nadtélese? Jsou to jejich minimdlni poly-
nomy. Kazdy koten  polynomu z™ — 1 je totiz kofenem pravé jednoho polynomu
p; z rozkladu . Ten je ireducibilni a monicky, a tak musi byt minimalnim
polynomem prvku 3 nad F,,.

Nechf « je primitivni prvek télesa Fym. Vime, Ze mé-li prvek of € Fym
minimaln{ polynom M® nad F,, pak M () je rovnéz miniméalnim polynomem
viech prvki of, kde ¢ patif do cyklotomické tridy prvku k modulo n nad F,,

Ck = {ka qka q2ka s 7qtk_1k} C qu—b
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pricemz t;, je nejmensi takové, ze n déli ¢'*k. Plati dokonce

M® = H(x—ozi).

1€Cl

Hustrujme tento fakt na pitkladu 9.2.2] kde ¢ = 2 a n = 7. Zajima nds
vyjadieni ireducibilnich faktort polynomu z” + 1. Podle tvrzen{ je rozk-
ladovym télesem rozsiteni Fg O [y, dejme tomu s primitivnim prvkem a,
spliiujicim rovnost o + a + 1 = 0. Cyklotomické tifdy vypadaji takto:

CO = {0}7
Cl = {17254}a
Cy = {3,5,6).

Odtud dostavame vyjadieni cyklotomickych polynomu
MO =g 41, (9.5)
MY = (z—a)(z—-®)(z—a*)=2*+2+1,
M® =(z-a®)(z—a’)(z—ab) =2® + 27 + 1.

Cviceni
» 9.2.1. Ukazte, ze v okruhu polynomu F,[z] plati véta o déleni se zbytkem: jsou-
li o, 8 dva polynomy z F,[z] a 5 # 0, pak existuji jednozna¢né ur¢ené polynomy
o, 7 € F,[z] tak, ze

a=00+T

a stupen polynomu 7 je mensi nez stupen polynomu /.

» 9.2.2. Formulujte a dokazte tvrzeni zcela presné, bez neformalniho
ztotoznéni ttid z okruhu R s jejich reprezentanty.

» 9.2.3. Necht f =>""  a;z' je polynom nad télesem F,. Jeho derivace, defino-
vana predpisem

/= Z(z ca;) x '
i=1
je rovnéz polynom nad F,. Dokazte:
(a) Je-li z ndsobnym kofenem polynomu f, potom f'(z) = 0.
(b) Je-li n nesoudélné s ¢, pak polynom z"™ — 1 nemé zadné nasobné koreny.

» 9.2.4. Je pravda, Ze pokud n je soudélné s ¢, pak 2" — 1 ma nad F, vzdy
nasobny koren?
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» 9.2.5. Necht f, g jsou polynomy nad F,. Dokazte:

(f) N {g) = (usn(f, g)),
(f) U (g) generuje kéd (nsd(f, g)),

kde nsn a nsd oznacuji nejmensi spolecny nasobek resp. nejvétsi spoleény délitel.

9.3 BCH kédy

Necht C' je cyklicky kéd délky n nad F, s generujicim polynomem g. Polynom g
deli ™ — 1 a je tedy soucinem nékterych cyklotomickych polynomu z rozkladu
. Kéd C' lze specifikovat vyctem prvku rozkladového télesa Fym polynomu
2™ —1, které maji byt koteny jeho generujiciho polynomu. Takové prvky jsou pak
samoziejmé kofeny vSech polynomu z C| proto se jim tiké koreny kodu C.

Typicky ovsem kazdy urceny koten generujiciho polynomu vynucuje jesté dalsi
kofeny. Je-li prvek o' kofenem kédu C' (kde « je primitivni prvek rozkladového
nadtélesa), pak jsou kofeny i vSechny prvky {a? : j € C;}.

Pomoci kofenu generujiciho polynomu lze definovat i tzv. BCH kddy (nazev je
zkratkou jmen Bose, Ray-Chaudhuri a Hocquenghem). BCH kdd je urcen nékolika
hodnotami:

e velikost abecedy ¢ (jde o linedrni kéd nad télesem F,, kde ¢ je mocnina
prvocisla),

e délkoun =qg¢m™ —1,
e zadanou vzddlenosti §.

Kéd dany témito parametry oznacime BCH,,,s. Je to cyklicky kédE] délky
n = ¢™ — 1 nad F,, tvofeny viemi polynomy s kofeny a,a?,...,a’" ! kde a je
primitivni prvek télesa Fgm.

Priklad 9.3.1. Hamminguv kéd Hj3 je BCH kéd se zadanou vzdalenosti 3, ktera
predepisuje kofeny a a o? v télese Fg s primitivnim prvkem o spliiujicim rovnost
o® = a4+ 1. Oba tyto kofeny maji stejny minimalni polynom, totiz M =

2% 4+ 2 4+ 1, a vynucuji jesté tiet kofen tohoto polynomu, prvek o?.

2Poznamenejme, ze standardni definice BCH kédii je o néco &irsi; jednak o nemusi nutné byt
primitivni prvek, jednak posloupnost mocnin prvku o miiZe zacinat u néjaké vyssi mocniny «of.
Nase BCH kddy se obvykle oznacuji jako primitivni BCH kédy v uzsim smyslu. Ve podstatné
vsak i v této mensi t¥idé zustava zachovano.
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Z definice plyne, ze paritni matici kddu BCH,,, s je matice H', kterou ziskame,
pokud v matici

no |t S | | (9.6)

nahradime kazdou mocninu o/ € F m odpovidajicim vektorem délky m nad F,.

Protoze kazda (6 — 1)-tice sloupct matice H je linedrné nezavisld nad F,m
(jeji determinant je Vandermonduv determinant, viz cvicenf [6.2.1)), minimaln{
vzdélenost BCH kodu je alespon 6. Malym zobecnénim tohoto faktu je nésledujici
pozorovani:

Pozorovani 9.3.2 (BCH nerovnost). Minimdlni vzddlenost kédu BCHy s je
vetsi nebo rovna zadané vzdalenosti §. ]

Paritni matice H' ma m(0—1) fadku (které oviem nemusi vsechny byt linedrné
nezavislé). Dostavame tak dolni odhad na dimenzi kédu:

dimBCH, 5 > ¢ —m(6 — 1) — 1. (9.7)

9.4 BCH kdédy jako specializace RS kédu

BCH kédy je rovnéz mozné velmi elegantné definovat jako jisté podmnoziny
Reed—Solomonovych kdédu. Postup, ktery ukdzeme, je prevzat z [9]. Necht jsou
dana cisla ¢, m, ¢ jako v minulém oddilu. Ué¢inime navic technicky pfedpokladﬂ
ze m je prvocislo. Piislusny kéd budeme oznacovat BCH,,,s. Ziskdme jej
takto: nejprve vezmeme Reed—Solomonuv kéd o ‘spravné’ délce n a minimalni
vzdalenosti 0 (tedy kéd RSym gm_s). To je ovéem kéd nad télesem F,m, zatimco
my potiebujeme g-arni kod. Vybereme tedy z daného RS kédu slova, kterda maji
vSechny slozky v [F,. Vysledkem je kéd BCH, ,, 5.

Je jasné, ze délka tohoto kddu je n a jeho minimélni vzdalenost d je alespor
0. Trochu obtiznéjsi je zdola odhadnout jeho dimenzi. Vychozi kéd RS m gm_s je
tvofen evaluacemi polynomii stupné < ¢™ — 6 v bodech 1,q,...,a? 72, kde «
je zvoleny primitivni prvek télesa Fym. My v ném potfebujeme najit dostatecné
mnoho slov se vSemi slozkami v F,. K tomu nam dobte poslouzi tzv. stopa.

Stopa prvku z € Fym je prvek

1

trz=z4+20+420 4+ 429" (9.8)

3Bez tohoto piedpokladu je v argumentu mezera, kterou jsem si uvédomil az pii jeho
sepisovéni. Ilustraci je polynom x'C nad Fi4, ktery m4é nulovou stopu a ukazuje, Ze nékteré
cyklotomické ttidy nemuseji poskytovat ‘bazovy’ polynom s hodnotami v Fs.
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Podle cviceni je stopa linedrni funkce tr: Fym — F,.

Stopu muzeme definovat i pro polynomy. Nejprve zavedeme pojem, ktery se
nam bude hodit i pozdéji, v kapitole o cyklickych kédech. Necht i je prvek cyklické
grupy Zgm_i. Cyklotomickd trida prvku ¢ modulo ¢™ — 1 je mnozina

Cy = {i,iq,iq?* ..., iq" '} C Zym_;. (9.9)

Je ziejmé, Ze cyklotomické tiidy tvoii rozklad grupy Zgm_;.
Stopa monomu ax’, kde a € Fym, je

Tr (al'z) — G.Z'i + Cqulf{iq} + anx{ti} 4+ .. 4 aqulw{iQTVlil}, (910)

kde zdpis {i¢’} oznacuje fakt, ze ¢islo i¢’ redukujeme modulo ¢ — 1 (tj. inter-
pretujeme jako prvek grupy Z,m_1). VSimnéme si, ze polynom Tr 2’ mé& nenulovy
koeficient u 27 prdvé tehdy, kdyz j € C; (a to diky predpokladu, ze m je prvocislo).
Nyn{ muzeme definovat stopu obecného polynomu f(z) = Y." , a;z" nad

telesem Fym:
Trf=Trag+ Trajz + - - + Tra,z". (9.11)

Stopa Tr f je polynom v z, jehoz hodnoty jsou vsechny v IF,. Je-li jeho stupei
mensi nez ¢" — J, pak urc¢uje jedno slovo kédu BCH,,, . (Pfipomenme, ze se
snazime o dolni odhad na dimenzi tohoto kédu.) Kolik ruznych stop s danym
omezenim na stupen dokazeme najit?

Mnozina B sestava z nejvétsich prvku vsech cyklotomickych tiid C; (i > 1).
(Uspotdadanim je zde standardni uspofadéni na mnoziné {1,...,¢™ — 1}.) Pro
j € B je stupeni polynomu Tr 2/ pravé j a tento polynom mé nenulové koeficienty
pouze u ¢lenu z' s ¢ € Cj. Jak velkd je mnozina B? Protoze m je prvocislo a
velikost kazdé cyklotomické tiidy musi délit m, pro ¢ > 0 plati |C;| = m. Odtud
IB| = (¢" — 2)/m.

Necht nyn{

B ={ieB:i<q"—d} (9.12)
Kazdy prvek ¢ mnoziny B’ uréuje monom z‘, jehoz stopa mé mensi stupeii nez
g™ — 6 a jeji evaluace tak patif do kédu BCH,,, 5. Zjevné

m_ 2
B 2B -5=1

~ 4. (9.13)

Proto mnozina B, sestavajici z polynomu
Tr (Z 5::;) (9.14)
ieB’

kde koeficienty 3; probihaji F,m, ma velikost

m727 m_o
|B|:(qm)qm §:qq 2 m§7

a protoze polynomy z B urcuji navzajem ruznd slova kédu BCH,,, s, je dimenze
tohoto kddu alespon ¢™ — md — 2. Nase zjisténi shrnuje nasledujici véta:
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Véta 9.4.1. Kod BCH,,,, s md parametry n,k,d], kden = ¢™—1, k > n—md—1
ad>9H. O

Poznamenejme, ze skutecna vzdalenost BCH kédu muze byt vétsi nez zadana
vzdalenost §. Stejné tak dimenze je vétsi nez nas dolni odhad (viz cviceni [9.4.5)).

Cviceni
» 9.4.1. Necht f(z) =>""" ,a;z" je polynom stupné n nad télesem F. Dokazte:
(a) f ma nejvyse n ruznych kofent,

(b) je-li t ndsobny kofen polynomu f, pak derivace

n

f(x) = Zmixi_l

i=0
mé koren v t. (Ndsobeni ¢islem i je definovano jako i-ndsobné secteni.)

» 9.4.2. Necht ¢ je mocnina prvocisla, m > 1 a necht F je téleso F,m. Ukazte,
ze:

(a) pro kazdé z,y € F plati (z + y)? = 27 + y*,
(b) pro kazdé x € F je 29" =z,
(c) kofeny polynomu z? — x v télese F' tvoii téleso F' = F,.

» 9.4.3. Necht ¢ je mocnina prvocisla, m > 1 a necht F' je téleso F,m. Ukazte,
ze:

(a) stopa trz libovolného prvku = € F' (viz (9.8))) je prvkem télesa F”,

(b) pro kazdé z,y € F je tr(x +y) =trz + try.

» 9.4.4. Ukazte, ze prvky télesa I’ ze cviceni jsou praveé vsechny soucty
1+ +1

v télese ' = Fym.

» 9.4.5. (a) Necht C; je cyklotomickd tfida prvku ¢ modulo ¢™ — 1, kde ¢ je
mocnina prvocisla. Dokazte, ze pokud pro néjaké j plati ¢ — 1 — qj € C;,
pak ¢ —1—j € C;.

(b) Odvod'te odhad

—1
IB'IZQm—2—m{q—' W
q

pro velikost mnoziny B’ definované vztahem ((9.12]).
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(c) Odvodte, ze pro libovolné ¢ a prvocislo m je dimenze bindrnftho kdédu
BCHy 0141 alesponn n — 1 — tlog(n + 1), kde n = 2™ — 1. Porovnejte s
Hammingovym odhadem.

» 9.4.6. * Ukazte, ze definice BCH kédu pomoci kofenu generujictho polynomu
a pomoci RS kédu jsou ekvivalentni.

9.5 QR kédy

Necht p je liché prvocislo. Kvadraticky zbytek (nebo jen zbytek) modulo p je kazdy
nenulovy prvek grupy Z, tvaru a?, kde a € Z,. Prvkim mnoziny Z; = Z, — {0},
které nejsou kvadratické zbytky, budeme tikat nezbytky.

Pro pevné p necht R je mnoZina zbytku a N mnoZina nezbytku modulo p.
V posloupnosti 12,22, ..., (p — 1)? se kazdy zbytek objevi dvakrét, protoze a? =
(—a)? a pro liché p plati a # —a. Odtud |R| = |N| = (p — 1)/2.

Pro r € R plati b € R, pravé kdyz rb € R. Obé mnoziny R a N jsou tedy
uzaviené na nasobeni kvadratickym zbytkem. Tvrdime, ze sou¢in dvou nezbytku
musi byt zbytek. Pro n € N jsou totiz souciny n - b, kde b € Z;, navzdjem ruzné
a vime, ze pro kazdé b € R jsou v R. Tim jsou vycCerpany vSechny zbytky, takze
pro b € N musi byt nb € N.

QR kédy (quadratic residue codes) jsou cyklické kédy nad F, definované po-
moci kvadratickych zbytku modulo p, kde p prvocislo s vlastnosti, ze ¢ je zbytek
modulo p. Soustfedime se na binarni pripad ¢ = 2, pro ktery plati nasledujici
véta.

Véta 9.5.1 (Gauss). Necht p je liché prvocislo. Cislo 2 je kvadraticky zbytek
modulo p, pravé kdyz plati
p==+1 (mod 8).

Necht tedy p je pevné prvocislo spliujici podminku z véty a RN C
Z, jsou pifslusné mnoziny kvadratickych zbytki resp. nezbytkii modulo p.
Predpoklad 2 € R znamend, ze pro ¢ € R je 2¢ € R, a mnozina R je tedy
sjednocenim cyklotomickych tiid modulo p nad IFs.

Necht « je primitivni prvek rozkladového téleso polynomu z? — 1 nad F,.
Definujme polynomy

n(x) = H(x —a').
ieN
Protoze R je sjednocenim cyklotomickych tid, polynom r ma koeficienty z Fy (je
souc¢inem cyklotomickych polynomu nad Fs). Totéz plati pro polynom n. Navic

plati
P —1=(x—-1)-r-n.
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Cyklické kédy R = (r) a N = (n) (idedly v okruhu Fy[z]/(zF — 1)) se oznacuji
jako QR kédy.

Priklad 9.5.2. Hamminguv kéd Hs je bindarni QR kéd délky 7. Kvadratické
zbytky modulo 7 jsou 1,2 a 4. Je-li a primitivni prvek télesa Fyg (coz je rozkladové
téleso polynomu x7 + 1), pak

(z—a)(z—a®)(z—a") =2+ +1

(viz polynom M™ v (9.5)).

Priklad 9.5.3. Golayuv kod Gas je binarni QR kéd délky 23. V tomto piipadé
totiz dostavame
r=ocl+ 2042+ ad a2t 422+ 1

a dd se ukdzat, ze tento polynom generuje kdd Gas (pFesnéji kéd jemu ekviva-
lentni). Polynom 7 je dokonce jednim z ireducibilnich faktoria polynomu z* + 1
(jsou tii).

Je-li w libovolny kvadraticky nezbytek v grupé Z,, pak polynom r(z*) mé za
kofeny pravé vSechny prvky of, pro néz je i - u kvadratickym zbytkem. Ovsem
nasobeni libovolnym kvadratickym nezbytkem u v grupé Z, pievadi zbytky na
nezbytky a naopak, takze r(z*) = n(x). Tato Gvaha rovnéz ukazuje, ze kédy R a
N jsou ekvivalentni.

Protoze kvadratickych zbytka modulo p je (p — 1)/2, je dimenze kédu R a
N rovna (p + 1)/2 (jak vime, dimenze cyklického kédu délky p s generujicim
polynomem stupné k je p — k). Odhad na jejich minimdlni vzdalenost plyne z
nasledujici véty.

Véta 9.5.4 (Odmocninovy odhad). Pro minimdlni vzddlenost d QR kédu R plati
d* > p.

Dikaz. Uvazme polynom c(x), odpovidajici slovu minimélni véhy d v kédu R.
Necht u je kvadraticky nezbytek modulo p. Z dosavadnich tivah plyne, Ze polynom
d(x) = ¢(x") odpovida slovu (véhy d) v kédu M. Polynom c(x) - () je tedy v
pruniku R NN, a je tedy ndsobkem polynomu

af —1 1
r(z)-n(z) = =l+ax+---FaP .
r—1
To znamena, ze jeho véha je p. Odtud plyne dokazovana nerovnost. n

Dusledek 9.5.5. Kddy R a N maji parametry [p, (p+1)/2,d], kde d > \/p.



Kapitola 10

Hadamardovy kédy a Plotkinuv
odhad

10.1 Hadamardovy matice

Hadamardova matice 7ddu n je ctvercova matice H € R™™ s polozkami +1 a s
vlastnosti
H-H" =nl, (10.1)

ktera je ekvivalentni podmince, ze kazdé dva ruzné radky se shoduji pravée v
poloviné polozek. VSimnéme si, ze z plyne HT = nH™!, takze H'H =
HHT = nl. Proto také kazdé dva rtzné sloupce maji pravé polovinu shodnych
polozek.

Tento typ matic studoval J. Hadamard v souvislosti s determinantem. Plati
totiz

det H = Vdet H - det HT = 4n™/?

a dé se ukédzat, ze n? je maximalni mozna absolutni hodnota determinantu
realné matice s prvky my;, kde |m;;| < 1. (Nenf to tak tézké, uvédomime-li si
souvislost mezi determinantem a objemem rovnobéznosténu. )

Zde je nékolik Hadamardovych matic malych fadu (misto +1 piSeme jen +

resp. —):

- -

__'__
- - 4+

++ 4+ +
+

Tyto matice jsou normalizované: prvni rfadek obsahuje pouze prvky +1.
Protoze zménou vsSech znamének v libovolném sloupci se neporusi ‘hadamar-
dovskost” matice, kazdou Hadamardovu matici lze pfevést do normalizovaného
tvaru.

61
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Hadamardova matice fadu n samoziejmé nemuze existovat pro liché n > 3.
Vyloucit lze i dalsi rady:
Veéta 10.1.1. Pokud existuje Hadamardova matice vadu n, pak n je 1, 2 nebo
ndsobek 4.

Diikaz. Méjme normalizovanou Hadamardovu matici H iadu n > 2. Necht A je
mnozina sloupcti matice H, v nichZ je na druhém fddku +, a necht B je mnozina
sloupct, v nichz je 4+ na tfetim fadku. Protoze prvni a druhy fadek se shoduji
v poloviné polozek, je |A] = n/2 a podobné |B| = n/2. Druhy a tfeti radek
se rovnéz shoduji v poloviné polozek a ve zbylé poloviné se lisi, proto velikost
symetrického rozdilu A @ B je n/2. Vzhledem k tomu, ze

|A® B| = |A| + |B| —2|AN B|,
dostavame |A N B| = n/4 a n musi byt délitelné 4. O
Otazka, zda Hadamardova matice existuje pro kazdy rad délitelny 4, je slavny
otevieny problém. Minimalné pro n < 428 byla existence ovéiena pomoci pocitace
(dnes je rekord asi jesté vyssi). Ukdzeme si dvé konstrukee, které lze pouzit pro
specialni hodnoty n.

Prvni z nich, Sylvesterova konstrukce Hadamardovych matic H,, ftadun = 2™
je velmi jednoduchd. Vezméme Hy = (+) a pro ¢ > 0 induktivné definujme

H, H,
H’H—l = (H —H) .

Ovéreni, ze vysledkem je Hadamardova matice, ponechdvame na cviceni [10.1.1}

Cviceni
» 10.1.1. Ovérte, ze vysledkem Sylvesterovy konstrukce jsou Hadamardovy mat-
ice.

10.2 Paleyho konstrukce

Pomoci druhé konstrukce Hadamardovych matic, Paleyovy konstrukce, 1ze ziskat
matice tadu p + 1, kde p je prvocislo a p = 3 (mod 4). Konstrukce je zalozena
na kvadratickych zbytcich a nezbytcich modulo p, definovanych v oddilu[9.5] kde
jsou rovnéz odvozeny jejich zakladni vlastnosti.

Mnozinu kvadratickych zbytku resp. nezbytki modulo p znacime R resp. N.
Tvoii rozklad mnoziny Z; na dvé ¢asti o velikosti (p — 1)/2. Legendreiv symbol
je zobrazeni x : Z, — {—1,0,1} definované vztahem

1 pokud a € R,
x(a) =< —1 pokud a € N,
0 pokud a = 0.
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Jacobsthalova matice je matice QQ = (g;;) o rozmérech p x p, definovand vzta-
hem

gij = x(J — 1),
kde 0 <1i,7 < p—1 a odecitani interpretujeme modulo p. Poznatky z oddilu (9.5
se daji vyjadrit vzorcem
x(ab) = x(a) - x(b). (10.2)
Piiklad 10.2.1. Prop="7je R ={1,2,4} a N = {3,5,6}, takze

0 + + — + — -

-0 + 4+ - + -
- =0 4+ + — +
Q=+ - - 0 + + —
— 4+ - = 0 + +
+ - 4+ - — 0 +
+ 4+ -+ - =0

Matice @ je vzdy antisymetrickd. Plati totiz 7 —i = (—1)(: — j) a diky
predpokladu, Zze p = 3 (mod 4), je prvek —1 kvadraticky nezbytek (pro —1 = a?
by fdd prvku a v multiplikativnf grupé Z; byl 4, coz je nemozné, protoze p — 1
neni délitelné ¢tyimi). Odtud x(i — 7) = —x(j — 7).

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze od Jacobsthalovy matice neni prilis daleko k
matici Hadamardoveé.

Tvrzeni 10.2.2. Pro Jacobsthalovu matici Q) plati
Q ' QT = p[ - J7
kde J je matice ze samijch jednicek.
Diikaz. Necht M = @ - Q" m4 prvky m;;, kde 4,5 =0,...,p — 1. Rozepisme pro
]
p—1
mig = x(k—i) - x(k—j)
p—1
=> x(k) - x(k+i—j)
k=1
p—1

:ZX(kQ)-X(1+i;j).

k=1

Smysl této upravy je v tom, ze ¢len y(k?) = 1 zmizi. Dale vyraz 1 + (i — j)/k
probiha celou grupu Z, kromé prvku 1, takze posledni rddek je roven souctu
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nebot soucet Legendreovych symbolu vech prvku grupy je roven 0 (vzpomenme
|R| = |N]). Pro i # j je tedy m;; = —1. Protoze my; je trividlné p — 1, dostavame
pozadovanou rovnost. O

Definujme nyni matici

Véta 10.2.3. Matice

je Hadamardova matice.

Diikaz. Necht ¢, oznacuje k-ty fddek matice Q). Podle tvrzeni [10.2.2 pro i # j
plati

(gi,qj) = —1. (10.3)

Znazornéme schematicky fadky ¢; a ¢; s vyznacenim i-tého a j-tého sloupce.

Prispévek sloupcu i a j ke skalarnimu soucinu je nulovy, v ostatnich
musi tedy nastat (p—3)/2 piipadi shody a (p—1)/2 piipadu neshody mezi radky
¢; a g;. PTi prechodu k matici H pridavame posledni sloupec, kde vZdy nastane
shoda. Dale ve sloupcich i a 7 se nuly zméni na —, ¢imz vznikne praveé 1 shoda a
1 neshoda. Celkem tedy pocet shod i neshod bude (p + 1)/2. O

10.3 Hadamardovy kédy a Plotkinuv odhad

Necht H je normalizovand Hadamardova matice fadu n s fadky ri,...,7r,.
Hadamardiv kédl] délky n je kazdy bindrni kéd, jehoz slova ziskdme zadménou

+ — 0

— —_ 1

ve vsech vektorech r; a —r;. Je to tedy (n,log2n,n/2)-kéd. Obecné je nelinedrni,
ackoli naptiklad u Hadamardovych matic Sylvesterova typu rfadu 2™ se jedna
o (linedrni) Reed—Mulleruv kéd R(1,m). Ten mimochodem splyva s rozsitenim
dualu Hammingova kédu H,, o paritni symbol.

!Existuje nékolik drobnych variaci, kterym se rovnéz ifkd Hadamardovy kédy; u jedné se
naptiklad odstranuje prvni sloupec matice H, takze dostaneme kod o délce n — 1.
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Pomoci pékného geometrického argumentu z [9] lze dokézat, ze pro danou
délku a vzdalenost jsou Hadamardovy kody nejvétsi mozné. Vysledek rovnéz
plyne z tzv. Plotkinova odhadu, ktery dokazeme pozdéji.

Pro bindrni slovo z = (z;...x,) € F} definujme redlny vektor ¢(x) € R",
jehoz i-ta slozka je (—1)":.

Lemma 10.3.1. Pro dvé slova x,y plati

kde d je Hammingova vzddlenost.

Diikaz. Prispévek i-té souradnice ke skalarnimu soucinu je 1, pokud z; = y;, a
—1 v opacném piipadé. Proto

(6(@), 6(y) = (n = d(w,y)) = d(z.y).
[

Necht C' je binarni kéd délky n s minimdln{ vzdalenosti alespori n/2. Chceme
ukazat, ze |C| je nejvyse 2n. Podle lemmatu [10.3.1] pro skaldrni soucin vektoru
¢(z) a ¢(y), kde z,y € C, plati

(¢(x), ¢(y)) < 0. (10.4)
Horni odhad na velikost kodu C' tak plyne z nasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 10.3.2. Necht zq, ..., z, jsou nenulové vektory v R™ s vlastnosti
pro i # j. Potom k < 2n.

Diikaz. Indukcei podle n. Pro n = 1 neni co dokazovat. Jinak zapisme
2 = (2 %),

kde x; € R je prvni slozka vektoru z;. Skaldrni souc¢in je invariantni k otoceni,

proto muzeme piedpokladat z; = (1,0, ...,0). Aby vektor z; (i > 2) mél nekladny

soucin s vektorem z;, musi byt z; < 0. Pak ovSem pro 7,7 > 2

(2, 25) = (21, 7)) — wix; <0,

takze pro vektory 2,...,z, v prostoru R"™! plati pfedpoklad @ . Ovsem
pozor: pro nékteré z; muze byt z. nulovy vektor. Takové i je diky @ nejvyse
jedno. Po pripadném odstranéni nulového vektoru z; dostavdme mnozinu k — 2
vektoru, na které lze pouzit indukéni predpoklad. Z néj plyne, ze k—2 < 2(n—1)
a tedy k < 2n. O
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Nyni dokazeme binarni verzi tzv. Plotkinova odhadu.

Véta 10.3.3 (Plotkinuv odhad). Pro welikost bindrniho kédu C délky n s
minimdlni vzddlenosti alespon d > n/2 plati

2d
2d —n’

C] < (10.6)

Diikaz. Necht |C| = M. Sec¢téme Hammingovy vzdalenosti vech dvojic riznych

slov z,y € C:
D=> d )><M>-d (10.7)
= SO . .
z,yeC
Proi=1,...,n definujme funkci ¢;, jejiz hodnota pro dvé slova x,y ¢ini
1 pokud z; # y;,
0 jinak.

Protoze d(z,y) = Y, 6:(x, y), dostavame
D=Y > dlxy). (10.8)
i=1 z,ycC

Dejme tomu, ze na i-té pozici ve slovech kédu C' se a-krat objevuje symbol 0 a
(M — a)-krét symbol 1. Potom

Z di(z,y) =a(M —a) < MT2,
z,yeC
takze z plyne
D<n- TZ (10.9)
Slozenim nerovnosti a dostaneme
2M (M —1)d < nM?,
z ¢ehoz snadno plyne ((10.6]). [

Plotkinova véta nabizi alternativni zpusob, jak odvodit maximalitu Hadamar-
dovych kodu.

Disledek 10.3.4. Pro velikost kodu C' o délce n a minimdlni vzddlenosti alespor
n/2 plati
|IC| < 2n.
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Dukaz. Pri prostém dosazeni do Plotkinova odhadu bychom v (10.6) dostali
nulovy jmenovatel. Musime proto pouzit nasledujici trik. Pro ¢ = 0,1 definujme
kéd C; délky n — 1 predpisem

C; ={c : slovo (i «¢) jevkédu C.}

Jeden z téchto kédu (dejme tomu Cp) obsahuje aspon |C|/2 slov. Ma délku n — 1
a minimaln{ vzdélenost alespon n/2. Pro kéd Cj Plotkintv odhad fika

|C()| S n

a tedy |C| < 2n. O
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Kapitola 11

Shannonova véta

11.1 Entropicka funkce

Entropickd funkce H(p) : [0,1] — R je definovdna predpisem

Hp) = plog; + (1 —p)log 1= prop € (0,1),
b 0 prop=20,1,

pricemz logaritmy jsou (stejné jako v celé této prednésce) se zdkladem 2. Graf
entropické funkce je na obr. [11.1]

H(p)
1

0 1 =z
Obrazek 11.1: Entropicka funkce.

7 naseho hlediska je klicovou vlastnosti entropické funkce souvislost s obje-
mem kombinatorické koule. Necht z je prvek mnoziny Fy. Koule se stredem v x
o poloméru r je mnozina

B(z,r)={y € Fy : d(z,y) <r}.

Pocet prvku (‘objem’) takové koule, ktery budeme oznacovat symbolem V(n, ),
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Vin,r) = > (CL)

)

je zjevné

<

Véta 11.1.1 (Objem koule). Pro 0 <r <n/2 plati
Vin,r) < 26,

Diikaz. Nejprve si vSimnéme, ze z definice entropické funkce po jednoduché
upraveé pro r > 0 dostaneme

gnH() _ "
rme(n—r)nr

Stejna rovnost navic plati i pro 7 = 0, definujeme-li (jak je obvyklé) 0° = 0.
Rozepisme podle binomické véty

W= ==Y (M)

> ; (:‘) " (n — r)i:—or.

(Nerovnost plyne z faktu, ze pro r < n/2 hodnota vyrazu r*(n — r)"~* klesd pro
i rostouci k r.) Po vydéleni dostavame pozadovany vztah. O

D4 se dokonce ukdzat (viz cviceni [11.4.3), Ze pro velkd n plati V(n,r) ~
2nH(7'/n)'

11.2 Neéekolik definic

Necht C' je bindrni kéd. Uvazme pfenos po kanélu s pravdépodobnosti chyby p a
dekédujme prijaté slovo w jako nejblizsi kédové slovo (neni-li jednoznaéné urceno,
volime libovolné).

Definujme spolehlivost oc(p) kédu C' jako prumérnou pravdépodobnost, ze
prijaté kédové slovo je spravné dekodovano, pricemz prumeér je bran pres vSechna
slova kodu C' a vysledek je funkci pravdépodobnosti p.

Ptenasime binarni slovo ¢ délky n po kanalu s pravdépodobnosti chyby p a
zajimé nas, kolik chyb pfi pienosu nastane. Necht X; (i = 1,...,n) je ndhodna
proménna, jejiz hodnota je 1, pokud pii prenosu ¢-tého bitu slova ¢ dojde k
chybé, a jinak 0 (jeji stfedni hodnota je tedy p). Podle linearity sttedni hodnoty
je ocekavany pocet chyb pti prenosu roven

E[Z Xi] - ZE[X] — np.
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S pomoci Cernovovy nerovnosti lze ukézat, ze pocet chyb je ‘silné koncen-
trovan’ kolem této stfedni hodnoty:

Véta 11.2.1 (Cernovova nerovnost). Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné
proménné, nabyvajici hodnoty 1 s pravdépodobnosti p a hodnoty 0 s
pravdépodobnosti 1 — p. Potom pro a > 0

Pr[z X;>nlp+a)] < e,

=1

Pravdépodobnost, ze dojde pii prenosu alespon k n(p + «) chybam, je tedy
nejvyse rovna vyrazu na pravé strané Cernovovy nerovnosti, ktery pro rostouct
a a pevné n exponencialné klesa k 0. Stejné je omezena i pravdépodobnost, ze
chyb bude jen n(p — ) nebo méné (viz cviceni [11.4.1)). Pocet chyb tedy bude v
intervalu [n(p — a), n(p + «)] s pravdépodobnosti alespon

1— 272,

Pro pevné a a velké n se tato pravdépodobnost blizi jedné.

11.3 Shannonova véta

Shannonova véta, kterou vyslovime a dokazeme v tomto odstavci, je jednou z
klicovych vét teorie kodu. Jejim obsahem je, ze existuji ‘dobré’ kédy — kody s
libovolné vysokou spolehlivosti a s hustotou, ktera se libovolné blizi jisté hranici
(ta je, jak ukdzeme v odstavci nepfekrocitelnd). Shannonova véta existuje
v ruzné obecnych verzich; my ji dokdzeme pro binarni kédy a binarni symetricky
kanal.

Dukaz je netrividlni, ale pomérné ptimocary. Dulezité a v jistém smyslu
charakteristické je, ze jde o dukaz nekonstruktivni. Explicitni konstrukce
‘dobrych’ kédu je tézsi problém, ktery byl po dlouhou dobu zakladnim problémem
teorie kédu. Budeme se mu vénovat v oddilu 12,5

Véta 11.3.1 (Shannon). Necht p € (0,1/2) a k < 1 — H(p). Potom existuji
bindrni kody C' s hustotou alespori k a spolehlivosti oc(p) libovolné blizkou 1.

Diikaz. Necht ¢ > 0. Hleddme kéd se spolehlivosti alesponi 1—¢ a hustotou alespoii
k. Necht n je velké (jak piesné velké, vyplyne z diukazu). Muzeme predpokladat, ze
kn je celé ¢islo. Kéd C' zvolime ndhodné: nezavisle vybereme 2"" slov z mnoziny
F?. Hustota kédu C' je tedy x. Tvrdime, ze je-li n skutecné dost velké, pak
oc(p) >1—e.

Abychom odhadli spolehlivost kédu C, predstavme si, ze pii prenosu kédového
slova ¢ bylo pfijato slovo ¢. Probéhly tedy celkem dva nahodné procesy:
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(a) volba kédu C,
(b) prenos kédového slova ¢ z kédu C, ktery je v tuto chvili jiz pevné zvolen.

Kdy muze dojit k chybé pii dekédovani? Pouze v piipadé, ze pro néjaké koédové
slovo z # ¢ plati d(¢,xz) < d(¢,c). My ukdzeme, ze tato situace skoro jisté ne-
nastane. Presnéji dokdzeme, ze pii vhodné volbé poloméru r bude koule B(é, )
skoro jisté obsahovat jediné kédové slovo, a to c.

Jakd je pravdépodobnost, ze slovo ¢ € C' neni prvkem koule B(¢,r)? Tato
pravdépodobnost nezavisi na volbé kédu C' ani na slové ¢, ale jen na vlastnim
prenosu: je to pravdépodobnost, ze pfi prenosu nastane vice nez r chyb. Podle
odstavce je ocekavany pocet chyb np. Zvolme tedy r o malo veétsi, feknéme

r=n(p+a),
kde o > 0 je konstanta. Podle téhoz odstavce je
Py :=Prlc¢ B(e,r)] <e /2,

Pro libovolné malé pevné a se pravdépodobnost P; s rostoucim n blizi k nule.
Slovo ¢ je tedy ‘skoro jisté’ v kouli B(é,r).

Zbyvé omezit pravdépodobnost (dejme tomu P,), ze B(¢,r) obsahuje nékteré
kédové slovo x # c. Ta zase zavisi pouze na volbé kédu C, a nikoli na slovech ¢
a ¢. Protoze kédova slova kédu C' jsou volena nezavisle, plati pro x # ¢

Pr |:$ E B(é7 7"):| — % S 2TLH(T/TL)—T'L — 2TL(H(}’)+O()—1)’
pricemz nerovnost plyne samoziejmé z odhadu na objem koule ve vété [11.1.1}
Pravdépodobnost P, ze se do koule B(¢,r) dostane nékteré z 25" — 1 ‘Spatnych’
kédovych slov, je tedy

P2 < one 2n(H(p+a)—1) _ 2n(H(p+a)+n—1)‘

Podle predpokladu je H(p) + x < 1. Entropickd funkce je spojitd, a tak pro
malé « plati H(p + a) + k < 1. Pro takové a a velké n se pravdépodobnost P,
blizi k nule.

Vidime, ze soucet P, + P, ktery omezuje pravdépodobnost chybného
dekédovani prijatého slova ¢, je pro velké n mensi nez . Spolehlivost kodu C'
je tedy s nenulovou pravdépodobnosti alespon 1 — ¢. O

11.4 Inverzni Shannonova véta

Podle Shannonovy véty pro kazdé R < 1 — H(p) existuji bindrni kédy s hustotou
alespon R, jejichz spolehlivost (pro kandl s pravdépodobnosti chyby p) se libovolné
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blizi jedné. Je namisté otdzka, zda lze najit takové kédy i pro hustoty R >
1 — H(p), nebo zda jde o néjakou piirozenou hranici. Inverzni Shannonova véta,
kterou vyslovime a dokdzeme dale, tvrdi, ze plati druhd moznost: hranice 1— H (p)
je neptekrocitelnd. Z tohoto duvodu se ¢islu 1 — H(p) tika kapacita kandlu s
pravdépodobnosti chyby p. Vsimnéme si, ze dusledkem inverzni Shannonovy véty
je skutecny opak Shannonovy véty: spolehlivost kédu s hustotou piekracujici
kapacitu kanalu je shora omezena konstantou mensi nez 1.

Véta 11.4.1 (Inverzni Shannonova véta). Necht e,p >0 a R > 1—H(p). Potom
existuje c¢islo N takové, Ze spolehlivost kazZdého bindrniho kédu C' s hustotou ale-
spont R a délkou alespori N (pro kandl s pravdépodobnosti chyby p a pro libovolnou
dekddovact funkci) je nejvyse e.

Diikaz. Sporem. Predpokladejme, ze pro néjaké 5 > 0 existuji libovolné dlouhé
kédy se spolehlivosti aspon  a hustotou aspon R. Méjme takovy kod C' s ‘velkou’
délkou n (urcime ji pozdéji). Piislusnou dekédovaci funkei (k niz se vztahuje udaj
o spolehlivosti) oznac¢me D.

Strategie je nasledujici. Dejme tomu, ze pii pfenosu kédového slova ¢ € C' je
prijato slovo ¢ (které je pro nds ndhodnou proménnou). Jak vime z odstavce 77,
vzdalenost slov ¢ a ¢ je ‘skoro jisté’ zhruba np. Pro kazdé konkrétni slovo = ve
vzdalenosti zhruba np od c je jen ‘mald’ pravdépodobnost, ze ¢ = x. Pritom ale
spolehlivost (tj. prumérnd pravdépodobnost spravného dekédovéni) je ‘velkd’ (je
zdola omezena konstantou [3). Z toho odvodime, ze ‘mnoho’ slov = ve vzdalenosti
zhruba np od ¢ se musi dekédovat na c. Slov ¢ € C' je ale také ‘mnoho’; konkrétné
25" a 7 toho spocitame, ze vSech slov délky n by muselo byt vice nez 2", coz je
Spor.

Proved me nyni dikaz podrobné. Zvolme malé o > 0. Uréime jej pozdéji, zatim
poznamendme, Ze a nebude zaviset na n, ale jen na p a . Pro ¢ € C necht S(c) je
mnozina vSech x € F}, jejichz vzdélenost od ¢ je v intervalu [n(p — a), n(p + «)].
Takova slova x budeme oznacovat jako podstatnd pro c. Podle odstavce se
pravdépodobnost, ze ¢ je podstatné pro ¢, pii pevném « pro velké n blizi k jedné.
Tato pravdépodobnost nezavisi na slové c. Zvolme tedy n dost velké, aby platilo

Prlce S(c)] >1-p/2. (11.1)

Necht D~!(c) je mnozina vsech slov, ktera se dekdéduji na c. Podle piedpokladu
o spolehlivosti kédu mame

> Prlée D' (o)) 2|C|- B =28 (11.2)

ceC

Chceme zdola odhadnout pravdépodobnost, Ze ¢ je podstatné pro ¢ a dekoduje
se na néj, tedy Ze lez{ v pruniku mnozin D~!(c) a S(c). MuZeme pouzit odhad,
ktery k&, ze pravdépodobnost konjunkce A A B jevu A a B je alespon Pr[A] +
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Pr[B] — 1 (viz cv1cen1 11 4.2)). Podle ( a je pak
ZPr ce D! ZPr [ce D' (c) A é€ S(0)]

ceC ceC

> Z(Pr[é € D! (c)] + Pr[c e S(c¢)] — 1>

ceC

> (Prlee D)) - 572)

ceC
> 23/9. (11.3)

Aby pro konkrétni slovo x € S(c) platilo ¢ = z, musi pfi pfenosu nastat
alesponi n(p — a) chyb. Slovo z, které je blizsi slovu ¢ nez jiné slovo z’, mé vétsi
pravdépodobnost, ze je rovno slovu é (protoze p < 1/2). Odtud pro kazdé = € S(c)

Pr[é = x} < pPe)(1 — p)ni=pta)

1 — no
— o) (=) (11.4)
p

Z nerovnosti (11.3)) a (11.4) dostavdame vydélenim

2% 3 /2
21PN i (6 ™

ceC
_ gn(r+Hp)—alog((1-p)/p)+Hog(5/2)/n) (11.5)

Mnoziny D~!(c¢) jsou pro ruznd c¢ navzdjem disjunktni, takZe pravé strana
nerovnice musi byt nejvyse 2". Podivejme se na dlouhou zavorku v poslednim
vyrazu. Podle predpokladu je k + H(p) > 1. Zlomek (1 —p)/p je konstanta, takze
muzeme zvolit « tak malé, ze

k+ H(p) — alog Pon

Konecné posledni vyraz v dlouhé zavorce se pro n — oo blizi k nule, takze pro
dostatecné velké n bude cela zavorka vétsi nez 1. To ale znamenad, ze prava strana
nerovnice (11.5)) je vétsi nez 2", coz je spor. Tim je dukaz u konce. O

Problém 11.4.2. Ve svétle Shannonovy véty se nabizi otdzka, jak je tomu s
kédy o hustoté rovné kapacité kandlu 1 — H(p): existuji nebo ne? Presnéji: je
pravda, ze pro kazdé e,p > 0 existuji kody s hustotou 1 — H(p) a spolehlivosti
aspon 1 — e? Co kdyz pozadujeme pouze spolehlivost zdola omezenou kladnou
konstantou? Odpovéd neznam.
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Cviceni
» 11.4.1. Dokazte pomoci Cernovovy nerovnosti, ze pocet chyb pii prenosu

binarniho slova délky n po kanélu s pravdépodobnosti chyby p bude v intervalu
[n(p — a),n(p+ «)] s pravdépodobnosti alespor

1 —2e /2,
» 11.4.2. Dokazte, ze pravdépodobnost konjunkce ndhodnych jevi A a B je
Pr[A/\ B] > Pr[A] +Pr[B} —1.
» 11.4.3. * Dokazte, ze pro p € (0,1) je

1 n
lim —og (p n)

n— 00 n

= H(p).

Odvod'te dolni odhad pro objem koule V(n,r) analogicky hornimu odhadu ve
vete [Tl
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Kapitola 12
Asymptotika

V kapitole 1] jsme zavedli funkci A(n, d), jejiz hodnotou je maximalni k, pro které
existuje bindrni (n, k, d)-kéd. Singletonuv a Hamminguv odhad funkei A(n,d)
shora omezuji. V této kapitole nejprve odvodime dolni odhad pro funkei A(n, d),
a pak dokazeme asymptotické verze téchto odhadu.

12.1 Asymptotické chovani kédu

Zacénéme otazkou, co je to dobry kdéd. Hledisek pro posuzovani kodu je vice a
vzajemné si odporuji; obecné naptiklad chceme, aby kod mél velkou minimalni
vzdalenost (protoze pak mé schopnost opravovat hodné chyb) a zaroven obsahoval
co nejvice slov. Presto existuje pomérné uspokojivé meéritko kvality kédu, nebo
presnéji nekonecné tiidy kédu. Pripomenme, ze hustota (n, k, d)-kédu C' je ¢islo

a(C) = k/n.
Definujme podobné relativni vzddlenost 6(C') predpisem
i(C) =d/n.

Nekonecnd trida binarnich kodu C je asymptoticky dobrd, pokud existuji kladné
konstanty «, ¢ s vlastnosti, ze pro kazdy kéd C' € C je a(C) > a a §(C) > 6.

Které z nam znamych t¥id kodu jsou asymptoticky dobré? Hammingovy kody
maji velkou hustotu, ale jejich minimalni vzdélenost je jen 3, takze relativni
vzdélenost, 3/n, se blizi k nule. Trividlni tiidy kédu (opakovaci, totélni, paritni
kédy) rovnéz nejsou dobré. Reed—Solomonovy kédy potiebuji velkou abecedu, ne-
jsou binarni. Konec¢né se da ukézat, ze ani binarni BCH kody nejsou asymptoticky
dobré. Existuje vubec néjaka dobra tiida binarnich kédua?

7



78 Kapitola 12. Asymptotika

12.2 Gilbert—Varshamovuv odhad

Véta 12.2.1. Necht n, k,d jsou prirozend éisla. Plati-li pro objem kombinatorické
koule nerovnost
V(n,d—1) < 2"k (12.1)

pak existuje bindrnd (linedrni) [n, k, d]-kdd.
Dikaz. Pro k < 1 je tvrzeni trividlni. Pro vyssi k jej dokazujeme indukei.
Nerovnost (12.1) je splnéna i pro k — 1 na misté &, necht tedy C je bindrni

[n,k — 1,d]-kéd. Koule B(e,d — 1), kde ¢ probiha slova kédu C, nepokryvaji
prostor %, protoze jich je 2¥~1, kazd4 m4 objem V(n,d — 1) a podle ((12.1)) je

21 V(n,d—1) < 2™

Existuje tedy néjaké slovo z, které nelezi v zadné kouli B(c,d — 1) a ma tedy od
kazdého slova kodu C vzdélenost aspon d. Jinymi slovy, kazdy soucet z + ¢, kde
c € C', ma vahu

|z +¢| > d. (12.2)

Necht C” je linedrni kéd generovany mnozinou C'U{z}. Ten m4 dimenzi k (nebot
z ¢ (') a podle (12.2) m& minimélni vdhu alespon d, protoze kazdy jeho prvek je
tvaru ¢ nebo z + ¢, kde c € C. n

Disledkem véty [12.2.1] je dolni odhad na funkci A(n, d).

Véta 12.2.2 (Gilbert—Varshamovuv odhad). Pro d < n/2 plati

A(n,d) > n(l —H(d_ 1))

n

Diikaz. Podle vety [T1.1.1] v kapitole [T1] je

logV(n,d —1) <nH<d_1).

n

Pokud tedy pro néjaké k plati

d—1
n

nH< )gn—kH, (12.3)

pak je splnéna podminka véty [12.2.1| a existuje tedy bindrni [n, k, d]-kéd. Staci

proto zvolit
b= (- a (%)) 1,

coz je podle vztahu |x + 1] > x vétsi nez prava strana dokazované nerovnosti.
Dikaz je hotov. O



12.3. Asymptotické odhady 79

Pro libovolné dané d zvolme n = 3d. Podle Gilbert—Varshamovova odhadu
existuje binarni [n, k, d)-kéd Cy dimenze k > n(1— H(1/3)). Pro takovy kéd plati

5(Cd) > a Oé(Cd) >1- H(1/3) > 0.

Trida {Cy : d € N} je tedy asymptoticky dobré!

Na druhou stranu ndm véta[12.2.1 neddvé explicitni popis této t¥idy, dukaz je
existencni. Konstrukce asymptoticky dobrych kédu byla po dlouhou dobu ‘svatym
gralem’ teorie kédu. Historicky prvni nalezenou tiidou s pozadovanymi vlastnos-
tmi byla tiida Justesenovych kédu, se kterou se sezndmime v oddilu [12.5]

Cviceni
» 12.2.1. Dokazte verzi Gilbert—Varshamovova odhadu pro ¢-arni kédy: je-li
Vo(n,d —1) <q" ™",
pak existuje [n, k, d],-kéd.
» 12.2.2. Dokazte Gilbertiv odhad: plati-li
M -Vy(n,d—1) < ¢",

potom existuje (ne nutné linearni) (n,log, M, d),-kéd.

12.3 Asymptotické odhady

Asymptotické verze ruznych nerovnosti se daji strucné vyjadrit s pouzitim
nasledujici definice. Pro ¢islo § € [0, 1] polozme

A(n, ((571})

a(d) = limsup (12.4)

n—oo

Doln{ odhad pro funkei a(d) plyne z vety [12.2.2]

Véta 12.3.1 (Asymptoticky Gilbert—Varshamovuv odhad). Pro 6 < 1/2 plati
a(0) > 1— H(6).

Diikaz. Necht je déno § < 1/2 an > 0. Z véty [12.2.2]a z nerovnosti [z] <z +1

plyne
A(n, [on])

n

[on] —1

>1—H<
n

) > H().
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Také Singletonuv odhad ma své asymptotické vyjadieni.
Véta 12.3.2 (Asymptoticky Singletonuv odhad). Pro kazdé 0 € [0, 1] plati
a(d) <1-—0.
Diikaz. Podle Singletonova odhadu (véta [1.7.2)) plati A(n,d) <n—d+1 a tedy

A fonl) ) [ow] L, L
n n n n
Pravé strana pro n — oo konverguje k 1 — 9. O

Obréazek znazornuje oba odhady v grafu s osami ¢ a «.

a(d)
1

0 0.5 1

Obréazek 12.1: Asymptoticky Gilbert—Varshamovuv a Singletonuv odhad. Funkce
a(0) lezi ve vybarvené oblasti.

12.4 Asymptoticky Hammingtv odhad

Nez dokazeme asymptotickou verzi Hammingova odhadu, potiebujeme zdola
odhadnout ¢islo V'(n, k). Zatim jsme dokézali pouze horni odhad

V(n, k) < 2nH&/m)

a to ve vete L1l

Obvykly dukaz dolniho odhadu je zalozen na Stirlingové formuli, kterd udava
asymptotické chovani funkce n!. My jej odvodime z jednodussiho vztahu, jehoz
dukaz ponechavame jako cviceni.

Lemma 12.4.1. Pro prirozené n > 50 plati

n\mn" n n+1
(—) <n!l< (—) .
(§] (§]
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Diikaz. Cviceni 12411 m

Protoze V(n,k) je sou¢tem kombinacnich éisel od (g) po (Z), plyne horni
odhad ¢isla V(n, k) z nésledujictho lemmatu.

Lemma 12.4.2. Pro prirozend cisla 0 < k < n, kde n > 50, plati

2
n e
_ & onHG/m)
(k) ” kln—k)

Diikaz. Podle lemmatu [12.4.1] méme

(1) = m

(n/e)"
" /(= ) ey

B e? n"
T kln—k) Kr(n— k)t
o2
k(n — k)

Véta 12.4.3 (Asymptoticky Hamminguv odhad). Pro § € [0, 1] plati

a(d) <1—H(5/2).
Diikaz. Z Hammingova odhadu (véta(d.1.1)) plyne, ze A(n,d) < n—log V(n, [(d—
1)/2]), tedy

Apn.fon) _ YoV (| %))

n n
Z lemmatu je
1 k
%(”’) > (Z) > H(k/n) + o(1),

kde o(1) predstavuje ¢clen jdouci k 0 pro n — oo. Dosazenim do prvni nerovnosti
dostaneme

AL (222 ) ot

n
on—3
<1-H(S0) - ot
o o(1)
b5 3
:1—H<———>— 1),
2 an) W
kde prava strana posledni nerovnosti se pro n — oo blizi 1 — H(d/2). O

Protoze asymptoticka forma Hammingova odhadu je ve vSech bodech lepsi
nez asymptoticky Singletonuv odhad, podafilo se ndm zazit oblast vyznacenou
na obrazku Obrazek znazornuje asymptoticky Hamminguv odhad.
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0 0.5 1 5

Obrazek 12.2: Asymptoticky Gilbert—Varshamoviv a Hammingtuv odhad.

Cviceni
» 12.4.1. Nésledujici problémy jsou kroky k dukazu odhadu hodnot funkce n!.

(a) Pro z € R dokazte, ze plati

1
1—xz

l+x<e® <

(b) Odvodte nerovnost
1\" 1\ n+1
(1—|——> <e<<1—|——> ,
n n
kde n € N.

(c¢) Dokazte, ze pro n > 50 plati

n\” n n+1
<—) <nl< <—> .
€ €

(Navod: ovéite nerovnost pro n = 50 a poté dokazte, ze
an—i—l/an < bn—l—l/bn < Cn+1/cn7

kde a,, b, a ¢, je leva, prostfedni, resp. prava strana zkoumané nerovnice.)

12.5 Justesenovy kédy

Pro libovolné redlné ¢islo x € (0, %) zkonstruujeme nekonecnou tiidu bindrnich
kédu Jp, . (kde m = 1,2,...) s hustotou alespon &, jejichz relativni vzdélenost
je zdola omezena kladnou konstantou.
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Pro dané prirozené ¢islo m necht ¢ = 2™. Zaéneme s kédem C = C,, ., ktery
je rozsitenim Reed-Solomonova kédu RS, ,.. Pripomenme, Ze tento RS kéd je
g-érni kéd s parametry [¢ — 1, gk, q(1 — k)], a C' z néj vznikne pridanim paritniho
symbolu| jako v oddilu [6.2]

Téleso I, je vektorovym prostorem dimenze m nad [Fy. Kazdému prvku g € F,
tedy muzeme priradit vektor () délky m, jehoz slozky jsou soutadnice prvku /3
vzhledem k pevné bazi prostoru F,, dejme tomu k bdzi 1,«,...,a™ ', kde a je
primitivni prvek télesa F,. Vektor (3) je vlastné m-tice bitu.

Kéd J, . dostaneme, pokud kazdy symbol ¢; kazdého slova kédu C,
nahradime ‘zietézenim’ vektoru (c;) a {a‘c;):

e = {{co){co) .. {ei){ales) . {eq i) ey 1) s co.vcqo1 € Crnk
Kéd J,, , ma parametry (n, k,d), kde:

e n=2m-q=m-2"" (kazdy z q symbolu kédového slova jsme nahradili
vektorem délky 2m),

o k=m-qrx = rkm2™ (dimenze nad F, je gx, pticemz F, samo je vektorovym
prostorem dimenze m nad Fs).

Minimalni vzdélenosti d teprve odhadneme. Klicem k tomu bude nasledujici
uvaha. Libovolné slovo ¢ € C,,, obsahuje ¢(1 — k) nenulovych symbolu. Pii
prechodu ke kédu J,,, jsme kazdy takovy symbol ¢; nahradili 2m-tici biti
(¢;)(a’e;). Podstatné je, ze symbolum ¢; a ¢;, kde i # j, odpovidaji rizné 2m-tice.
Pokud kazdou 2m-tici interpretujeme jako charakteristickou funkci podmnoziny
{1,...,2m}, dostavame ¢(1 — k) ruznych podmnozin.

Lemma 12.5.1. Necht v € (0,1) je pevné rediné éislo. Je-li A systém alespori
v - 2™ razngch podmnozZin mnoZiny M = {1,...,2m}, pak primérnd velikost
mnoziny z A je alespon

om - H! <%> (1= o(1)),

kde o(1) oznacuje clen jdouci k 0 pro m — oo a funkce H™' : [0,1] — [0,3] je
wnverzni k entropické funkci.

Diikaz. Necht t je prirozené ¢&islo. Pocet podmnozin mnoziny M o méné nez t
prvcich je presné V(2m,t) (objem kombinatorické koule o poloméru t). Ostatni
podmnoziny maji alespon t prvku, takze prumérna velikost podmnoziny z A je

5> ‘%' (141 Y(Zm,t)) (1~ %)

!Standardn{ konstrukce Justesenovych kédi pouziva pifmo kéd RS, 4k, ale s kédem C' ndm
vyjdou trochu hezéi éisla.
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z horntho odhadu ¢isla V(2m,t) a z faktu, ze [A| > v - 2™. Zvolime-li nyni

1—¢
t=2 ~H*1( )
mn 2

kde ¢ = e(m) je ‘malé’ ¢&islo (jehoz zavislost na m urc¢ime nize), odhad se
zjednodusi a dostaneme

m(l—e)

2 _

e (50 )
2 - 2em )

Pokud se ndm podaii zvolit €(m) tak, aby pro m — oo bylo ¢ — 0, ale
em — 00, pak vyraz v posledni zdvorce bude 1 —o0(1) (ve smyslu znéni lemmatu),
zatimco vyraz H'((1 — ¢)/2) se pro velké m blizi 1/2, a je tedy rovnéz typu
H=1(1/2)(1 — o(1)). Celkem vzato, dand volba parametru ¢ ukazuje, ze

s>2m-H ! (é) (1 =0(1)),

coz jsme chtéli dokazat. O]

Vratme se k miniméln{ vzdélenosti kédu J, .. Protoze pocet ruznych 2m-tic
bita v kazdém jeho slové je alespon ¢(1 — k) = 2™(1 — k), 1ze pouzit lemma
a odvodit dolni odhad na prumérnou vahu téchto 2m-tic. Z néj plyne, ze jejich
celkovd vaha (a tedy minimélni vdha kédu J,, ) je alesporn

2™ . (1 — k) - 2m-H‘1(%> (1 o(1))

a relativni vzdalenost se tak pro velké m blizi konstanteé
1
H(5) - (1= r).
5) (1—k)

Vzhledem k tomu, Ze i hustota je zdola omezena konstantou /2, nasli jsme
asymptoticky dobrou tfidu kédu.
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Kapitola 13. Konvoluéni kédy
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Kapitola 15

Co se neveslo

15.1 Vahové polynomy a véta MacWilliamsové

Viahovy polynom Pc(z) libovolného kédu C' urcuje pro kazdé i = 0,. .., n, kolik
kédovych slov mé vahu i. Je definovén jako

Po(x) =Y al,

ceC

kde |c| je vaha kédového slova ¢, takze pocet slov véhy i zjistime jako koeficient
u ¢lenu 2%, V pocéetni kombinatorice se podobné polynomy obvykle oznacuji jako
vytvorujici funkce.

Pro linedarni kéd C' plati prekvapivy vztah mezi polynomem Py a vahovym
polynomem dudlniho kédu Ppui: tzv. véta MacWilliamsové. Vétu uvedeme pro
binarni kédy, obecny piipad ponechdvame jako cviceni [15.1.1]

Véta 15.1.1 (MacWilliamsové). Pro bindrni kéd C' délky n plati

PCL@):ﬁ(Hx)"-PcGli)'

Diikaz. Pro a € C polozme

g(a) = 3 (~1)*al,

beFy

kde a-b je skalarni soucin. Na kazdy sc¢itanec se zde muzeme divat jako na soucin

39
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n &isel ve tvaru (—1)%bighi;

o) = 3 () ()

la|
- <1—x>'a'-<1+x>"'a'—<1+x>"‘<1_x) ,

1+z

takze seCtenim polynomu g(a) pres vsechna a € C dostaneme témétr pravou
stranu dokazované rovnice:

Zg<a>—<1+x>“~Pc<;§).

aeC

Souvislost s kédem C* je ddna faktem, ze slovo b € ' je bud ortogonaln{ na
vSechna a € C' (a pak patif do C*), nebo je ortogonélni presné na polovinu slov
a € C. (Je-li totiz ab = 1, kde a € C, pak pro kazdé a’ € C plati a’b = 0 prave
kdyz (a' 4 a)b = 1.) Jinymi slovy: v souctu ) .~ g(a) ma polovina z |C] clent
pro libovolné slovo b ¢ C+ znaménko + a polovina znaménko —. Tyto ¢leny tedy
muzeme zanedbat. Dostavame

dogla)y=3" > (+1) -2 =|C| Por(a).

acC aeC beCt
Odtud plyne tvrzeni véty. O]
Cviceni

» 15.1.1. Dokazte vetu MacWilliamsové pro kédy nad télesem Fy, kde ¢ je

prvocislo:
1 1—=x
Ferlw) = &7 (1+@~10) ‘PC(m)

Ndvod: Definujte g(a) jako komplexni polynom

gla)= > wbal’l,

beFy

kde w = e27i/q je komplexni ¢-t4 odmocnina z jedné, a pouzijte vztah
> I w! =0.
j=0
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15.2 Jednoznacnost kodu Goy

V tomto oddilu zah&jime dukaz, ze existuje (az na isomorfismus) jen jediny
binarni (24, 12, 8)-kéd obsahujici nulové slovo, totiz kéd Gay. (Diikaz dokonéime
v oddilu ) Necht tedy C' je kéd s témito vlastnostmi.

Zvolme i od 1 do 24 a pripomenme, ze propichnuti kédu C' na pozici ¢ zna-
mend ‘odstranéni’ i-té soutradnice ze vSech kédovych slov. V nasem ptipadé tim
vznikne (23,12, 7)-kéd C” obsahujici nulové slovo. Podle véty je jeho vdhovy
polynom jednozna¢né urcen a nezavisi na pozici ¢. Prozkoumanim tohoto poly-
nomu zjistime, ze C’ obsahuje jen slova, jejichz vaha je tvaru 4t nebo 4t — 1 (¢
celé). Z toho ale plyne, ze vdha kazdého slova kédu C' je délitelnd 4, jinak bychom
propichnutim na vhodné pozici dostali slovo véhy 2 nebo 3 (mod 4).

Vahovy polynom naseho kédu C' tedy podle véty musi byt

Po(x) = 1+ 75928 + 257622 + 7592¢ 4 224, (15.1)

Uvazujme kéd C' jako podmnozinu vektorového prostoru F3t. Je-li u € C, pak
kéd u + C = {u+c : c € C} je rovnéz (24,12,8)-kdéd (protoze pricteni vektoru
u nemeéni vzdédlenosti) a obsahuje nulové slovo. Podle vyse uvedené uvahy je
P,.c(z) = Po(z). Z toho plyne, ze pro u,v € C' je védha |u + v| (tedy vzdalenost
slov u,v) ndsobkem 4. Pritom podle (4.4)) plati

2(u,v) = |lu+v| — |u| — |v] (mod 4)

a tedy (u,v) = 0 pro kazdé u,v € C. Linearni kéd C' C F2*, generovany prvky
kédu C, mé bazi B C C, ve které pro kazdé b,/ € B platl (b,b") = 0. Podle
lemmatu u 2 je k6d C' podmnozinou svého dudlniho kédu C*. Protoze je ale

12=dimC <dimC < dimC* a dimC + dimC* = 24,

mus{ byt C' = C. Kéd C je tedy linedrn{ a navic samodudlni!
Ukazeme nyni, ze C' (presnéji néjaky ekvivalentni kod) ma generujici matici
ve specialnim tvaru

Ly | D (15.2)

1
Vime, ze C obsahuje slovo ¢ vahy 12; po vhodné permutaci pozic muzeme

predpokladat, ze ¢ = (1...10...0). Kéd déle obsahuje vektor 1 ze samych
jednicek. Necht G je generujici matice s prvnim fddkem c. Oznacme

1 ...1,0 ... 0

G:
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Tvrdime, ze matice S musi mit plnou hodnost (tedy 11). Pfedpoklddejme totiz,
ze néjakd mnozina {s; : i € I'} tddku matice S ma nulovy soucet, a polozme
g = ici(ri | si), kde r; je i-ty fadek matice R. Vahy kédovych slov g a g + ¢
davaji v souctu 12, takze nemohou byt obé alespon 8. To je spor.

Matice S tedy generuje kéd délky 12 a dimenze 11. Kazdé jeho slovo méa
nulovy soucet, protoze kazdy radek matice G je ortogonalni na na vektor ¢ + 1.
To znamend, ze matice S musi generovat paritni [12, 11, 2]-kdd. Lze tedy bez djmy
na obecnosti predpokladat, ze je ve tvaru

S = I
1

Nyni jiz ve sloupcich 12 az 23 matice G snadno dostaneme podmatici I15 a po
prerovnani sloupcu ziskdvame hledany tvar ((15.2)). O matici D se d& leccos fici.

Tvrzeni 15.2.1. KaZdy rddek matice D v md vahu 6. Kazdé dva radky
maji pravé 3 jednicky ve stejnijch sloupcich.

Dikaz. Duvodem je, ze k6d Goqy ma minimélni vahu 8 a vSechny vahy délitelné
4. O

K vlastnostem matice D se vratime v oddilu [15.4] kde uvidime, ze ji
odpovida kombinatoricka struktura, tzv. design, kterda je pro dané parametry
urcena jednozna¢né (az na isomorfismus). Z toho vyplyne jednoznaénost kédu

Q24 (véta 1543

15.3 Designy

Designy jsou mnozinové systémy vykazujici velkou miru pravidelnosti. Necht X
je koneénd mnozina (jeji prvky budeme oznacovat jako body) a necht D je systém
podmnozin mnoziny V (tzv. bloki). Rekneme, ze (X, D) je design s parametry
t-(v, k, A), kde vSechna pismena oznacuji ptirozend ¢isla, pokud

(i) [X] =,
(ii) velikost kazdého bloku je k,
(iii) kazda t-tice prvka z X lezi pravé v A blocich.

Piikladem designu je Fanova rovina na obr. , jejiz parametry jsou 2-(7,3,1).
Z parametru t,v, k, X lze urcit i nékteré dalsi. Predevsim je to pocet bloku
b, ktery ziskdme, spocitame-li dvéma zpusoby dvojice (A, B), kde A C B € D,

|A| = t. Je totiz
(v) b, (k)
t t
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takze

b= /\g. (15.3)
()
Déle lze urcit stupen libovolného vrcholu z € X, tj. pocet bloku, ve kterych
je obsazen. Vrchol z lze totiz (::11) zpusoby doplnit na t-prvkovou mnozinu, a
takova mnozina je obsazena v A blocich. Kazdy tento blok jsme ovSem zapocitali

(’f:ll)-kl"ét, proto stupeii vrcholu z je

v—1
(i-1)
k1Y
(i21)

Koneéné spocitejme jesté jeden parametr: prumérnou velikost pruniku dvou
bloku designu D. Zvolme pevné blok B € D a spocitejme dvojice (b, C), kde
b€ BNC a B # C € D. Kazdy z k vrcholi bloku B je obsazen vd = A(V_}) /(4]
blocich, mezi nimiz je ale i blok B. Bloki C' # B je b — 1. Prumérna velikost
pruniku B N C je tak

d=\

(15.4)

k(d—1)
b—1
Vzhledem k tomu, zZe toto ¢islo nezalezi na volbé bloku B, jedna se skutecné o
prumérnou velikost pruniku pres vSechny dvojice bloku designu D.

Incidenéni matice mnozinového systému (X,D) je matice, jejiz Fadky
odpovidaji blokim z D, sloupce prvkium mnoziny X, a jejiz polozky jsou rovny
0 nebo 1 podle toho, zda piislusny prvek nalezi danému bloku. Receno presnéii,
polozme D = {By,..., By}, X = {x1,...,2,}, a definujme matici M(X,D) =
(mi;) o rozmérech b x v predpisem

) 1 pokud z; € B;,
"= 0 jinak.

Matice M (X, D) je incidencni matice systému (X, D) (pro zvolené ocislovani
bloku a vrcholu).

V nasledujicim oddilu budeme potiebovat vétu o specidlnim typu designu.
Design s parametry 2-(v, k, A) je c¢tvercovy, ma-li stejny pocet bloku a bodu, tj.
b=w.

Véta 15.3.1. Ve ctvercovém 2-(v, k, \) designu maji kazdé dva bloky pranik o
velikosti prave \.

Diikaz. Necht D je ¢tvercovy design s incidenén{ matici M. Protoze b = v at = 2,

z rovnosti ((15.3) plyne k(k — 1) = A(v — 1). Dosazenim do ([15.4]) dostavéame, ze
stupen d je roven k.

Kazda dvojice bodu lezi v A blocich, kazdy bod v d = k blocich. Odtud

MM =M + (k- \)J, (15.5)
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kde I je identickd matice a J je matice ze samych jednicek. K dukazu tvrzeni
staci ukdzat, ze MMT = MTM.
Protoze kazdy blok obsahuje k bodu a kazdy bod je v k blocich, plati

MJ=JM =kJ.

Matice M tedy komutuje s J a tedy s kazdou matici tvaru «1 +yJ, kde x,y € R.
Diky (15.5) komutuje s M7 M, takze

MMT = M(MT(MM—1)> - (M(MTM)>M—1 - <(MTM)M> Mt = MTM,

coz jsme chtéli dokazat. O

15.4 Design s parametry 2-(11,6,3)

Necht Dj; je mnozinovy systém na 11 bodech, jehoz 11 bloku je zndzornéno na
obrazku [15.1} Rozborem piipadu se snadno ukaze, ze jde o 2-(11, 6, 3) design.

() (d)

Obrazek 15.1: (a) Oznaceni prvka mnoziny X. (b)-(d) Bloky designu Dy; na X
jsou vSechny mozné rotace vyznacenych mnozin kolem stiedu.

Isomorfismus mnozinovych systému (X, D) a (X', D’) je takova bijekce f :
X — X', ze pro kazdou podmnozinu B C X plati

BeD pravée kdyz f(B)e D
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Véta 15.4.1. Design Dy je jeding 2-(11,6,3) design aZ na isomorfismus.

Diikaz. Necht D je design s témito parametry. Budeme se snaZit oznacit jeho
body symboly a, b;, ¢; tak, aby vysly piesné tytéz bloky jako na obrazku [I5.1] To
je samoziejmé jen zpusob, jak specifikovat isomorfismus mezi obéma designy. V
dikazu se ndm bude hodit véta z niz plyne, Ze kazdé dva bloky designu
D maji ttiprvkovy prunik. VSimnéme si, ze prunik 3 bloku pak musi mit nejvyse
2 prvky.

Vezmeéme libovolny blok A designu D a ozna¢me jeden prvek bloku A jako
a. Definujme na 5-prvkové mnoziné A — {a} graf H, ve kterém jsou hranou
spojeny body b a ', pokud existuje blok B s vlastnosti, ze AN B = {a,b,b'}
(je-li takovych bloku vic, hrana bude vicendsobnd). Pro libovolné b € A — {a}
je dvojice a,b obsazena kromé A praveé ve dvou dalsich blocich, z nichz kazdy
obsahuje jesté treti prvek z A. Stupen kazdého vrcholu grafu H je tedy piresné
2. Graf navic neobsahuje ndsobné hrany, nebot dvojitd hrana mezi vrcholy b, b’
by znamenala, ze trojice a, b, b’ je ve trech blocich, coz je nemozné. Pak ovsem H
musi byt kruznice byb;bob3bs na 5 vrcholech.

Oznaéme blok obsahujici trojici a, b;, b;y1 (ruzny od A) symbolem B;. (Veskeré
indexy nadéle interpretujeme modulo 5.) Prunik B; ; N B; obsahuje kromé bodu
a,b; jesté tfeti bod, a ten nemuze lezet v A. Oznacme jej tedy c¢;. Tvrdime, ze
body ¢; jsou navzdjem ruzné. Kdyby ne, musel by néjaky bod ¢; lezet ve tfech
‘po sobé jdoucich’ blocich B;_y, B;, Bj41. Prunik téchto bloku je pak {a,c¢;}. Je
snadné nahlédnout, ze 3 bloky s dvouprvkovym prunikem musi pokryvat vsech
11 bodu. Piitom vSak bod b,3 nelezi v zd&dném z nich, coz je spor.

Kazdy blok B; obsahuje body a,b;,b;11,¢; a ¢;iq. Sesty bod nemuze lezet v
A (tam uz 3 body jsou), takze zbyvaji moznosti ¢;_1, ¢;12 a ¢i3. Kdyby ale B;
obsahoval bod ¢;_1 resp. ¢;12, mél by alesponi 4 body spoletné s blokem B;
resp. B;y1. Proto ¢;13 € B;, takze blok B; ma tvar jako na obréazku [15.1{(c). (Ten
znézornuje konkrétné blok B,.) Déle blok A je shodny s obrdzkem [15.1|(b).

Zbyva nahlédnout, ze ostatnich 5 bloku je typu (d). Dvojice b;, ¢; jsou kromé
bloku B;_1 a B; v jednom dalsim bloku, ktery oznacime Cj;. Ten jisté neobsahuje
bod a (jinak by a,b;, ¢; byly ve 3 blocich). Tvrdime, ze C; obsahuje body b;.» a
b;—2. Dejme tomu, Ze ne. Protoze |C; N A| = 3, muzeme ze symetrie predpokladat,
ze bi,1 € C;. Pak ale prvek ¢; 1 ani prvek ¢;_5 nejsou v C}, protoze jinak by bloky
B; a C; mély 4-prvkovy prunik. Blok C; tedy neobsahuje prvky a,c;i1,¢i o 2
bloku B;_5, a musi tedy obsahovat vSechny 3 ostatni prvky. Mezi nimi jsou b;_, a
b;_1, takze spolu s prvky b; a b;y1 jiz C; obsahuje 4 prvky z bloku A. To je spor.

Jakmile vime, ze b;12 a b;_5 jsou v Cj, je snadné nahlédnout, ze zbyvajici
prvky tohoto bloku (kromé b; a ¢;) musi byt ¢; 11 a ¢;_1. Blok C; je tedy skutecné
jako na obrazku [15.1(d). Tim je isomorfismus nalezen. O

Vétu lze aplikovat na kéd Goy. Interpretujme matici D z tvrzeni [15.2.1
jako incidenéni matici mnozinového systému G na mnoziné V = {1,...,11}.
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Tvrzeni [15.2.1] ik, ze kazdy blok ma& velikost 6 a kazdé dva bloky maji prunik o
velikosti 3. Je (V,G) design?

Tvrzeni 15.4.2. Systém (V,G) je design s parametry 2-(11,6, 3).

Dikaz. Staci ukéazat, ze kazdé dva prvky mnoziny V' lezi ve 3 blocich. Jaky
je prumeérny pocet bloku obsahujicich danou dvojici prvku? Kazdy z 11 bloku
obsahuje (g) z (121) dvojic, takze pocet bloku, v nichz je dvojice obsazena, je
prumérné
(3
(2) =3

i1
(%)
blocich. Neni-li kazd4 dvojice obsazena ve 3 blocich, pak existuje dvojice, ktera
je obsazena ve 4 blocich By, ..., By. Necht |B;N---N By = m, kde zjevné 2 <
m < 3.
Podle principu inkluze a exkluze plati pro velikost sjednoceni

‘UBi’:Z’Bi|_Z|BimBj‘+ Z |B; N B; N By| — |B1 N By N By N By|

i<j i<j<k

4 4 4
> .6 — . cm —
=64+ 3m > 11,

coz je spor. Kazda dvojice je tedy prave ve 3 blocich. O]

Protoze 2-(11,6,3) design je jediny az na isomorfismus, je také incidenc¢ni
matice takového designu jednozna¢né urc¢ena az na poradi fadku a sloupcu. Z
toho snadno plyne, Ze generujici matice kédu C' (ktery mé parametry Go-
layova kédu Gay) je rovnéz jednoznaéné urcena az na permutaci fadku a sloupcu.
Dokazali jsme nasledujici vétu.

Veéta 15.4.3. Kazdy bindrni (24,12, 8)-kdd obsahujici nulové slovo je ekvivalentni
Golayovu kodu Gay. O

Podobné plati, ze kazdy binarni (23,12, 7)-kéd obsahujici nulové slovo je ek-
vivalentni perfektnimu kodu Go3, vzniklému odstranénim propichnutim kédu Gy
v libovolné soutradnici.
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