
Kapitola 1

Úvod

1.1 Jaké kódy?

Řekněme nejprve, jaké kódováńı nás v tomto textu bude zaj́ımat a jaké ne. K
jistému druhu kódováńı maj́ı vztah např́ıklad následuj́ıćı pojmy:

• Kryptografie, která použ́ıvá šifrováńı dat pro zajǐstěńı jejich bezpečného
přenosu. Té se nebudeme věnovat v̊ubec.

• Komprese dat, tedy kódováńı dat s ćılem zmenšit jejich objem. Ta je našemu
zaměřeńı bĺıže a stručně se o ńı zmı́ńıme.

• Samoopravné kódy, které slouž́ı k detekci a opravováńı chyb, vzniklých při
přenosu dat. Právě těm se budeme věnovat v celé této přednášce.

1.2 Jednoduchý př́ıklad samoopravného kódu

Představme si následuj́ıćı situaci. Potřebujeme poslat určitá data po telekomu-
nikačńı lince, která neńı př́ılǐs spolehlivá, takže při přenosu pravděpodobně vlivem
šumu dojde k řadě chyb. Pro nás je však d̊uležité zajistit, aby př́ıjemce obdržel
data bez chyb, a za t́ım účelem jsme ochotni poslat i něco nav́ıc, pokud to pomůže
př́ıpadné chyby eliminovat. Přenos je však drahý, a tak samozřejmě chceme, aby
celkový objem pośılaných dat byl co nejmenš́ı.

Data, která odeśıláme, jsou tvořena posloupnost́ı n bit̊u (symbol̊u 0 a 1).
Při přenosu může u libovolného bitu doj́ıt k chybě (tj. přijatý bit se lǐśı od
odeslaného). Pravděpodobnost chyby je u každého bitu p. Chyby jsou navzájem
nezávislé.

Pošleme-li data bez jakékoli úpravy, pak pravděpodobnost, že budou přijata
bez chyby, je (1 − p)n. Dejme tomu pro n = 100 a p = 0.01 je pravděpodobnost
bezchybného př́ıjmu slabých 37%. Jak ji zvýšit? Nejjednodušš́ı zp̊usob je poslat
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každý bit v́ıckrát (řekněme třikrát) a při př́ıjmu pro něj zvolit ‘většinovou’ hod-
notu (tedy tu, která v přijaté trojici převládá). Jinak řečeno, bit 0 při odeśıláńı
kódujeme jako posloupnost 000 a bit 1 jako posloupnost 111. Při př́ıjmu pak
trojice dekódujeme podle pravidel

000, 001, 010, 100→ 0,

111, 110, 101, 011→ 1.

Spoč́ıtejme pravděpodobnost správného dekódováńı. Jednotlivý bit se správně
dekóduje právě tehdy, když při přenosu př́ıslušné trojice nastane nejvýše jedna
chyba, a k tomu dojde s pravděpodobnost́ı

(1− p)3 + 3p(1− p)2 = (1− p)2(1 + 2p).

Celou posloupnost se nám tedy podař́ı bezchybně dekódovat s pravděpodobnost́ı
((1 − p)2(1 + 2p))n, což pro uvedené hodnoty n a p vycháźı na slušných 97%.
Cenou, kterou za to plat́ıme, je trojnásobný objem pośılaných dat.

Jak uvid́ıme dále, v tomto př́ıkladu jsme vlastně použili jistý jednoduchý kód,
tzv. opakovaćı kód délky 3. V této přednášce se budeme zabývat existenćı kód̊u,
které umožňuj́ı co nejspolehlivěǰśı opravováńı chyb a vyžaduj́ı přitom co nejmenš́ı
nár̊ust objemu pośılaných dat. Zaměř́ıme se i na r̊uzné kombinatorické aspekty
problému existence takových kód̊u.

1.3 Hamming̊uv kód H
Př́ıklad ‘kódu’ v minulém odd́ılu byl až trochu př́ılǐs jednoduchý. Ukažme si tedy
ještě jeden př́ıklad, tzv. Hamming̊uv kód, který v naš́ı přednášce bude hrát velmi
d̊uležitou úlohu.

Zkonstruujeme jej pomoćı hypergrafu na obr. 1.1, známé Fanovy roviny. Má 7
vrchol̊u (bod̊u) a 7 hran (př́ımek), přičemž každá př́ımka obsahuje 3 body a každé
dvě př́ımky se prot́ınaj́ı právě v jednom bodě. (Na obr. 1.1 neńı př́ımka {2, 6, 7}
př́ılǐs ‘př́ımá’ — je nakreslena jako kružnice.)

Body jsou na tomto obrázku označeny č́ısly 1 až 7. Každou množinu P ⊂
{1, . . . , 7} můžeme ztotožnit s jej́ım charakteristickým vektorem, tj. s vektorem
7 nul a jedniček, na jehož i-té pozici je 1, právě když i ∈ P . Zmı́něnou př́ımku
{2, 6, 7} tedy reprezentuje vektor (0100011). (Časem budeme s těmito vektory
poč́ıtat jako s prvky vektorového prostoru F7

2 nad dvouprvkovým tělesem F2.)

Necht’ H ⊂ F7
2 je množina, tvořená charakteristickými vektory všech 7 př́ımek

a jejich 7 doplňk̊u, a dále dvěma konstantńımi vektory (0 . . . 0) a (1 . . . 1). Těchto
16 vektor̊u budeme označovat jako kódová slova; množina kódových slov je kód,
v našem př́ıpadě Hamming̊uv kód. (Přesnou definici kódu a př́ıbuzných pojmů
podáme v odd́ılu 1.5. O Hammingových kódech budeme mluvit v odd́ılu 3.3.)
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Obrázek 1.1: Fanova rovina.

Náš kód má jednu zaj́ımavou vlastnost: každá dvě kódová slova se lǐśı alespoň
ve třech souřadnićıch. Plat́ı dokonce silněǰśı tvrzeńı: pro každý vektor z pros-
toru F7

2 existuje právě jedno kódové slovo, které se od něj lǐśı v nejvýše jedné
souřadnici. Ověřeńı ponecháváme na čtenáři jako součást cvičeńı 1.3.1. Pro nás
z této vlastnosti plyne d̊uležitý d̊usledek: pokud se při přenosu kódového slova
poruš́ı nejvýše jeden bit, lze jej opravit. Stač́ı totiž vźıt jednoznačně určené kódové
slovo, které se od přijatého slova lǐśı jen v jedné souřadnici. (Pokud se poruš́ı v́ıce
bit̊u, např́ıklad všechny, pak nás samozřejmě tento kód nezachráńı.)

Jak toto pozorováńı využ́ıt? Vrat’me se k naš́ı n-bitové posloupnosti.
Rozděĺıme-li ji do blok̊u o 4 bitech, pak každý z těchto blok̊u je dvojkovým
zápisem nějakého č́ısla i od 0 do 15 a odpov́ıdá mu tedy nějaké kódové slovo
vi. Naše strategie je jednoduchá: mı́sto bloku po lince pośılat př́ıslušné kódové
slovo.

Např́ıklad pro posloupnost 00101110 źıskáme bloky 0010 a 1110, které ve
dvojkovém zápisu odpov́ıdaj́ı č́ısl̊um 2 resp. 14. Dejme tomu, že v našem
oč́ıslováńı je v2 = (0110100) a v14 = (0010111). Odeśılaná posloupnost tedy
bude 01101000010111. Př́ıjemce naše kódováńı zná a z obdržených dat dokáže
rekonstruovat p̊uvodńı posloupnost 00101110.

Přenášená posloupnost je opět deľśı (mı́sto n bit̊u pośıláme 7n/4), ale
d́ıky uvedeným vlastnostem našeho kódu dokážeme správně rekonstruovat
kódové slovo, při jehož přenosu došlo k nejvýše jedné chybě. To se stane s
pravděpodobnost́ı

(1− p)7 + 7p(1− p)6 = (1− p)6(1 + 6p),

a protože kódových slov je celkem n/4, př́ıjemce data správně dekóduje s
pravděpodobnost́ı(

(1− p)6(1 + 6p)
)n/4

= (1− p)
3n
2 · (1 + 6p)

n
4 ,

což pro n = 100 a p = 0.01 čińı asi 95%. To je jen o málo méně než u opakovaćıho
kódu, ale objem pośılaných dat je nyńı o v́ıce než třetinu menš́ı!
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Cvičeńı

I 1.3.1. (i) Jakým množinám bod̊u Fanovy roviny odpov́ıdaj́ı kódová slova
Hammingova kódu H délky 7?

(ii) Ukažte, že každá dvě kódová slova kódu H se lǐśı alespoň ve třech
souřadnićıch.

(iii) Ukažte, že pro každý vektor x ∈ F7
2 existuje právě jedno kódové slovo z kódu

H, které se od vektoru x lǐśı nejvýše v jedné souřadnici.

1.4 Kanál, kódováńı a dekódováńı

Po neformálńım úvodu podáme poněkud přesněǰśı popis situace. Necht’ Σ =
{s0, . . . , sm} je konečná abeceda, tj. množina symbol̊u. Slovo délky ` je uspořádaná
`-tice symbol̊u. Množinu všech slov délky ` znač́ıme Σ`.

Popisujeme zař́ızeńı, kterému budeme ř́ıkat kanál. Na jednom konci kanálu
stoj́ı odeśılatel, na druhém př́ıjemce. Odeśılatel má posloupnost w1w2 . . . wM zdro-
jových slov z množiny W ⊂ Σ`, kterou potřebuje bez chyby přepravit k př́ıjemci.
Po kanálu lze pośılat symboly z abecedy Σ (jeden po druhém). Pro každou dvo-
jici i, j ∈ {0, . . . ,m} je určena pravděpodobnost pij, že při odesláńı symbolu si
bude přijat symbol sj. Tyto pravděpodobnosti samozřejmě pro každé i, j splňuj́ı
podmı́nky

m∑
k=1

pik =
m∑
k=1

pkj = 1.

Přenosy jednotlivých symbol̊u jsou navzájem nezávislé náhodné procesy.
Pro zvýšeńı kvality komunikace odeśılatel data kóduje. Za t́ım účelem použ́ıvá

kód, tj. vhodnou množinu slov C ⊂ Σn, a nějakou bijekci π : W → C. Kód C i
zobrazeńı π zná i př́ıjemce. (V následuj́ıćım nás mnohem v́ıce než bijekce π bude
zaj́ımat kód C.)

Má-li odeśılatel v úmyslu poslat zdrojové slovo wi, odešle mı́sto něj slovo
c = π(wi) z kódu C (tzv. odeslané slovo). Př́ıjemce z kanálu obdrž́ı přijaté
slovo1 c̃. Jeho úkolem je toto slovo dekódovat, tj. určit odeśılané slovo c, ze
kterého pak už snadno rekonstruuje zdrojové slovo π−1(c). Protože výsledek
přenosu slova c může teoreticky být zcela libovolný, dekódováńı se neobejde bez
předpoklad̊u. Obvyklým předpokladem, kterého se budeme držet v celém tomto
textu, je, že odeslané slovo c je přijatému slovu nejbližš́ı ve smyslu Hammin-
govy vzdálenosti, definované v následuj́ıćım odd́ılu. Dekódováńı s touto hypotézou
se ř́ıká dekódováńı na nejpodobněǰśı slovo (angl. maximum likelihood decoding).

1Náš popis kanálu je poněkud zjednodušený v tom ohledu, že zdrojové, odeslané i přijaté
slovo jsou všechna nad jednou abecedou Σ. V literatuře se někdy berou v úvahu tři r̊uzné
abecedy.
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Neńı-li v konkrétńım př́ıpadě tento předpoklad splněn, dojde k nesprávnému
dekódováńı. Kód C je pro daný kanál t́ım lepš́ı, č́ım menš́ı je pravděpodobnost
porušeńı uvedeného předpokladu.

Nejobvykleǰśım typem kanálu je binárńı symetrický kanál. V tomto př́ıpadě
je Σ = {0, 1}, a označ́ıme-li symboly s0 = 0, s1 = 1, pak

p01 = p10 = p, p00 = p11 = 1− p,

kde p ∈ (0, 1). Č́ıslo p je tedy pravděpodobnost chyby při přenosu jednoho sym-
bolu.

1.5 Kód

Věnujme se nyńı pojmu kódu, který se již objevil v předcházej́ıćıch odd́ılech. Kód2

nad abecedou Σ je libovolná množina C ⊂ Σn, kde č́ıslo n je rovněž libovolné a
označujeme jej jako délku kódu C. Velikost kódu je počet jeho prvk̊u, tedy |C|.
O prvćıch množiny Σn hovoř́ıme jako o slovech, o prvćıch kódu C pak jako o
kódových slovech.

Např́ıklad Hamming̊uv kód z odd́ılu 1.3 je kód o délce 7 a velikosti 16 nad
abecedou o velikosti 2. Kód̊um nad dvouprvkovou abecedou se ř́ıká binárńı kódy.
Tento př́ıpad je zdaleka nejd̊uležitěǰśı, zaj́ımat nás však budou i kódy nad větš́ımi
abecedami. Kód nad abecedou o velikosti q je q-árńı kód.

Na množině Σn je přirozeně definován pojem vzdálenosti. Jsou-li x =
(x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn) prvky množiny Σn, pak jejich (Hammingova)
vzdálenost d(x, y) je počet všech souřadnic, kde se lǐśı, tedy počet všech i, pro
která je xi 6= yi. Snadno se ukáže (viz cvičeńı 1.5.1), že d(x, y) je metrika.

Podstatnou vlastnost́ı Hammingova kódu v našem př́ıkladu je fakt, že
vzdálenost každé dvojice jeho kódových slov je alespoň 3. Minimálńı vzdálenost
(nebo prostě vzdálenost) kódu C, definovaná vztahem

∆(C) = min
x,y∈C

d(x, y),

je daľśım ze základńıch parametr̊u kódu C.
Č́ım větš́ı je minimálńı vzdálenost, t́ım v́ıce chyb může kód opravovat. Přesněji

řečeno, předpokládejme, že ∆(C) je alespoň 2t + 1, a že při přenosu daného
slova c nastane nejvýše t chyb. Přijaté slovo c̃ vždy dekódujeme na nejpodobněǰśı
kódové slovo (viz odd́ıl 1.4), tj. na nejbližš́ı slovo kódu C vzhledem k Hammingově
vzdálenosti. Takové slovo je za daných předpoklad̊u právě jedno a je to odeslané
slovo c, takže dekódováńı proběhne správně. Proto o kódu C s ∆(C) ≥ 2t + 1
ř́ıkáme, že má schopnost opravy t chyb.

Shrňme základńı parametry kódu C:

2Přesněji blokový kód (jde o kód, ve kterém maj́ı všechna slova stejnou délku). Blokové kódy
jsou v teorii kód̊u nejobvykleǰśı, i když se studuje i řada daľśıch typ̊u kód̊u (např. konvolučńı
kódy). V tomto textu se budeme zabývat výlučně blokovými kódy.
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• délka n,

• velikost |C|, mı́sto které často uvažujeme jej́ı logaritmus (se základem q =
|Σ|), k = logq |C|,

• minimálńı vzdálenost d = ∆(C).

O kódu s těmito parametry hovoř́ıme3 jako o (n,k,d)-kódu. Hamming̊uv kód
z našeho př́ıkladu je tedy (7, 4, 3)-kód. Nezálež́ı-li na vzdálenosti, hovoř́ıme také
o (n, k)-kódu.

K těmto třem parametr̊um přistupuje ještě čtvrtý, velikost abecedy q = |Σ|.
Je-li potřeba ji rovněž uvést, použ́ıváme označeńı (n, k, d)q-kód.

Hustota kódu C je pod́ıl

α(C) =
k

n
.

Představme si pro jednoduchost, že k je celé č́ıslo a že množina zdrojových slov
je tvořena všemi slovy délky k nad abecedou Σ. Hustota kódu pak udává poměr
délky zdrojového a kódového slova, takže 1/α(C) je faktor, o který se slova prod-
louž́ı vlivem kódováńı.

Ideálńı kód tedy má co největš́ı hustotu (takže se slova zakódováńım ‘př́ılǐs’ ne-
prodlouž́ı), ale zároveň má co největš́ı minimálńı vzdálenost (takže má schopnost
opravy ‘mnoha’ chyb). Tyto požadavky jsou do jisté mı́ry protich̊udné. K nim
v praxi přistupuj́ı daľśı (např. efektivita dekódováńı). Vhodnost použit́ı daného
kódu tak silně záviśı na konkrétńı situaci.

Dva kódy, které se lǐśı jen pořad́ım symbol̊u v kódových slovech, označujeme
jako ekvivalentńı. Takové dvojice kód̊u maj́ı v podstatných ohledech stejné vlast-
nosti a často mezi nimi nebudeme rozlǐsovat.

Cvičeńı

I 1.5.1. Ukažte, že Hammingova vzdálenost na množině Σn je metrika.

1.6 Jednoduché kódy

Nejjednodušš́ım př́ıkladem kódu je totálńı kód Σn, tvořený všemi slovy délky n
nad abecedou Σ. Má parametry (n, n, 1). Opakovaćı kód Repn délky n je (n, 1, n)-
kód, složený ze všech slov tvaru (xxx . . . x), kde x ∈ Σ. Tyto dvě tř́ıdy kód̊u
představuj́ı opačné extrémy, pokud jde o hodnoty k a d.

Daľśım jednoduchým př́ıpadem kódu je paritńı kód nad abecedou F2, tvořený
slovy (x1 . . . xn), pro která je

∑
xi = 0 (naše abeceda umožňuje sč́ıtáńı!). Jinak

řečeno, kódová slova jsou vektory nul a jedniček, ve kterých je počet jedniček
sudý. Takových slov je 2n−1. Jak je tomu s minimálńı vzdálenost́ı? Necht’ x a

3Zde se přidržujeme textu [9]. Jińı autoři by použili označeńı (n, |C|, d)-kód.
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y jsou dvě kódová slova, a necht’ X resp. Y je množina souřadnic i, pro něž je
xi resp. yi rovno 1. Obě množiny X a Y maj́ı tedy sudou velikost. Tvrd́ıme, že
velikost symetrického rozd́ılu X ⊕ Y = X ∪ Y −X ∩ Y (a tedy vzdálenost slov
x a y) je alespoň 2. Důvodem je, že

|X ⊕ Y | = |X|+ |Y | − 2|X ∩ Y |
je sudé č́ıslo. Dokázali jsme tedy, že paritńı kód délky n je (n, n− 1, 2)-kód.

1.7 Funkce A(n, d) a Singleton̊uv odhad

Kolik kódových slov může maximálně obsahovat binárńı kód délky n o minimálńı
vzdálenosti d? To je jedna ze zásadńıch otázek teorie kód̊u a částečnou odpověd’

na ni nab́ıźı několik známých odhad̊u. Jeden z nich hned uvid́ıme. Označme
nejprve

A(n, d) = max
C

log |C|,

kde C prob́ıhá kódy o délce n a minimálńı vzdálenosti alespoň d.
Jak vycháźı č́ıslo A(n, d) pro malé hodnoty d? Je jasné, že A(n, 1) = n. Pro

d = 2 uvažme paritńı kód z odd́ılu 1.6. Ten má minimálńı vzdálenost 2 a velikost
2n−1, takže A(n, 2) ≥ n− 1. Jak plyne z následuj́ıćıho pozorováńı, plat́ı dokonce
rovnost A(n, 2) = n− 1.

Pozorováńı 1.7.1. Pro každé d ≤ n je

A(n, d) ≤ A(n− 1, d− 1).

D̊ukaz. Mějme kód C délky n s minimálńı vzdálenost́ı d. Odstraněńım posledńıho
symbolu každého kódového slova dostaneme kód délky n − 1 o stejné velikosti.
Jeho minimálńı vzdálenost je zjevně alespoň d− 1.

Opakovaným použit́ım pozorováńı 1.7.1 dostaneme prvńı, nejjednodušš́ı horńı
odhad funkce A(n, d):

Věta 1.7.2 (Singleton̊uv odhad). Pro každé d ≤ n je

A(n, d) ≤ n− d+ 1. 2

Rovnost A(n, 2) = A(n − 1, 1) lze mimochodem zobecnit na každé sudé d.
Mějme (n−1, k, d−1)-kód C, kde k je libovolné. Přidejme ke každému slovu c ∈ C
jeho paritńı symbol, tedy součet všech symbol̊u slova c v tělese F2. Výsledkem je
(n, k, d)-kód, protože slova v (liché) vzdálenosti d−1 maj́ı r̊uzné paritńı symboly.
V kombinaci s pozorováńım 1.7.1 dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 1.7.3. Pro každé sudé d ≤ n je

A(n, d) = A(n− 1, d− 1). 2

Pokud tedy jde o funkci A(n, d), stač́ı se zaměřit na kódy s lichou minimálńı
vzdálenost́ı. Kolik tedy je A(n, 3)? To uvid́ıme v odd́ılu 3.3.
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Kapitola 2

Algebraické intermezzo 1

2.1 Grupy a tělesa

Grupa je dvojice (G, ∗), kde G je množina a ∗ je binárńı operace na G splňuj́ıćı
následuj́ıćı podmı́nky:

(i) ∗ je asociativńı, tj. pro a, b, c ∈ G plat́ı

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c,

(ii) existuje neutrálńı prvek operace ∗, tj. prvek n s vlastnost́ı

n ∗ a = a ∗ n = a

pro každé a ∈ G,

(iii) každý prvek a ∈ G má inverzńı prvek vzhledem k ∗, tj. prvek b s vlastnost́ı

a ∗ b = b ∗ a = n.

Neńı těžké ukázat, že neutrálńı prvek i inverzńı prvek každého a ∈ G jsou
jednoznačně určeny (cvičeńı 5.1.1).

Plat́ı-li pro každé a, b ∈ G rovnost a ∗ b = b ∗ a, označujeme grupu (G, ∗) jako
komutativńı nebo abelovskou.

Ke standardńım př́ıklad̊um komutativńıch grup patř́ı č́ıselné množiny se stan-
dardńımi operacemi: (Z,+), (R,+) nebo (R − {0}, ·). Nekomutativńı je např.
grupa všech permutaćı n-prvkové množiny (n ≥ 3) s operaćı skládáńı nebo grupa
všech regulárńıch matic o rozměrech n× n s operaćı násobeńı.

V následuj́ıćım textu budeme pro grupy použ́ıvat obvykle multiplikativńı
zápis, tj. budeme grupovou operaci zapisovat jako násobeńı, neutrálńı prvek
označovat symbolem 1 a inverzńı prvek symbolem a−1. Rovněž někdy budeme
hovořit např. o grupě G bez explicitńıho uvedeńı grupové operace.

9
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Těleso je trojice (F,+, ·), kde (F,+) je abelovská grupa s neutrálńım prvkem
(řekněme) 0, (F −{0}, ·) je rovněž abelovská grupa, a operace + a · jsou svázány
požadavkem distributivity :

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).

Neutrálńı prvek vzhledem k operaci · označujeme 1. Stejně jako u grup někdy
aritmetické operace v tělese nebudeme uvádět explicitně. Multiplikativńı grupu
(F − {0}, ·) tělesa F označujeme symbolem F ∗.

V teorii kód̊u hraj́ı hlavńı roli konečná tělesa, tj. tělesa s konečným počtem
prvk̊u. Jak uvid́ıme v odstavci 5.2, n-prvkové těleso existuje pouze pro určitá n,
konkrétně pro mocniny prvoč́ısel. Již ted’ ovšem můžeme snadno sestrojit tělesa
Fp, jejichž velikost je prvoč́ıslo p: stač́ı vźıt množinu {0, . . . , p− 1} a definovat na
ńı operace +, · jako sč́ıtáńı a násobeńı ‘modulo p’ (viz cvičeńı 2.1.1).

[ vektorové prostory nad konečnými tělesy? ]

Cvičeńı

I 2.1.1. Necht’ p je prvoč́ıslo. Ukažte, že množina {0, . . . , p− 1} spolu se sč́ıtáńım
a násobeńım modulo p tvoř́ı těleso. Ukažte, že pro neprvoč́ıselná p t́ımto zp̊usobem
těleso nedostaneme.



Kapitola 3

Lineárńı kódy

3.1 Definice

Vı́me, že kód nad abecedou Σ je jakákoli podmnožina množiny Σn (pro libovolné
n). Často je vhodné uvažovat kódy nad abecedou, která má strukturu tělesa
(dejme tomu Σ = Fq), a v takovém př́ıpadě je přirozený požadavek, aby samotný
kód byl podprostorem vektorového prostoru Fnq . Takový kód se označuje jako
lineárńı kód nad tělesem Fq. Např́ıklad Hamming̊uv kódH z odd́ılu 1.3 je lineárńı
kód dimenze 4 o délce 7 nad F2. Má-li lineárńı kód C dimenzi k (jako podprostor),
je |C| = qk. Parametry lineárńıch kód̊u se uváděj́ı v hranatých závorkách: [n, k, d]-
kód je automaticky lineárńı.

Jednou z výhod lineárńıch kód̊u je úsporný popis: namı́sto qk prvk̊u kódu
C stač́ı uvést k prvk̊u nějaké jeho báze. Obvyklým tvarem této informace je
generuj́ıćı matice kódu C, tedy matice, jej́ıž řádky tvoř́ı jeho bázi (je to tedy
matice o rozměrech k × n). Jednou z generuj́ıćıch matic kódu H je např́ıklad
matice 

1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1

 . (3.1)

Hammingova vzdálenost v lineárńıch kódech je ‘invariantńı k posunut́ı’, tj.
pro x, y, z ∈ C plat́ı

d(x, y) = d(x+ z, y + z).

Speciálně pro z = −x z této rovnosti plyne, že pro určeńı minimálńı vzdálenosti
∆(C) kódu C stač́ı uvažovat dvojice slov obsahuj́ıćı nulový vektor. Definujeme-li
tedy váhu w(x) slova x jako počet nenulových souřadnic (tedy w(x) = d(x, 0)),
plat́ı

∆(C) = min
x∈C

w(x).

11
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V prostoru Fnq je definován skalárńı součin, a to předpisem

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi,

kde x = (x1 . . . xn) a y = (y1 . . . yn) jsou prvky prostoru Fnq . Označeńı skalárńı
součin neńı úplně přesné, protože standardńı definice skalárńıho součinu vyžaduje,
aby pro x 6= 0 bylo 〈x, x〉 6= 0. V našem př́ıpadě tomu tak nemuśı být. Např́ıklad
pro prvek x = (1100) prostoru F4

2 je 〈x, x〉 = 0 (a je tomu tak pro každý vektor
se sudým počtem jedniček).

Duálńı kód k lineárńımu kódu C je jeho ortogonálńı doplněk, tedy podprostor

C⊥ = {x : 〈x, y〉 = 0 pro každé y ∈ C}.

Dı́ky nestandardńı povaze našeho skalárńıho součinu nás může zprvu překvapit,
že pr̊unik C∩C⊥ obecně nemuśı být prázdný (jako by tomu bylo u ‘opravdového’
skalárńıho součinu). Na druhou stranu i zde plat́ı d̊uležitá vlastnost ortogonálńıho
doplňku (viz cvičeńı 3.1.1):

dimC⊥ = n− dimC. (3.2)

Generuj́ıćı matice M duálńıho kódu C⊥ se nazývá paritńı (nebo kontrolńı)
matice kódu C. ‘Kontrolńı’ proto, že jej́ı řádky určuj́ı lineárńı rovnice, které muśı
každé slovo kódu C splňovat (a naopak, každý vektor, který je splňuje, je slovem
kódu C). V řeči soustav lineárńıch rovnic:

C = {x : M · x = 0}. (3.3)

Generuj́ıćı matice libovolného lineárńıho kódu C se dá Gaussovou eliminaćı
uvést do tvaru, ve kterém prvńıch k sloupc̊u tvoř́ı jednotkovou podmatici. Řádky
výsledné matice nadále tvoř́ı bázi kódu C. Z tohoto tvaru matice je vidět, že
předeṕı̌seme-li slovo c ∈ Fkq délky k, pak existuje právě jedno kódové slovo z
kódu C, které má na prvńıch k souřadnićıch právě slovo c. Kódy s touto vlast-
nost́ı (at’ jsou lineárńı nebo ne) se nazývaj́ı systematické na souřadnićıch 1, . . . , k.
O prvńıch k symbolech každého kódového slova pak mluv́ıme jako o informačńıch
symbolech (nesou informaci), o zbylých symbolech jako o kontrolńıch nebo par-
itńıch symbolech.

Cvičeńı

I 3.1.1. Dokažte, že pro lineárńı kód délky n nad Fq plat́ı

dimC + dimC⊥ = n.
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3.2 Dekódováńı lineárńıch kód̊u

Poṕı̌seme algoritmus pro dekódováńı libovolného lineárńıho kódu. Jak uvid́ıme
později, pro konkrétńı lineárńı kódy mohou existovat speciálńı efektivněǰśı algo-
ritmy.

Mějme lineárńı kód C délky n nad tělesem Fq. Dejme tomu, že po odesláńı
slova x ∈ C bylo přijato slovo x̃ ∈ Fnq . Při přenosu mohly nastat nějaké chyby,
které zachycuje chybový vektor e = x̃−x. Př́ıjemce zná pouze slovo x̃ a chce naj́ıt
kódové slovo y, které je slovu x̃ nejbĺıže.

Necht’ P je paritńı matice kódu C. Syndrom slova z ∈ Fnq je součin P · zT .
Kódová slova kódu C jsou (z definice paritńı matice) právě slova s nulovým
syndromem. Z toho plyne, že dvě slova jsou ve stejné tř́ıdě modulo podprostor
C právě tehdy, když maj́ı stejný syndrom. Dále plat́ı x̃ − e = x ∈ C, takže
neznámé slovo e a známé slovo x̃ patř́ı do stejné tř́ıdy. Dekódováńı je založeno na
předpokladu, že chybový vektor je slovo s nejmenš́ı vahou ve své tř́ıdě. K nalezeńı
takového slova slouž́ı předem připravená tabulka, která pro každý syndrom s
udává (některé) slovo m(s) s minimálńı vahou ve tř́ıdě slov se syndromem s.
Toto slovo se označuje jako reprezentant své tř́ıdy.

Pro přijaté slovo x̃ je chybovým vektorem (podle odhadu tabulky) slovo m(P ·
x̃T ). Výsledkem dekódováńı je tedy slovo

y = x̃−m(P · x̃T ).

Slovo y má mezi všemi kódovými slovy nejmenš́ı vzdálenost od slova x̃. Má-li kód
C minimálńı vzdálenost aspoň 2t + 1, pak za předpokladu, že při přenosu došlo
nejvýše k t chybám, je dekódováńı podle našeho algoritmu úspěšné.

Nevýhodou je nutnost udržovat tabulku reprezentant̊u. Je-li dimC = k, pak
počet tř́ıd modulo C je 2n−k, takže velikost tabulky může být exponenciálńı v n.

Př́ıklad 3.2.1. Uvažme binárńı lineárńı kód C s generuj́ıćı matićı

M =

(
1 1 1 0 0
0 0 1 1 1

)
.

Jedná se o [5, 2, 3]-kód. (Obsahuje jen 4 slova, takže minimálńı vzdálenost neńı
problém určit.) Jak zjist́ıme vyřešeńım soustavy rovnic M · zT = 0, jedna paritńı
matice má tvar

M⊥ =

 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0
0 0 0 1 1

 .

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı pro každý z 23 možných syndromů reprezentanta
př́ıslušné tř́ıdy a pro úplnost i ostatńı slova. K dekódováńı ovšem stač́ı znát
reprezentanty.
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syndrom reprezentant ostatńı slova
000 00000 11100 00111 11011
001 00001 11101 00110 11010
010 00100 11000 00011 11111
011 00010 11001 00101 11110
100 10000 01100 10111 01011
101 01010 10001 01101 10110
110 01000 10100 10011 01111
111 01001 10101 10010 01110

Všimněme si, že u syndromu 000 jsou uvedena právě slova kódu C. U syndromů
101 a 111 je možná i jiná volba reprezentanta.

Dekódujme např. přijaté slovo x̃ = 00101. Jeho syndrom je M⊥ · x̃T = 011.
Reprezentantem př́ıslušné tř́ıdy je slovo 00010. Vyvozujeme, že k chybě došlo ve
čtvrté pozici a dekódujeme na slovo 00111.

Je-li přijaté slovo 01101, zjǐst’ujeme syndrom 101, pro který je reprezentantem
slovo 01010. Jeho váha je 2, takže v př́ıslušné tř́ıdě neexistuje slovo váhy 1. Při
přenosu tak muselo doj́ıt alespoň k dvěma chybám! V daném př́ıpadě jsme schopni
alespoň detekovat, že na opravu chyb náš kód (s minimálńı vzdálenost́ı pouze 3)
nestač́ı.

3.3 Hammingovy kódy

Vrat’me se k naš́ı otázce o hodnotě funkce A(n, d), která udává maximálńı ve-
likost binárńıho kódu délky n s minimálńı vzdálenost́ı d. Zat́ım jsme určili jej́ı
hodnoty pro d ≤ 2, ale viděli jsme jen jediný kód s minimálńı vzdálenost́ı 3,
totiž kód H. V tomto odd́ılu sestroj́ıme nekonečnou tř́ıdu lineárńıch binárńıch
kód̊u s minimálńı vzdálenost́ı rovnou 3, souhrnně označovaných jako Hammin-
govy kódy. Dı́ky své minimálńı vzdálenosti maj́ı tyto kódy schopnost opravo-
vat jednu přenosovou chybu. Každý z nich je nav́ıc největš́ım možným kódem
s danou délkou a minimálńı vzdálenost́ı, a určuje tak pro př́ıslušné n hodnotu
funkce A(n, 3).

Pod́ıvejme se nejprve na překvapivý vztah mezi kontrolńı matićı M lineárńıho
kódu C a jeho minimálńı vzdálenost́ı ∆(C). Jednou z interpretaćı rovnosti (3.3)
je, že každé slovo x = (x1 . . . xn) ∈ C určuje nulovou lineárńı kombinaci sloupc̊u
s1, . . . , sn matice M , totiž

n∑
i=1

xisi = 0.

Počet nenulových sč́ıtanc̊u je roven váze slova x. Pokud je tedy každých (řekněme)
d sloupc̊u matice M lineárně nezávislých, pak C neobsahuje slova váhy d. Jak
v́ıme, minimálńı váha (nenulového) slova x ∈ C je rovna minimálńı vzdálenosti
∆(C). Dostáváme následuj́ıćı pozorováńı.
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Pozorováńı 3.3.1 (O minimálńı vzdálenosti). Necht’ M je kontrolńı matice
lineárńıho kódu C. Pak minimálńı vzdálenost ∆(C) je rovna nejvěťśımu č́ıslu
d, pro které plat́ı, že každých d−1 sloupc̊u matice M je lineárně nezávislých.

Chceme-li zkonstruovat co největš́ı binárńı kódy s minimálńı vzdálenost́ı rov-
nou 3, stač́ı zkonstruovat matice nad F2, které neobsahuj́ı lineárně závislé dvojice
sloupc̊u a rozd́ıl mezi počtem sloupc̊u a počtem řádk̊u (tj. dimenze konstruo-
vaného kódu) je co největš́ı. To je naštěst́ı jednoduché, protože dva vektory jsou
lineárně závislé nad F2, právě když jsou shodné nebo jeden z nich je nulový. Takže
bude-li naše matice M mı́t dejme tomu r řádk̊u, můžeme jako jej́ı sloupce zvolit
všech 2r − 1 nenulových vektor̊u v prostoru Fr2 (každý z nich použijeme jednou).
Kód Hr s generuj́ıćı matićı M má délku n = 2r − 1 a podle (3.2) je jeho dimenze

dimHr = n− r = 2r − r − 1. (3.4)

Kód̊um Hr (a ekvivalentńım) se ř́ıká Hammingovy kódy. Všimněme si, že jsme
nespecifikovali pořad́ı sloupc̊u v kontrolńı matici. To ale nevad́ı, nebot’ pro jiné
pořad́ı dostaneme ekvivalentńı kód (viz cvičeńı 3.3.3). Minimálńı vzdálenost
každého Hammingova kódu je 3. Plat́ı tedy:

Věta 3.3.2. Pro každé r ≥ 2 má Hamming̊uv kód Hr parametry [2r− 1, 2r− r−
1, 3].

Hammingovy kódy lze definovat i nad tělesem Fq (viz cvičeńı 3.3.4).

Cvičeńı

I 3.3.1. Ukažte, že kód H z odd́ılu 1.3 je Hamming̊uv kód H3. Jak vypadá kód
H2?

I 3.3.2. Ukažte, že sloupce kontrolńı matice Hammingova kódu o délce 2r − 1
jsou tvořeny binárńımi zápisy všech č́ısel od 1 do 2r − 1.

I 3.3.3. Ukažte, že dva lineárńı kódy, jejichž kontrolńı matice se lǐśı jen pořad́ım
řádk̊u a sloupc̊u, jsou ekvivalentńı. Dokažte obdobné tvrzeńı pro generuj́ıćı mat-
ice.

I 3.3.4. Definujte obdobu Hammingových kód̊u nad tělesem Fq. Tyto kódy maj́ı
parametry [n, n− r, 3], kde r ≥ 2 a n = (qr − 1)/(q − 1).

3.4 Dekódováńı Hammingových kód̊u

Použijeme-li pro dekódováńı Hammingova kódu Hr obecný algoritmus pro
lineárńı kódy, vystač́ıme s poměrně malou tabulkou reprezentant̊u tř́ıd. Počet
tř́ıd je totiž

2n−k = 22r−1−2r+r+1 = 2r = n+ 1,



16 Kapitola 3. Lineárńı kódy

zat́ımco v obecném př́ıpadě může být i exponenciálńı v n.
Věc je ale ještě jednodušš́ı: tabulku reprezentant̊u v̊ubec nepotřebujeme. Po-

dle cvičeńı 3.3.2 sloupce paritńı matice P kódu Hr tvoř́ı binárńı zápisy všech
č́ısel od 1 do 2r − 1. Po přechodu k ekvivalentńımu kódu (permutaci pozic)
můžeme předpokládat, že jsou uspořádány v tomto pořad́ı — viz cvičeńı 3.4.2.
Hammingovy kódy maj́ı minimálńı vzdálenost 3, proto při jejich dekódováńı
předpokládáme, že při přenosu došlo nejvýše k jedné chybě (jinak na správné
dekódováńı ani neaspirujeme). Předpokládáme tedy, že váha chybového vektoru
e je ≤ 1. Jaký je syndrom takového slova?

Je-li e = 0, je syndrom nulový. Má-li e jedničku právě na i-té pozici, potom
P · eT je i-tý sloupec matice P , tedy v daném př́ıpadě binárńı zápis č́ısla i.

Z odd́ılu 3.2 v́ıme, že e a přijaté slovo x̃ maj́ı stejný syndrom. Lze tedy
dekódovat následovně. Je-li syndrom přijatého slova nulový, dekódujeme x̃ na
x̃. Pokud je binárńım zápisem nenulového č́ısla i, změńıme i-tý bit slova x̃ a
ostatńı bity ponecháme. Došlo-li k nejvýše jedné přenosové chybě, je výsledek
dekódováńı správný.

Cvičeńı

I 3.4.1. Necht’ P je paritńı matice binárńıho kódu C. Dejme tomu, že při
přenosu, jehož výsledkem je slovo x̃, došlo k chybám na pozićıch i1, . . . , im. Jaký
je vztah syndromu P · x̃T a sloupc̊u matice P?

I 3.4.2. Kód H má generuj́ıćı matici (3.1).

(a) Odpov́ıdaj́ı sloupce nějaké jeho paritńı matice po řadě binárńım zápis̊um č́ısel
1, 2, . . . , 7?

(b) Najděte ekvivalentńı kód H′, pro který tomu tak je. Vypǐste všechna jeho
kódová slova.

(c) Pro kód H′ pomoćı algoritmu z tohoto odd́ılu dekódujte slova (1001110) a
(0100010).



Kapitola 4

Perfektńı kódy

4.1 Hamming̊uv odhad

Má-li binárńı kód C délky n minimálńı vzdálenost ∆(C) ≥ 2t+ 1, pak pro každé
slovo x ∈ Fn2 existuje nejvýše jedno kódové slovo ve vzdálenosti ≤ t od x. Jinými
slovy, tzv. (kombinatorické) koule se středem x a poloměrem t,

B(x, t) = {z ∈ Fn2 : d(x, z) ≤ t},

jsou pro r̊uzná x ∈ C disjunktńı.
Odtud snadno dostaneme dostáváme horńı odhad na velikost takového kódu.

Kolik prvk̊u obsahuje koule B(x, t)? Počet prvk̊u ve vzdálenosti i od středu x
je právě

(
n
i

)
(vyb́ıráme neuspořádanou i-tici souřadnic, ve kterých x změńıme).

Takže

|B(x, t)| =
t∑
i=0

(
n

i

)
. (4.1)

Tuto hodnotu nazveme objem koule B(x, t) a označ́ıme V (n, t) (protože nezáviśı
na středu x, ale naopak záviśı na n). Potom

Věta 4.1.1 (Hamming̊uv odhad). Pro binárńı kód o minimálńı vzdálenosti ale-
spoň 2t+ 1 plat́ı

|C| ≤ 2n

V (n, t)
.

D̊ukaz. V množině Fn2 o 2n prvćıch je |C| disjunktńıch kouĺı, z nichž každá má
objem V (n, t).

Binárńı kód je perfektńı, pokud pro něj plat́ı rovnost v Hammingově odhadu (a
má tedy právě 2n/V (n, t) prvk̊u). Triviálńı perfektńı kódy jsou (viz cvičeńı 4.1.1):

• totálńı kód Fn2 ,

• opakovaćı kód liché délky,

17
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• jednoprvkový kód {x}, kde x ∈ Fn2 .

Vedle těchto triviálńıch př́ıklad̊u existuj́ı i daľśı perfektńı kódy. Mezi nimi jsou
i všechny Hammingovy kódy. Kód Hr má parametry (2r − 1, 2r − r − 1, 3). Pro
tyto hodnoty dostáváme

V (n, t) = V (2r − 1, 1) = 2r,

takže 2n/V (n, t) = 2n−r = 22r−r−1, což je přesně počet prvk̊u kódu Hr. T́ım je
jeho perfektnost dokázána.

Cvičeńı

I 4.1.1. Ověřte, že následuj́ıćı binárńı kódy jsou perfektńı: totálńı kód Fn2 , opako-
vaćı kód liché délky a jednoprvkový kód.

4.2 Binárńı Golaẙuv kód

Existuje jen jediný netriviálńı perfektńı binárńı kód s minimálńı vzdálenost́ı ale-
spoň 5. Je to slavný Golaẙuv kód, objevený M. Golayem [3] v roce 1949. Tento kód
má dosti překvapivé parametry: (23, 12, 7). Dá se zkonstruovat mnoha zp̊usoby,
z nichž nejjednodušš́ı si ted’ ukážeme.

Rovinný graf na obr. 4.1 je dvacetistěn, jeden z pěti rovinných graf̊u, ve kterých
maj́ı všechny vrcholy stejný stupeň a všechny stěny stejnou velikost1. Každý
vrchol dvacetistěnu má 5 soused̊u a každé dva vrcholy maj́ı 0 nebo 2 společné
sousedy. To lze snadno nahlédnout s pomoćı následuj́ıćıho lemmatu. Připomeňme,
že automorfismus grafu G = (V,E) je bijekce α : V → V s vlastnost́ı, že pro každé
dva vrcholy x, y ∈ V je xy ∈ E právě když α(x)α(y) ∈ E.

Obrázek 4.1: Dvacetistěn.

1Každý z těchto graf̊u odpov́ıdá jednomu z tzv. platónských těles, mezi něž patř́ı čtyřstěn,
krychle, osmistěn, dvanáctistěn a dvacetistěn.
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Lemma 4.2.1. Necht’ x, x′, y, y′ jsou vrcholu dvanáctistěnu D, pro které plat́ı
d(x, y) = d(x′, y′). Potom existuje automorfismus α grafu D, který zobrazuje x
na x′ a y na y′.

D̊ukaz. Cvičeńı 4.2.1.

Automorfismus zachovává sousednost a nesousednost. Chceme-li tedy ukázat,
že každé dva vrcholy maj́ı 0 nebo 2 společné sousedy, stač́ı probrat tři př́ıpady:
dvojici vrchol̊u ve vzdálenosti 1, 2 resp. 3.

Necht’ V je množina všech vrchol̊u dvacetistěnu a E množina všech jeho hran.
Pro každý vrchol v ∈ V uvažme ještě jednu jeho kopii v∗ a definujme V ∗ jako
množinu všech těchto kopíı. Každému vrcholu v ∈ V přǐrad́ıme množinu Cv ⊂
V ∪ V ∗ předpisem

Cv = {v} ∪ {w∗ : vw /∈ E}.
Lineárńı binárńı kód délky 24 generovaný 12 charakteristickými vektory

množinového systému {Cv : v ∈ V } se nazývá rozš́ıřený binárńı Golaẙuv kód G24.
Všimněme si, že pro každý vrchol v je |Cv| = 8. Ukážeme, že to je (24, 12, 8)-kód.
Začneme prozkoumáńım duálńıho kódu G24

⊥.
Dvě r̊uzná slova Cv, Cw ∈ G24 se lǐśı jednak v ‘souřadnićıch’ v a w, a jednak

v souřadnićıch odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊um soused́ıćım s právě jedńım z vrchol̊u v
a w. Těch je 10 nebo 6, podle toho, zda v a w maj́ı 0 nebo 2 společné sousedy.
Každopádně se Cv a Cw lǐśı v sudém počtu vrchol̊u. T́ım pádem je |Cv ∩ Cw|
sudé, takže

〈Cv, Cw〉 = 0. (4.2)

Každé dva z generuj́ıćıch vektor̊u Cv jsou tedy navzájem ortogonálńı. Z bilinearity
skalárńıho součinu ale plyne, že toto tvrzeńı plat́ı pro každé dvě kódová slova:

Lemma 4.2.2. Necht’ má lineárńı kód C (nad tělesem F ) bázi, v ńı̌z jsou každé
dva vektory navzájem ortogonálńı. Potom plat́ı C ⊂ C⊥.

D̊ukaz. Vezměme libovolné slovo c ∈ C a vyjádřeme je jako lineárńı kombi-
naci c =

∑
αb · b, kde koeficienty αb jsou prvky základńıho tělesa a b prob́ıho

uvažovanou bázi B. Chceme ukázat, že skalárńı součin vektoru c s libovolným
vektorem c′ ∈ C je nulový. Vyjádřeme tedy rovněž c′ =

∑
α′b′ · b′. Z bilinearity

skalárńıho součinu je

〈c, c′〉 =
∑
b,b′∈B

αb · α′b′ · 〈b, b′〉 = 0.

Proto c ∈ C⊥ a také C ⊂ C⊥.

Plat́ı tedy G24 ⊂ G24
⊥! Ovšem protože dimenze kódu G24 i jeho duálu je 12,

muśı platit
G24
⊥ = G24. (4.3)

Náš kód je tedy svým vlastńım duálem, je samoduálńı.



20 Kapitola 4. Perfektńı kódy

Tvrzeńı 4.2.3. Necht’ C je samoduálńı binárńı kód, v jehož bázi má každé slovo
váhu dělitelnou 4. Pak váha každého slova kódu C je násobkem 4.

D̊ukaz. Pro libovolné vektory u, v ∈ C plat́ı

|u+ v| = |u|+ |v| − 2|u ∩ v| ≡ |u|+ |v| − 2〈u, v〉 (mod 4). (4.4)

V samoduálńım kódu je ale 〈u, v〉 = 0, takže váha součtu vektor̊u je modulo 4
rovna součtu jejich vah. Každý vektor z C je součtem bázových vektor̊u a má
tedy váhu dělitelnou 4.

Toto tvrzeńı je pro nás velmi výhodné. Chceme-li totiž ukázat, že minimálńı
vzdálenost kódu G24 je alespoň 8, pak nám stač́ı ověřit, že neobsahuje slova o váze
4. Dejme tomu, že c ⊂ V ∪ V ∗ má váhu 4, přičemž c =

∑
v∈Y C(v) a množina Y

má k prvk̊u (k ∈ {2, 3, 4}). Pak c nutně obsahuje právě 4 − k prvk̊u V ∗, takže
právě 4− k vrchol̊u dvacetistěnu má v Y lichý počet nesoused̊u — jinak řečeno,
vrchol̊u, jejichž počet soused̊u v Y má jinou paritu než k, je přesně 4− k.

Uvažme př́ıpad k = 2. Ze cvičeńı 4.2.2 v́ıme, že prvky Y maj́ı 0 nebo 2 společné
sousedy, a ani s jedńım z nich pak nesoused́ı 2 resp. 6 vrchol̊u. S lichým počtem
vrchol̊u v Y tak soused́ı 10 resp. 4 vrcholy, což je spor. Př́ıpady k = 3, 4 nejsou
o mnoho složitěǰśı a ponecháváme je jako cvičeńı 4.2.3. Dokázali jsme následuj́ıćı
větu.

Věta 4.2.4. Rozš́ıřený Golaẙuv kód G24 je (24, 12, 8)-kód.

Pokud odstrańıme z kódu G24 libovolnou souřadnici, dostaneme Golaẙuv kód
G23. Výsledek nezáviśı na výběru odstraňované souřadnice (d̊ukaz nebudeme
provádět). Je jasné, že G23 je (23, 12, 7)-kód. Vzhledem k tomu, že(

23

0

)
+

(
23

1

)
+

(
23

2

)
+

(
23

3

)
= 2048 = 223−12,

jde o perfektńı kód.

Cvičeńı

I 4.2.1. Dokažte lemma 4.2.1.

I 4.2.2. Ukažte, že každé dva vrcholy dvanáctistěnu maj́ı 0 nebo 2 společných
soused̊u.

I 4.2.3. Ukažte podrobně, že kód G24 neobsahuje slova o váze 4.
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4.3 Váhový polynom perfektńıho kódu

Odbočme nyńı na chv́ıli od Golayových kód̊u k tématu společnému všem per-
fektńım kód̊um. Ukážeme, že pokud C je perfektńı [n, k, d]-kód obsahuj́ıćı nulové
slovo, lze z č́ısel n a d bezezbytku určit jeho váhový polynom (viz odd́ıl 15.1).
Obecný princip budeme ilustrovat na př́ıkladu Hammingova kódu H3.

Věta 4.3.1. Binárńı [7, 4, 3]-kód C obsahuj́ıćı nulové slovo má váhový polynom

PC(x) = 1 + 7x3 + 7x4 + x7.

D̊ukaz. Necht’ PC(x) =
∑7

i=0 Aix
i. Vı́me, že A0 = 1 a A1 = A2 = 0. Uvažme kouli

B(z, 1) se středem v nějakém kódovém slově z ∈ C váhy m. Slova v kouli B(z, 1)
maj́ı váhu mezi m − 1 a m + 1. Každé ze slov váhy m − 1 dostaneme změnou
jedné z m jedniček slova z na nulu. Z malého zobecněńı této úvahy plyne:

B(z, 1) obsahuje


m slov váhy m− 1,
1 slovo váhy m,

7−m slov váhy m+ 1.
(4.5)

Zaměřme se nyńı na množinu J , tvořenou slovy z množiny Fn2 o dané váze
j. Pr̊uniky J ∩B(z, 1), kde z prob́ıhá perfektńı kód C, tvoř́ı rozklad množiny J .
Podle (4.5) je

|B(z, 1) ∩ J | =


j + 1 pokud |z| = j + 1,

1 pokud |z| = j,
7− j + 1 pokud |z| = j − 1.

Protože |J | =
(

7
j

)
, dostáváme následuj́ıćı rovnici:(

7

j

)
= (8− j) · Aj−1 + Aj + (j + 1) · Aj+1, (4.6)

kde j = 1, . . . , 6. Prvńı neznámý koeficient, A3, spoč́ıtáme z rovnice (4.6) pro
j = 2:

21 =

(
7

2

)
= 6A1 + A2 + 3A3,

a tedy A3 = 7. Pro j = 3 dostaneme A4 = 7, pro větš́ı j pak A5 = A6 = 0 a
A7 = 1.

Stejnou metodou lze spoč́ıtat i váhové polynomy ostatńıch perfektńıch kód̊u.
Pro kód s parametry Golayova kódu G23 např́ıklad plat́ı následuj́ıćı věta, která se
nám v odd́ılu 15.2 bude hodit k d̊ukazu jednoznačnosti Golayova kódu G24.

Věta 4.3.2. Binárńı (23, 12, 7)-kód C obsahuj́ıćı nulové slovo má váhový polynom

PC(x) = 1 + 253x7 + 506x8 + 1288x11 + 1288x12 + 506x15 + 253x16 + x23.

D̊ukaz. Cvičeńı 4.3.2.
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Cvičeńı

I 4.3.1. Jaké daľśı váhové polynomy dostaneme ve větě 4.3.1, pokud nebudeme
požadovat, aby daný kód obsahoval nulové slovo?

Řešeńı: Pouze x+ 3x2 + 4x3 + 4x4 + 3x5 + x6.

I 4.3.2. (a) Necht’ z ∈ Fnq je slovo váhy m. Kolik slov dané váhy j obsahuje
koule B(z, r), kde m−r ≤ j ≤ m+r? Výsledek bude záviset na parametrech
n,m, r a q.

Řešeńı:
∑min {j,(r−m+j)/2}
t=0 (q − 1)t

( m
j−t
)(n−m

t

)
.

(b) Dokažte větu 4.3.2.

I 4.3.3. Určete váhový polynom ternárńıho (11, 6, 5)-kódu, který obsahuje
nulové slovo.

4.4 Ternárńı Golayovy kódy

Vedle binárńıch Golayových kód̊u existuj́ı ještě ternárńı Golayovy kódy G12 a G11.
Kód G12 je určen např. generuj́ıćı matićı

1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 − − 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 − −
0 0 0 1 0 0 1 − 1 0 1 −
0 0 0 0 1 0 1 − − 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 1 − − 1 0

 .

Je to samoduálńı [12, 6, 6]-kód a dá se ukázat, že každý ternárńı kód s parame-
try (12, 6, 6) je kódu G12 ekvivalentńı. Kód G11, který vznikne proṕıchnut́ım kódu
G12 na libovolné pozici, je perfektńı [11, 6, 5]-kód.

Zakončeme tuto kapitolu hlubokou větou o perfektńıch kódech. (Připomeňme,
že triviálńı perfektńı kódy jsou definovány v odd́ılu 4.1.)

Věta 4.4.1 (Tietäväinen a van Lint). Netriviálńı perfektńı kód nad libovolným
tělesem je bud’ Golaẙuv kód, nebo má stejné parametry (n, k, d) jako některý Ham-
ming̊uv kód.

(Poznamenejme, že jsou známy nelineárńı perfektńı kódy s parametry Ham-
mingových kód̊u, např́ıklad libovolného binárńıho Hammingova kódu Hr pro
r ≥ 4.)



Kapitola 5

Algebraické intermezzo 2

5.1 Podgrupy

Podgrupa grupy G je libovolná grupa H, kde H ⊂ G a grupová operace v grupě
H je zúžeńım operace v grupě G na množinu H. Tento vztah zapisujeme H ≤ G.
Řád |G| grupy G je velikost množiny G.

Věta 5.1.1 (Lagrange). Je-li H podgrupa konečné grupy G, pak |H| děĺı |G|.

D̊ukaz. Cvičeńı 5.1.2.

Podgrupa grupy G generovaná prvkem a ∈ G je grupa 〈a〉 definovaná vztahem

〈a〉 = {ai : i ∈ N}.

Grupa G je cyklická, pokud pro nějaké c ∈ G plat́ı G = 〈c〉. Řád prvku a ∈ G,
označovaný ord a, je nejmenš́ı přirozené k s vlastnost́ı, že ak = 1 (nebo∞, pokud
takové k neexistuje).

Pozorováńı 5.1.2. Pro a ∈ G plat́ı

ord a = |〈a〉|.

D̊ukaz. Uvažme posloupnost
1, a, a2, a3, . . .

a nejmenš́ı k, pro které je ak rovno některému předcházej́ıćımu prvku ai (i < k).
Z rovnosti ak = ai plyne ak−i = 1. takže z minimality k muśı být i = 0. To
znamená, že k = ord a. Na druhou stranu je zjevné, že 〈a〉 = {1, a, . . . , ak−1}.

Důsledek 5.1.3. Je-li grupa G konečná, pak pro každý prvek a ∈ G plat́ı

(i) ak = 1, právě když ord a děĺı k,

(ii) a|G| = 1.

23
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D̊ukaz. (i) Necht’ k = l · ord a+ r, kde 0 ≤ r < ord a. Potom

ak = (aord a)l · ar = 1 · ar = ar.

Protože r < ord a, tento výraz je roven 1, právě když r = 0 (a tedy k je dělitelné
ord a). (ii) Cvičeńı 5.1.3.

Důsledek 5.1.4 (Malá Fermatova věta). Necht’ a je přirozené č́ıslo a p prvoč́ıslo,
které neděĺı a. Potom

ap−1 ≡ 1 (mod p).

D̊ukaz. Plyne př́ımo z d̊usledku 5.1.3(ii), aplikovaného na grupu (Zp−{0}, ·).

Cvičeńı

I 5.1.1. Ukažte, že v grupě (M, ∗) existuje jen jeden neutrálńı prvek a že každé
a ∈M má jen jediný inverzńı prvek.

I 5.1.2. Dokažte větu 5.1.1.

I 5.1.3. Dokažte d̊usledek 5.1.3(ii).

5.2 Charakteristika tělesa

Kromě násobeńı dvou prvk̊u tělesa můžeme definovat součin k × a, kde k ∈ N a
a ∈ F , a to předpisem

k × a = a+ a+ · · ·+ a (k krát).

Charakteristika char(F ) tělesa F je nejmenš́ı k, pro které plat́ı k× 1 = 0 (pokud
takové k neexistuje, definujeme char(F ) =∞).

Pozorováńı 5.2.1. Charakteristika konečného tělesa F je prvoč́ıslo.

D̊ukaz. Cvičeńı 5.2.1.

K těles̊um patř́ı např́ıklad množina racionálńıch, reálných nebo kom-
plexńıch č́ısel s obvyklými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı. Standardńım př́ıkladem
konečného tělesa je těleso Fp (kde p je prvoč́ıslo), což je množina {0, 1, . . . , p− 1}
se sč́ıtáńım a násobeńım modulo p.

Dvě grupy nebo tělesa, která maj́ı r̊uzné prvky, ale jejich operace se však
až na ‘přeznačeńı prvk̊u’ shoduj́ı, lze považovat za identická. Přesnou formulaci
umožňuje pojem isomorfismu. Isomorfismus grup (G,+) a (G′,⊕) je bijekce f :
G→ G′, která zobrazuje neutrálńı prvek na neutrálńı prvek a splňuje pro a, b ∈ G
podmı́nku f(a+ b) = f(a)⊕ f(b).
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Isomorfismus těles (F,+, ·) a (F ′,⊕,�) je bijekce h : F → F ′, která je
isomorfismem grup (F,+) a (F ′,⊕) a indukuje isomorfismus grup (F − {0}, ·) a
(F ′ − {0},�). Dvě grupy nebo tělesa jsou isomorfńı, pokud mezi nimi existuje
isomorfismus.

Podobně jako podgrupy lze definovat podtělesa. Těleso F ′ je podtělesem tělesa
F , pokud F ′ ⊂ F a operace v tělese F ′ jsou zúžeńım operaćı v tělese F .

Tvrzeńı 5.2.2. Necht’ F je konečné těleso charakteristiky p. Potom

(i) F obsahuje podtěleso isomorfńı s Fp,

(ii) |F | = pm pro nějaké přirozené m ≥ 1.

D̊ukaz. (i) Necht’ F ′ = {k × 1 : k ∈ N}. Množina F ′ je uzavřená na operace +
a · i na inverzńı prvky vzhledem k těmto operaćım a je tedy tělesem. Nav́ıc je
snadné naj́ıt isomorfismus s tělesem Fp.

(ii) Těleso F můžeme nahĺıžet jako vektorový prostor nad tělesem F ′: (F,+) je
abelovská grupa a součin prvku a ∈ F s prvkem λ tělesa F ′ definujeme přirozeně
jako jejich součin v rámci tělesa F . Ovšem počet prvk̊u vektorového prostoru
F nad p-prvkovým tělesem je pm, kde m je jeho dimenze (nebot’ každý prvek
lze jednoznačně zapsat jako lineárńı kombinaci m prvk̊u nějaké pevně zvolené
báze).

Z pozorováńı 5.2.1 a tvrzeńı 5.2.2 plyne, že počet prvk̊u libovolného konečného
tělesa je mocnina prvoč́ısla. Můžeme se ptát, zda naopak plat́ı, že pro každé
prvoč́ıslo p a přirozené č́ıslo m existuje těleso s pm prvky. Odpověd’ je kladná a k
jej́ımu d̊ukazu se dostaneme v následuj́ıćım odstavci.

Cvičeńı

I 5.2.1. Dokažte pozorováńı 5.2.1.

5.3 Existence konečných těles

Necht’ f(x) je libovolný polynom stupně k nad tělesem Fp. Uvažme množinu všech
polynomů v proměnné α nad Fp stupně menš́ıho než k. Definujme na této množině
sč́ıtáńı a násobeńı jako obvyklé sč́ıtáńı a násobeńı polynomů, prováděné ‘modulo
f(α)’ (výsledek každé operace tedy nahrazujeme zbytkem při děleńı polynomem
f(α)). Označme výslednou strukturu symbolem Fp[α]/f .

Pozorováńı 5.3.1. Fp[α]/f je komutativńı okruh.

D̊ukaz. Cvičeńı 5.3.1.
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Polynom f(x) nad tělesem F nenulového stupně je ireducibilńı, pokud neex-
istuj́ı polynomy g1(x), g2(x) menš́ıho stupně tak, že f = g1g2.

Ireducibilitu daného polynomu lze snadno ověřit kontrolou, zda je dělitelný
některým polynomem menš́ıho stupně. Např́ıklad pro F = F2 zjist́ıme, že ire-
ducibilńı jsou následuj́ıćı polynomy stupně ≤ 3:

stupeň polynom
1 x

x+ 1
2 x2 + x+ 1
3 x3 + x+ 1

x3 + x2 + 1

Oproti tomu např́ıklad polynom x2 + 1 ireducibilńı neńı, protože nad tělesem F2

plat́ı
x2 + 1 = (x+ 1)2.

Je-li f ireducibilńı polynom nad Fp, lze pozorováńı 5.3.1 ześılit:

Věta 5.3.2. Necht’ f(x) je ireducibilńı polynom nad tělesem Fp. Potom okruh
Fp[α]/f je těleso.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že k nenulovému prvku g(α) ∈ Fp[α]/f existuje inverzńı
prvek. Uvažme množinu všech součin̊u g(α)h(α), kde h(α) prob́ıhá Fp[α]/f . Jsou-
li všechny tyto součiny r̊uzné, je jich právě tolik jako polynomů stupně menš́ıho
než je stupeň polynomu f , takže mezi nimi muśı být polynom 1. Polynom h(α),
pro který je g(α)h(α) ≡ 1 (mod f(α)), je pak inverzńım prvkem k polynomu
g(α).

Můžeme tedy předpokládat, že dva z uvažovaných součin̊u jsou stejné, tedy

g(α)h1(α) ≡ g(α)h2(α) (mod f(α)).

Pak ale g(α)(h1(α)−h2(α)) ≡ 0 (mod f(α)). Polynom na levé straně je nenulový
a jeho stupeň je nejvýše 2(deg f(α) − 1). Mı́sto kongruence modulo f(α) proto
muśı platit dokonce rovnost. Ta je však ve sporu s faktem, že f je ireducibilńı
polynom.

Dá se dokázat (my to však dělat nebudeme), že pro každé prvoč́ıslo p a k ≥ 1
existuje polynom nad Fp stupně k, který je ireducibilńı nad Fp. Ve spojitosti s
t́ımto faktem dostáváme následuj́ıćı větu:

Věta 5.3.3. Pro každé prvoč́ıslo p a k ≥ 1 existuje těleso s právě pk prvky.

Uvažme jako př́ıklad těleso F2 a ireducibilńı polynom f(x) = x3 + x + 1.
Množina polynomů v proměnné α stupně nejvýše 2 je

{0, 1, α, α + 1, α2, α2 + 1, α2 + α, α2 + α + 1}.
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Pro sč́ıtáńı plat́ı např́ıklad

(α2 + 1) + (α + 1) = α2 + α.

Při násobeńı modulo α3 + α + 1 můžeme pracovat s rovnost́ı α3 = α + 1 (nad
jiným tělesem než F2 bychom na pravě straně dostali ještě záporné znaménko).
Tato rovnost nám umožňuje ze součin̊u postupně eliminovat všechny členy stupně
větš́ıho než 2:

α · (α2 + α) = α3 + α2 = (α + 1) + α2 = α2 + α + 1.

Sestav́ıme-li tabulku násobeńı ve vzniklém tělese, ukáže se, že každý prvek je
mocninou polynomu α:

k αk

1 α
2 α2

3 α + 1
4 α2 + α
5 α2 + α + 1
6 α2 + 1
7 1.

Prvky s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı primitivńı. Jak uvid́ıme dále, každé konečné
těleso nějaký primitivńı prvek obsahuje.

Cvičeńı

I 5.3.1. Dokažte pozorováńı 5.3.1. Konkrétně dokažte, že:

(i) Fp[x]/f je abelovská grupa vzhledem ke sč́ıtáńı,

(ii) násobeńı v Fp[x]/f − {0} je asociativńı a komutativńı, polynom 1 je jed-
notkovým prvkem,

(iii) pro sč́ıtáńı a násobeńı v Fp[x]/f plat́ı pravidlo distributivity.

5.4 Primitivńı prvky

Věta 5.4.1. Je-li F konečné těleso, pak grupa F ∗ je cyklická.

D̊ukaz. Necht’ q = |F |. Nejprve dokážeme, že pokud pk je mocnina prvoč́ısla, která
děĺı q − 1, pak F obsahuje prvek řádu pk. Necht’ tedy q − 1 = pk · r. Polynom
x(q−1)/p−x má nejvýše (q−1)/p < q−1 r̊uzných kořen̊u a existuje tedy prvek α,
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který jeho kořenem neńı. Polož́ıme-li γ = αr, pak γp
k

= αq−1 = α|F
∗| = 1, takže

řád prvku γ děĺı pk. Na druhou stranu pro i < k je γp
i 6= 1, nebot’

(γp
i

)p
k−i−1

= γp
i·pk−i−1

= γk−1 = α
q−1
p 6= 1.

Vid́ıme, že řád prvku γ je pk.
Ve druhé části d̊ukazu ukážeme, že je-li α prvek řádu a a β prvek řádu b,

přičemž a a b jsou nesoudělná, pak αβ je prvek řádu ab. Předpokládejme, že
ordαβ = r. Protože plat́ı

(αβ)ab = (αa)b · (βb)a = 1,

č́ıslo r děĺı součin ab = ordαβ. Lze jej tedy psát ve tvaru r = a′b′, kde a′ děĺı a
a b′ děĺı b. Předpokládejme, že r 6= ab. Potom bez újmy na obecnosti plat́ı a′ < a
a máme

(αβ)a
′b = αa

′b · (βb)a′ = αa
′b.

Levá strana rovnice je rovna 1, nebot’ r děĺı a′b. Odtud také αa
′b = 1, takže a′b

muśı dělit a. To ovšem nejde, nebot’ a a b jsou nesoudělná a a′ < a. T́ım je d̊ukaz
druhé části proveden.

Necht’ q−1 = pk11 . . . pkmm je prvoč́ıselný rozklad č́ısla q−1. Podle toho, co bylo
řečeno výše, existuje pro každé i = 1, . . . ,m prvek γi řádu pkii . Vzhledem k tomu,
že tyto řády jsou nesoudělné, má prvek γ = γ1 . . . γm řád pk11 . . . pkmm = q − 1, a
muśı tedy platit F ∗ = 〈γ〉.

Generátory multiplikativńı grupy tělesa F se označuj́ı jako primitivńı prvky
tohoto tělesa.

5.5 Polynomy

Tvrzeńı 5.5.1. Necht’ α, β ∈ Fpm, kde p je prvoč́ıslo, a necht’ f(x) je polynom
nad Fp. Potom

(i) (α + β)p = αp + βp,

(ii) f(αp) = (f(α))p.

D̊ukaz. (i) Použijeme binomickou větu, která v konečných tělesech plat́ı ve tvaru

(α + β)k =
k∑
i=0

(

(
k

i

)
× 1) · αiβk−i. (5.1)

Pro k = p můžeme pravou stranu zjednodušit. Binomické koeficienty
(
p
i

)
, kde

1 ≤ i ≤ p− 1, jsou totiž dělitelné p, nebot’ ve zlomku(
p

i

)
=
p(p− 1) . . . (p− i+ 1)

i(i− 1) . . . 1
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se v čitateli vyskytuje p, ale ve jmenovateli nikoli. V tělese charakteristiky p jsou
tyto členy rovny 0. Plat́ı tedy

(α + β)p = αp + βp,

což jsme chtěli dokázat.
(ii) Necht’ f(x) =

∑n
i=0 aix

i, kde ai ∈ Fp. Připomeňme si, že api = ai. Plat́ı
tedy

f(αp) =
n∑
i=0

ai(α
p)i

=
n∑
i=0

(aiα
i)p

= (
n∑
i=0

aiα
i)p = (f(α))p,

kde předposledńı rovnost źıskáme p-násobným použit́ım tvrzeńı (i).
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Kapitola 6

MDS kódy

V minulé kapitole jsme se zabývali perfektńımi kódy, tj. kódy, které jsou ex-
tremálńı s ohledem na Hammingovu nerovnost. Nyńı se zaměř́ıme na tř́ıdu kód̊u,
které jsou extremálńı z jiného hlediska. Podle Singletonova odhadu (věta 1.7.2)
pro každý (n, k, d)-kód plat́ı d ≤ n − k + 1. Lineárńı kódy, pro které zde plat́ı
rovnost, se nazývaj́ı MDS kódy (z anglického maximum distance separable). S
existenćı MDS kód̊u jsou spojeny zaj́ımavé a zat́ım ne zcela vyřešené problémy.
V této kapitole odvod́ıme r̊uzné vlastnosti těchto kód̊u a ukážeme si nejd̊uležitěǰśı
tř́ıdu MDS kód̊u, tzv. Reed–Solomonovy kódy.

6.1 Vlastnosti MDS kód̊u

Jak bylo řečeno výše, [n, k, d]-kód C je MDS kód, pokud plat́ı d = n− k+ 1. Pro
které hodnoty n, k a q existuj́ı q-árńı [n, k]-kódy?

Stejně jako u perfektńıch kód̊u tu existuj́ı triviálńı př́ıklady:

• totálńı kód s parametry [n, n, 1],

• opakovaćı kód s parametry [n, 1, n],

• paritńı kód s parametry [n, n− 1, 2].

Nás budou zaj́ımat předevš́ım netriviálńı MDS kódy, tj. [n, k, n−k+ 1]-kódy,
pro něž je 2 ≤ k ≤ n− 2.

Věta 6.1.1. Duálńı kód MDS kódu je rovněž MDS.

D̊ukaz. Necht’ C je [n, k, n − k + 1]-kód. Vı́me, že C⊥ je [n, n − k]-kód; podle
věty 1.7.2 je jeho minimálńı vzdálenost nejvýše k + 1. Stač́ı tedy ukázat, že
∆(C⊥) ≥ k + 1.

Uvažme paritńı maticiM⊥ kódu C. Podle pozorováńı 3.3.1 je každá (n−k)-tice
sloupc̊u matice M⊥ lineárně nezávislá a tvoř́ı tedy regulárńı čtvercovou podmatici
matice M⊥. Žádná netriviálńı lineárńı kombinace řádk̊u matice M⊥ tedy nemůže
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obsahovat n − k a v́ıce nul. Jinými slovy, minimálńı váha kódu C⊥ je alespoň
k + 1.

Důsledek 6.1.2. Necht’ C je [n, k]-kód s generuj́ıćı matićı M . Pak C je MDS,
právě když každá k-tice sloupc̊u matice M je lineárně nezávislá.

D̊ukaz. Podle věty 6.1.1 je kód C MDS, právě když jeho duálńı kód C⊥ je MDS.
Ovšem podle pozorováńı 3.3.1 je ∆(C⊥) ≥ k+1, právě když každá k-tice sloupc̊u
matice M je lineárně nezávislá.

Věta 6.1.3. Pokud existuje netriviálńı q-árńı MDS [n, k]-kód, pak plat́ı

n− q < k < q.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme k > n− q. Kĺıčový fakt je, že

každá generuj́ıćı matice MDS [n, k] kódu obsahuje

v každém řádku nejvýše k − 1 nul. (6.1)

Jinak bychom totiž snadno dostali spor s d̊usledkem 6.1.2 (množina k sloupc̊u,
které maj́ı nulu ve stejném řádku, je lineárně závislá).

Necht’ M je generuj́ıćı matice ve tvaru (Ik A). Podle (6.1) matice A neobsahuje
nulové prvky. Můžeme předpokládat, že prvńı řádek matice A obsahuje samé
jedničky (po vynásobeńı každého sloupce vhodným skalárem vznikne generuj́ıćı
matice ekvivalentńıho kódu, který je nutně rovněž MDS). Matice M = (mij) má
aspoň 2 řádky, nebot’ k > 1. Kdyby platilo k ≤ n − q, pak n − k > q − 1, a tak
ve druhém řádku matice M by se některá hodnota (dejme tomu α ∈ Fq) musela
objevit dvakrát. Odečteńım α-násobku prvńıho řádku matice A od druhého řádku
źıskáme matici A′, která generuje stejný kód a má ve druhém řádku alespoň k
nul, což je spor s (6.1).

Dokázali jsme, že k > n−q. Aplikujeme-li tuto nerovnost na duálńı kód (který
je MDS s parametry [n, n− k], dozv́ıme se, že n− k > n− q, a tedy k < q. To je
druhá z dokazovaných nerovnost́ı.

6.2 Reed–Solomonovy kódy

Reed–Solomonovy kódy představuj́ı nejd̊uležitěǰśı tř́ıdu MDS kód̊u, a to i z
hlediska praktických aplikaćı. Použ́ıvaj́ı se mj. v každém CD přehrávači (pro
korekci chyb vzniklých poškozeńım disku).

Necht’ q je mocnina prvoč́ısla a k ≥ 1. Seřad’me všechny nenulové prvky tělesa
Fq do pevné posloupnosti β1, . . . , βq−1 (přirozenou možnost́ı je βi = αi, kde α je
primitivńı prvek tělesa Fq).

Reed–Solomon̊uv kód RSq,k je lineárńı kód délky q − 1 nad tělesem Fq,
sestávaj́ıćı ze všech slov tvaru

[f ] = (f(β1), f(β2), . . . , f(βq−1)), (6.2)



6.2. Reed–Solomonovy kódy 33

kde f prob́ıhá všechny polynomy v proměnné x nad Fq stupně nejvýše k − 1.
Ř́ıkáme, že slova kódu RSq,k jsou evaluace polynomů stupně ≤ k − 1 ve všech
nenulových prvćıch tělesa Fq.

Př́ıklad 6.2.1. Uvažme kód RS4,2. Těleso F4 = {0, 1, α, β} obsahuje primitivńı
prvek α s vlastnost́ı α2 = α + 1 = β. Nenulové prvky tělesa uvažujeme v pořad́ı
α, α2 = β, α3 = 1. Protože k = 2, zaj́ımaj́ı nás evaluace polynomů stupň̊u 0 a 1
(tj. konstantńıch a lineárńıch polynomů). Každý takový polynom je tvaru σx+τ ,
kde σ, τ ∈ F4. Jejich evaluace (v bodech α, β, 1) uvád́ı následuj́ıćı tabulka.

σ
τ 0 1 α β
0 000 111 ααα βββ
1 αβ1 βα0 01β 10α
α β1α α0β 1β0 0α1
β 1αβ 0βα β01 α10

Např. údaj v řádku β a sloupci 1 znamená, že pro polynom f(x) = βx + 1 plat́ı
f(α) = 0, f(β) = β a f(1) = α. V tabulce je všech 16 slov kódu RS4,2.

Reed–Solomonovy kódy jsou lineárńı (nebot’ součet dvou kódových slov je
evaluaćı součtu př́ıslušných polynomů). Minimálńı vzdálenost kódu RSq,k je
snadné určit. Jsou-li f, g dva r̊uzné polynomy stupně nejvýše t, shoduj́ı se je-
jich hodnoty nejvýše v t bodech (jinak by nenulový polynom f − g stupně ≤ t
měl v́ıce než t kořen̊u). Hodnoty r̊uzných polynomů stupně ≤ k− 1 se tedy muśı
lǐsit alespoň v q− k nenulových ‘bodech’ v tělese Fq. Snadno nav́ıc najdeme dvo-
jici polynomů, které se lǐśı právě v q − k bodech (např. 0 a libovolný polynom s
k − 1 r̊uznými kořeny). Dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.2.2. Minimálńı vzdálenost kódu RSq,k je q − k.

Určeńı dimenze dá o trochu v́ıce práce. Polynomy stupně ≤ k−1 tvoř́ı lineárńı
prostor Pk dimenze k nad Fq (jednou z báźı je {1, x, x2, . . . , xk−1}) a zdá se, že i
kód RSq,k (tedy prostor jejich evaluaćı) má dimenzi k. Tak tomu skutečně je:

Věta 6.2.3. Kód RSq,k má parametry [q − 1, k, q − k]q.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že dimenze je k. Větš́ı být nemůže, protože prostor poly-
nomů Pk má dimenzi k, a je-li polynom f =

∑
αigi lineárńı kombinaćı polynomů

gi, pak pro jeho evaluaci [f ], definovanou vztahem (6.2), plat́ı

[f ] =
∑

αi[gi].

Odtud plyne, že dim RSq,k ≤ dimPk = k.
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Zbývá dokázat, že dim RSq,k ≥ k. K tomu stač́ı dokázat, že matice M(RSq,k)
o rozměrech k × (q − 1), jej́ıž řádky jsou slova [1], [x], [x2], . . . , [xk−1], tj. matice

M(RSq,k) =


1 1 . . . 1
β1 β2 . . . βq−1

β2
1 β2

2 . . . β2
q−1

...
...

...
βk−1

1 βk−1
2 . . . βk−1

q−1

 , (6.3)

má hodnost k (a je tedy generuj́ıćı matićı daného kódu). Vyberme z této mat-
ice prvńıch k sloupc̊u. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici V (β1, β2, . . . , βk),
která je podle cvičeńı 6.2.1 regulárńı. Hodnost matice M(RSq,k) je tedy k a věta
je dokázána.

Z věty 6.2.3 vid́ıme, že Reed–Solomonovy kódy jsou MDS.
Důkaz věty 6.2.3 nám poskytl explicitńı generuj́ıćı matici (6.3) kódu RSq,k.

Jak vypadá paritńı matice?

Tvrzeńı 6.2.4. Matice

M⊥(RSq,k) =


β1 β2 . . . βq−1

β2
1 β2

2 . . . β2
q−1

...
...

...

βq−k−1
1 βq−k−1

2 . . . βq−k−1
q−1

 (6.4)

je paritńı matićı kódu RSq,k.

D̊ukaz. Ze cvičeńı 6.2.1 plyne, že matice M⊥ = M⊥(RSq,k) je regulárńı. Stač́ı
tedy ukázat, že pro libovolné i = 0, . . . , k − 1 a j = 1, . . . , q − k − 1 je i-tý řádek
matice M(RSq,k) ortogonálńı na j-tý řádek matice M⊥, tj. že plat́ı

q−1∑
`=1

βi` · β
j
` = 0. (6.5)

Zvolme primitivńı prvek α tělesa Fq. Potom

q−1∑
`=1

βi+j` =

q−2∑
`=0

α`

=
αq−1 − 1

α− 1
= 0,

protože αq−1 = 1. Důkaz je hotov.
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Cvičeńı

I 6.2.1. Necht’ x1, . . . , xn jsou r̊uzné prvky nějakého tělesa. Vandermondova
matice V (x1, . . . , xn) je následuj́ıćı matice o rozměrech n× n:

V (x1, . . . , xn) =


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x2

1 x2
2 . . . x2

n
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

 . (6.6)

Dokažte, že

detV (x1, . . . , xn) =
∏
i<j

(xj − xi)

a matice V (x1, . . . , xn) je tedy regulárńı.

Návod: Odečteńım prvńıho sloupce od věech ostatńıch a vyděleńım i-tého
sloupce faktorem xi−x1 (pro každé i ≥ 2) dostaneme matici s determinantem
rovným detV (x2, . . . , xn).

6.3 Existence MDS kód̊u

V odd́ılu 6.2 jsme pro každou mocninu prvoč́ısla q a libovolné k ∈ {0, . . . , q − 1}
zkonstruovali q-árńı MDS kód s parametry [q−1, k, q−k], totiž Reed-Solomon̊uv
kód RSq,k.

Pokud v libovolném MDS kódu odstrańıme jednu ze souřadnic (z každého
slova vypust́ıme i-tý symbol), dostaneme zjevně opět MDS kód. Opakováńım
této operace źıskáme pro libovolné předepsané n a k, kde 0 ≤ k ≤ n, nějaký
MDS kód s parametry [n, k, n− k + 1].

Jaká je maximálńı možná délka netriviálńıho q-árńıho MDS kódu? Na tuto
otázku uvedená konstrukce neodpov́ıdá. Uvid́ıme, že lze naj́ıt kódy s větš́ı délkou
než maj́ı RS kódy (tj. než q − 1), ale patrně ne o mnoho. Úplná odpověd’ zat́ım
neńı známa.

Pokud paritńı matici (6.4) rozš́ı̌ŕıme o dva řádky a sloupce na matici

M⊥
1 =



1 1 . . . 1 1 0
β1 β2 . . . βq−1 0 0
β2

1 β2
2 . . . β2

q−1 0 0
...

...
...

...
...

βq−k−1
1 βq−k−1

2 . . . βq−k−1
q−1 0 0

βq−k1 βq−k2 . . . βq−kq−1 0 1


, (6.7)

dostaneme paritńı matici kódu C1, který vznikne přidáńım paritńıho symbolu na
konec každého kódového slova. Každá (k + 2)-tice sloupc̊u této matice je zjevně
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lineárně nezávislá, takže podle d̊usledku 6.1.2 je kód C1
⊥, a tedy i C1, MDS kód.

Nalezli jsme tedy netriviálńı q-árńı MDS kód libovolné dimenze k a délky q + 1.
Pro k = 3 lze j́ıt ještě o kousek dál, alespoň v př́ıpadě, že q je mocnina dvojky

(viz cvičeńı 6.3.1). Následuj́ıćı problém je ale patrně dosud otevřený.

Problém 6.3.1. Existuje pro nějaké q netriviálńı q-árńı MDS kód o délce větš́ı
než q + 2?

Cvičeńı

I 6.3.1. Necht’ M ′ je matice

M ′ =
(
M | I3

)
,

kde M = M(RSq,3) (viz (6.3)) a I3 je jednotková matice. Dokažte, že každá trojice
sloupc̊u matice M ′ je lineárně nezávislá, právě když q je mocnina dvou. Odvod’te,
že pro q = 2m a k = 3 nebo k = q − 1 existuj́ı q-árńı MDS kódy s parametry
[q + 2, k].



Kapitola 7

Reed–Mullerovy kódy

7.1 Definice

Na Reed–Mullerovy kódy lze nahĺıžet jako na zobecněńı kód̊u Reed–
Solomonových. Vzpomeňme si, že kód RSq,k sestává z evaluaćı polynomů stupně
< k nad tělesem Fq, kde q je mocnina prvoč́ısla. Reed–Mullerovy kódy dostaneme,
pokud tuto definici zobecńıme na polynomy v́ıce proměnných.

Již v́ıme, jak pro daný okruh R vytvořit okruh polynomů R[x] v proměnné x.
Vyjdeme-li z okruhu R = Fq a iterujeme-li tuto konstrukci, źıskáme okruh poly-
nomů Fq[x1, . . . , xm] nad Fq v proměnných x1, . . . , xm. Jeho prvky lze ztotožnit s
výrazy tvaru

f(x1, . . . , xm) =
∑

(i1,...,im)

ai1...imx
i1
1 · · · · · ximm , (7.1)

kde sč́ıtáme přes konečnou množinu m-tic (i1, . . . , im) a každý koeficient ai1...im
je prvkem tělesa Fm. Sč́ıtáńı a násobeńı polynomů je definováno podle očekáváńı
a má následuj́ıćı vlastnosti:

• sč́ıtáńı polynomů je komutativńı, takže např. x2
1 + x2 = x2 + x2

1,

• násobeńı polynomů je rovněž komutativńı, speciálně pro každé i, j plat́ı
xixj = xjxi,

• nultá mocnina proměnné je rovna 1, takže např́ıklad x0
1x

2
2x

0
3 = x2

2.

Celkový stupeň polynomu f ∈ Fq[x1, . . . , xm] je č́ıslo

td(f) = max(i1 + · · ·+ im),

přičemž maximum je bráno přes všechny členy xi11 . . . x
im
m s nenulovým koefi-

cientem v polynomu f . Je-li β = (α1, . . . , αm) uspořádaná m-tice prvk̊u tělesa
Fq, pak symbolem f(β) označ́ıme hodnotu f(α1, . . . , αn). Necht’ β0, . . . , βqm−1 je

37
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oč́ıslováńı všech uspořádaných m-tic tělesa Fq. Reed–Muller̊uv kód Rq(r,m) je
tvořen slovy

(f(β0), f(β1), . . . , f(βqm−1)),

kde f prob́ıhá všechny polynomy v Fq[x1, . . . , xm], jejichž celkový stupeň je
nejvýše r. Kód Rq(r,m) je tedy q-árńı a jeho délka je qm.

Protože pro každý prvek α ∈ Fq plat́ı αq = α, stač́ı se omezit na evaluace
polynomů, v nichž každá proměnná xi má stupeň menš́ı než q. Speciálně v př́ıpadě
q = 2 (binárńı kódy) má každá proměnná stupeň 0 nebo 1; polynomům, které tak
dostaneme, se ř́ıká booleovské. Budeme se jim věnovat v následuj́ıćım odstavci.

Cvičeńı

I 7.1.1. Definujme okruh polynomů Fq[x1, . . . , xm] (m ≥ 2) rekurentńım vzta-
hem

Fq[x1, . . . , xm] = (Fq[x1, . . . , xm−1])[xm].

Zapǐste explicitně operaci sč́ıtáńı a násobeńı polynomů v tomto okruhu.

7.2 Booleovské funkce a booleovské polynomy

Polynom f(x1, . . . , xm) v m proměnných nad F2 je booleovský polynom, pokud v
každém členu součtu

f(x1, . . . , xm) =
∑

(i1,...,im)

ai1...imx
i1
1 · · · · · ximm

jsou všechny exponenty i1, . . . , im rovny 0 nebo 1. Booleovský polynom
f(x1, . . . , xm) je tedy součtem člen̊u tvaru

xj1xj2 . . . xjk , (7.2)

kde plat́ı 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m. Členy (7.2) označujeme jako monomy. Každé
množině I ⊂ {1, . . . ,m} odpov́ıdá monom

xI =
∏
i∈I

xi.

Monom x∅ označujeme symbolem 1. Mezi booleovskými polynomy má zvláštńı
mı́sto ještě polynom 0, který je pro změnu součtem prázdné množiny monomů.

Protože v tělese F2 plat́ı 02 = 0 a 12 = 1, je přirozené pro i = 1, . . . ,m
postulovat rovnost

x2
i = xi. (7.3)
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S využit́ım tohoto vztahu můžeme součin dvou booleovských polynomů jed-
noznačně upravit na polynom, který je opět booleovský. Plat́ı např́ıklad

x1x2 · (x2 + x3) = x1x2 + x1x2x3.

Booleovská funkce m proměnných je libovolné zobrazeńı h : Fm2 → F2. Každý
booleovský polynom f určuje booleovskou funkci f̂ : dosad́ıme-li za jednotlivé
proměnné, je výsledná hodnota jednoznačně určena.

Protože počet booleovských funkćı m proměnných je shodný s počtem
booleovských polynomů v proměnných x1, . . . , xm (viz cvičeńı 7.2.1), můžeme se
ptát, zda každé booleovské funkci odpov́ıdá polynom, který ji ‘poč́ıtá’. Odpověd’

je kladná:

Věta 7.2.1. Pro každou booleovskou funkci m proměnných h existuje booleovský
polynom f ∈ F2[x1, . . . , xm] s vlastnost́ı, že h = f̂ .

D̊ukaz. Nejprve tvrzeńı dokažme pro funkci hi1...im , která má hodnotu 1 pouze v
jediném bodě, a to (i1, . . . , im) ∈ Fm2 . Pro každé k = 1, . . . ,m vezměme booleovský
polynom pk v proměnné xk, definovaný předpisem

pk(xk) =

{
xk pokud ik = 1,

1 + xk jinak.

Nyńı stač́ı položit

fi1...im(x1, . . . , xk) = p1(x1) · · · · · pm(xm)

a ověřit, že plat́ı f̂i1...im = hi1...im .
Pro obecnou booleovskou funkci h vezměme polynom

f =
∑

h(i1,...,im)=1

fi1...im .

Z definice plyne, že f̂(i1, . . . , im) = 1, právě když h(i1, . . . , im) = 1. Plat́ı tedy
f̂ = h.

Věta 7.2.1 nám umožňuje ztotožnit booleovskou funkci s jednoznačně určeným
booleovským polynomem, který j́ı odpov́ıdá. V následuj́ıćıch odstavćıch proto
nebudeme mezi těmito dvěma pojmy d̊usledně rozlǐsovat a použijeme vždy ten,
který je v daném kontextu výhodněǰśı.

Cvičeńı

I 7.2.1. Ukažte, že počet booleovských funkćı m proměnných i počet
booleovských polynomů v proměnných x1, . . . , xm je 22m .
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7.3 Binárńı Reed–Mullerovy kódy

Pro libovolný polynom f ∈ F2[x1, . . . , xm] označme

N(f) = {(i1, . . . , im) ∈ Fm2 : f(i1, . . . , im) = 1}.

Dokážeme dolńı odhad na velikost množiny N(f), ze kterého plyne odhad
minimálńı vzdálenosti Reed-Mullerových kód̊u.

Tvrzeńı 7.3.1. Necht’ f ∈ F2[x1, . . . , xm] je nenulový booleovský polynom
celkového stupně nejvýše r. Pak

|N(f)| ≥ 2m−r.

D̊ukaz. Indukćı přes m. Pro m = 1 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme tedy, že
m > 1. Necht’ g je součet všech monomů, které se vyskytuj́ı v polynomu f a
obsahuj́ı proměnnou x1. Plat́ı tedy

f = x1 · g + h, (7.4)

kde g a h jsou polynomy v proměnných x2, . . . , xm.

Je-li g = 0, pak každé (m− 1)-tici (i2, . . . , im) ∈ N(h) odpov́ıdaj́ı dvě m-tice
z N(f), totiž (0, i2, . . . , im) a (1, i2, . . . , im). Z indukčńıho předpokladu, apliko-
vaného na polynom h v m− 1 proměnných, proto plyne

|N(f)| = 2|N(h)| ≥ 2 · 2m−1−r = 2m−r.

Můžeme tedy předpokládat, že g 6= 0. Protože td(g) ≤ r−1, podle indukčńıho
předpokladu je

|N(g)| ≥ 2m−1−(r−1) = 2m−r.

Uvažme libovolnou (m − 1)-tici (i2, . . . , im) ∈ N(g). Dosazeńım do f źıskáváme
funkci jedné proměnné f(x1, i2, . . . , im), pro kterou podle (7.4) plat́ı

f(x1, i2, . . . , im) = x1 + h(i2, . . . , im).

Existuje tedy právě jedna hodnota proměnné x1, pro kterou (x1, i2, . . . , im) ∈
N(f). Odtud

|N(f)| = |N(g)| ≥ 2m−r.

Důsledek 7.3.2. Množina Br ⊂ R(r,m), tvořená evaluacemi všech monom̊u
celkového stupně nejvýše r, je báźı kódu R(r,m).
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D̊ukaz. Protože každý polynom f (td(f) ≤ r) je součtem monomů celkového
stupně nejvýše r, množina Br generuje kód R(r,m). Dokážeme, že je lineárně
nezávislá.

Podle tvrzeńı 7.3.1 je evaluace [f ] každého nenulového polynomu f je
nenulová, nebot’ |N(f)| ≥ 2m−m = 1. To ovšem znamená, že množina evaluaćı
všech monomů

{[1], [x1], [x2], . . . , [xm], [x1x2], . . . , [x1x2 . . . xm]}

je lineárně nezávislá. T́ım pádem také množina Br je lineárně nezávislá.

Př́ıklad 7.3.3. Uvažme jako př́ıklad kód R(1, 3). Z d̊usledku 7.3.2 plyne, že
jedna jeho generuj́ıćı matice má jako řádky slova [1], [x1], [x2], [x3]. Bereme-li při
evaluaci prvky množiny F3

2 v pořad́ı

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111

(závorky pro přehlednost vynecháváme), dostaneme matici
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1

 .

Důsledek 7.3.4. Reed–Muller̊uv kód R(r,m) má délku 2m, dimenzi
(
m
0

)
+ · · ·+(

m
r

)
a minimálńı váhu 2m−r.

D̊ukaz. Z tvrzeńı 7.3.1 plyne, že minimálńı váha je alespoň 2m−r. Tato hodnota se
nabývá např́ıklad pro slovo [x1x2 . . . xr]. Tvrzeńı o dimenzi plyne z d̊usledku 7.3.2
a faktu, že monomů celkového stupně i je přesně

(
m
i

)
.

Reed–Mullerovy kódy jsou k sobě navzájem duálńı, jak ukazuje následuj́ıćı
tvrzeńı.

Věta 7.3.5. Kódy R(r,m) a R(m− r − 1,m) jsou navzájem duálńı.

D̊ukaz. Dimenze kódu R(m− r − 1,m) je rovna(
m

0

)
+ · · ·+

(
m

m− r − 1

)
=

(
m

r + 1

)
+ · · ·+

(
m

m

)
,

takže

dimR(r,m) + dimR(m− r − 1,m) =
m∑
i=1

(
m

i

)
= 2m.

Protože délka těchto kód̊u je rovněž 2m, k d̊ukazu duality stač́ı ukázat, že
kódy jsou navzájem ortogonálńı. Můžeme se přitom omezit na jejich bázové vek-
tory. Podle d̊usledku 7.3.2 je báze kódu R(r,m) tvořena slovy [xI ], kde |I| ≤ r.
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Podobně báze kódu R(m− r − 1,m) sestává ze slov [xJ ], kde |J | ≤ m − r − 1.
Chceme ukázat, že skalárńı součin 〈[xI ], [xJ ]〉 je nulový. Tento skalárńı součin je
součtem výraz̊u

xI(i1, . . . , im) · xJ(i1, . . . , im)

přes všechny m-tice (i1, . . . , im). Protože xI · xJ = xI∪J , plat́ı

〈[xI ], [xJ ]〉 =
∑

(i1,...,im)

xI∪J(i1, . . . , im).

Daná m-tice (i1, . . . , im) do tohoto součtu přispěje 1, právě když ik = 1 pro každé
k ∈ I ∪ J . Takových m-tic je stejný počet jako nadmnožin množiny I ∪ J , tedy
2m−|I∪J | — což je sudé č́ıslo, nebot’

m− |I ∪ J | ≥ m− (r +m− r − 1) = 1.

Uvažovaný skalárńı součin je tedy nulový a d̊ukaz je hotov.

7.4 Kódováńı a dekódováńı

Tento odstavec je věnován kódováńı a dekódováńı pomoćı Reed-Mullerových
kód̊u. Poṕı̌seme Reed̊uv algoritmus, který k dekódováńı těchto kód̊u použ́ıvá tzv.
většinovou logiku.

Předpokládejme, že odeśılatel má binárńı zdrojové slovo a o délce 2V (m,r),
kde V (m, r) =

∑r
i=0

(
m
i

)
. Symboly tohoto slova budeme indexovat množinami

I ⊂ {1, . . . ,m} o velikosti nejvýše r a psát

a = (aI)I ,

kde I prob́ıhá takové množiny. Slovo a odeśılatel přǐrad́ı booleovský polynom

f =
∑
I,|I|≤r

aIxI

a źıská kódové slovo [f ] (evaluaci pro nějaké pevně zvolené uspořádáńı množiny
Fm2 ). Délka slova tedy vzroste z V (m, r) na 2m, při správném dekódováńı se nám
však podař́ı opravit až 2m−r−1 − 1 chyb vzniklých při přenosu.

Takové dekódováńı umožňuje Reed̊uv dekódovaćı algoritmus.
Předpokládejme, že odeśılatel obdrž́ı slovo y délky 2m, jehož symboly jsou
indexovány m-ticemi z Fm2 . Symbol na pozici (i1, . . . , im) ∈ Fm2 budeme
označovat symbolem yi1...im . Ćılem je rekonstruovat koeficienty aI polynomu f .

Ideu algoritmu budeme ilustrovat na př́ıkladu 7.3.3, kde jsme našli generuj́ıćı
matici M kódu R(1, 3). Všimněme si, že součet prvńıch dvou prvk̊u na řádku [x3]
matice M je roven 1, zat́ımco u ostatńıch řádk̊u je roven 0 (při poč́ıtáńı modulo
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2). To znamená, že pro libovolný booleovský polynom f =
∑
aIxI (td(f) ≤ 1) a

y = [f ] plat́ı
y000 + y001 = 1, právě když a{3} = 1.

Stejnou vlastnost nav́ıc maj́ı součty y010 + y011, y100 + y101 a y110 + y111. Ve slově
y tedy máme čtyři disjunktńı dvojice symbol̊u, z nichž každá jednoznačně určuje
koeficient a{3}.

Tento koeficient tak dokážeme správně určit i v př́ıpadě, že při přenosu
kódového slova [f ] (jehož výsledkem je přijaté slovo y) došlo k jedné chybě.
Stač́ı nechat uvedené čtyři součty ‘hlasovat’ o tom, zda a{3} = 1, a přiklonit
se k většinovému výsledku.

Uvažme konkrétńı př́ıklad: odeslané slovo je [x1 + x3] = (01011010) a při
přenosu došlo k chybě ve třet́ım symbolu, takže y = (01111010). Př́ıjemce slovo
y rozděĺı do blok̊u délky 2 a zjist́ı, že součty symbol̊u v jednotlivých bloćıch jsou

0 + 1 = 1, 1 + 1 = 0, 1 + 0 = 1, 1 + 0 = 1.

Proto správně rozhodne, že a{3} = 1.
Než přistouṕıme k obecné formulaci algoritmu, potřebujeme dokázat několik

pomocných tvrzeńı a zavést vhodné značeńı.
Každé množině B ⊂ {1, . . . ,m} přǐrad́ıme jej́ı charakteristický vektor χB ∈

Fm2 , který má na pozici i prvek 1, právě když i ∈ B.

Pozorováńı 7.4.1. Pro J,B ⊂ {1, . . . ,m} plat́ı

xJ(χB) = 1, právě když J ⊂ B.

Je-li f booleovská funkce m proměnných a I ⊂ {1, . . . ,m}, definujme
booleovskou funkci f I v m proměnných vztahem

f I(χY ) =
∑

B: Y⊂B⊂I∪Y

f(χB)

pro každé Y ⊂ {1, . . . ,m}.

Lemma 7.4.2. Necht’ I, J, Y ⊂ {1, . . . ,m}. Pak plat́ı

(xJ)I(χY ) = 1, právě když I ⊂ J ∪ Y.

D̊ukaz. Z definice funkce (xJ)I je

(xJ)I(χY ) =
∑

B: Y⊂B⊂I∪Y

xJ(χB)

=
∑

B: J∪Y⊂B⊂I∪Y

1,

přičemž druhá rovnost plyne z pozorováńı 7.4.1.
Protože počet množin B s vlastnost́ı J ∪ Y ⊂ B ⊂ I ∪ Y je 2|(I∪Y )−(J∪Y )| =

2|I−(J∪Y )|, zjǐst’ujeme, že (xJ)I(χY ) = 1 právě tehdy, když I ⊂ J ∪ Y .
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Věta 7.4.3. Necht’ f =
∑

J aJxJ je booleovský polynom celkového stupně nejvýše
d ≤ r v proměnných x1, . . . , xm a necht’ I, Y ⊂ {1, . . . ,m} jsou disjunktńı
množiny. Pokud |I| = d, pak plat́ı

aI = f I(χY ).

D̊ukaz. Z definice plyne

f I(χY ) = (
∑
J

aJxJ)I(χY )

=
∑

B: Y⊂B⊂I∪Y

(
∑
J

aJxJ)(χB)

=
∑
J

aJ ·
∑

B: Y⊂B⊂I∪Y

xJ(χB)

=
∑
J

aJ · (xJ)I(χY ).

Kdy k tomuto součtu množina J přispěje hodnotu 1? Nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nkou je aJ = 1 a (xJ)I(χY ) = 1, přičemž druhá rovnost podle lem-
matu 7.4.2 nastává, právě když I ⊂ Y ∪ J . Pro takovou množinu J plat́ı |J | ≤ d
(nebot’ td(f) ≤ d) a I ⊂ J (nebot’ I ∩ Y = ∅). Protože |I| = d, jediná množina J
s nenulovým př́ıspěvkem je J = I. T́ım je d̊ukaz proveden.

Nyńı již můžeme formulovat Reed̊uv dekódovaćı algoritmus. Vstupem je
přijaté slovo y, výstupem booleovský polynom f celkového stupně nejvýše r s
vlastnost́ı, že pokud došlo při přenosu k méně než 2m−r−1 chybám, pak odeslané
slovo bylo [f ].

Polož́ıme d := r. Při každém pr̊uchodu algoritmem urč́ıme jeden z koeficient̊u
polynomu f =

∑
J aJxJ .

1. Vezmeme některou ještě nezpracovanou množinu I velikosti d. Pokud taková
množina neexistuje, přejdeme na krok 6.

2. Pro každou z 2m−d množin Y s vlastnost́ı I ∩ Y = ∅ spoč́ıtáme hodnotu

g(Y ) =
∑

B: Y⊂B⊂I∪Y

yχB . (7.5)

3. Každá taková množina Y hlasuje pro možnost aI = 1, pokud g(Y ) = 1,
př́ıpadně pro možnost aI = 0, pokud g(Y ) = 0. Většinový hlas vyhrává.

4. Je-li výsledek hlasováńı aI = 1, polož́ıme y := y − [xI ].

5. Pokračujeme krokem 1.
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6. Je-li d > 0, sńıž́ıme d o jednu a pokračujeme krokem 1. Jinak algoritmus
konč́ı a výstupem je polynom

∑
J aJxJ .

Správnost algoritmu vyplývá z věty 7.4.3: o množině I hlasuje 2m−d množin Y .
Každá množina B v rovnici (7.5) přitom odpov́ıdá pouze jediné z nich. Aby tedy
rozhodnut́ı ohledně koeficientu aI bylo chybné, muśı při přenosu nastat alespoň
2m−d/2 ≥ 2m−r−1 chyb.
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Kapitola 8

Algebraické intermezzo 3

8.1 Minimálńı polynom

Pozorováńı 8.1.1. Každý prvek tělesa Fpm, kde p je prvoč́ıslo, je kořenem poly-
nomu

xp
m − x.

Pozorováńı 8.1.1 umožňuje následuj́ıćı definici. Minimálńı polynom prvku α ∈
Fpm nad tělesem Fp je polynom Mα(x), určený vlastnostmi:

(1) Mα(x) je (nenulový) monický polynom s koeficienty z Fp,

(2) Mα(α) = 0,

(3) žádný polynom menš́ıho stupně nesplňuje podmı́nky (1) a (2).

Minimálńı polynom je jednoznačně určen, nebot’ kdyby M ′
α(x) byl daľśı poly-

nom s vlastnostmi (1)–(3), pak Mα −M ′
α je polynom menš́ıho stupně s kořenem

α a snadno dostaneme spor s vlastnost́ı (3).

Tvrzeńı 8.1.2. Necht’ α ∈ Fpm a necht’ f(x) ∈ Fp[x] je polynom s vlastnost́ı
f(α) = 0. Potom polynom Mα(x) děĺı f(x).

D̊ukaz. Pomoćı věty o děleńı polynomů vyjádřeme

f(x) = q(x) ·Mα(x) + r(x),

kde deg r < degMα. Protože f(α) = Mα(α) = 0, dostáváme také r(α) = 0. Je-li
polynom r(x) nenulový, pak vhodným vynásobeńım prvkem tělesa Fp źıskáme
monický polynom, který splňuje podmı́nky (1) a (2) z definice minimálńıho poly-
nomu. To je spor, proto r = 0 a polynom f je dělitelný polynomem Mα.

Uvažme jako př́ıklad těleso F8, zkonstruované pomoćı ireducibilńıho polynomu
f(x) = x3 + x+ 1. Prvky tohoto tělesa maj́ı následuj́ıćı minimálńı polynomy:
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M1(x) = x+ 1,

Mα(x) = x3 + x+ 1,

Mα2(x) = x3 + x+ 1,

Mα3(x) = x3 + x2 + 1,

Mα4(x) = x3 + x+ 1,

Mα5(x) = x3 + x2 + 1,

Mα6(x) = x3 + x2 + 1.

Můžeme si všimnout několika zaj́ımavých skutečnost́ı:

• Mα(x) = f(x). Obecně plat́ı, že minimálńı polynom prvku α tělesa Fpm ,
definovaného jako těleso polynomů v α ‘modulo ireducibilńı polynom f ’, je
právě f(x). (Viz cvičeńı 8.1.1.)

• Mα(x) = Mα2(x) = Mα4(x).

Zobecněńım druhého z těchto pozorováńı je následuj́ıćı věta:

Věta 8.1.3. Pro β ∈ Fpm plat́ı

Mβ(x) = Mβp(x).

D̊ukaz. Podle tvrzeńı 5.5.1(ii) je

Mβ(βp) = (Mβ(β))p = 0.

Cvičeńı

I 8.1.1. Necht’ F je rozš́ı̌reńı tělesa Fp o kořen α ireducibilńıho polynomu f(x).
Potom minimálńı polynom prvku α nad Fp je právě f(x).



Kapitola 9

Cyklické kódy

9.1 Kód jako množina polynomů

Lineárńı kód C (délky n nad tělesem Fq) je cyklický, pokud je invariantńı vzhle-
dem k cyklickému posunu souřadnic, tedy

(a0, . . . , an−1) ∈ C =⇒ (a1, . . . , an−1, a0) ∈ C

pro každé slovo a = (a0, . . . , an−1) ∈ Fnq .
Cyklické kódy úzce souviśı s polynomy nad tělesem Fq. Každou n-tici a =

(a0, . . . , an−1) ∈ Fnq formálně ztotožńıme s polynomem

n−1∑
i=0

aix
i ∈ Fnq [x].

Protože se tato korespondence týká pouze prvńıch n mocnin proměnné x, můžeme
a ztotožnit s tř́ıdou okruhu

R = Fq[x]/〈xn − 1〉,

který si můžeme představovat jako okruh polynomů stupně ≤ n− 1 s poč́ıtáńım
‘modulo rovnost xn = 1’. I v daľśım textu se (s malou dávkou nepřesnosti) této
představy přidrž́ıme a ztotožńıme každou tř́ıdu z okruhuR s jednoznačně určeným
polynomem stupně ≤ n− 1, který tato tř́ıda obsahuje.

Cyklický posun souřadnic v řeči polynomů odpov́ıdá násobeńı polynomem x,
nebot’

x(a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1) = an−1 + a0x+ · · ·+ an−2x

n−1.

Cyklický kód je tedy (aditivńı) podgrupa okruhu R, invariantńı k násobeńı
skalárem a polynomem x, tedy nutně i k násobeńı libovolným polynomem. Je
to tedy totéž co ideál v okruhu R.
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Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že každý ideál J ⊂ R je hlavńı, tj. je tvaru

〈β〉 = {σ · β : σ ∈ R}

pro nějaké β ∈ R. Okruh R je tedy obor hlavńıch ideál̊u. Plat́ı-li J = 〈β〉, ř́ıkáme,
že β generuje ideál β. (Doporučujeme po přečteńı d̊ukazu provést cvičeńı 9.2.2.)

Tvrzeńı 9.1.1. Necht’ β je polynom minimálńıho stupně v cyklickém kódu C
délky n. Potom plat́ı:

(1) β generuje kód C, tedy C = 〈β〉,

(2) β děĺı polynom xn − 1.

D̊ukaz. (i) Necht’ γ je libovolný polynom z C. Podle věty o děleńı se zbytkem
(cvičeńı 9.2.1) je

γ = σ · β + τ,

kde τ je polynom menš́ıho stupně než β a přitom zjevně τ ∈ C. Z minimality
stupně polynomu β je τ = 0.

(ii) Opět podle věty o děleńı se zbytkem je

xn − 1 = σ · β + τ,

kde deg τ < deg β. V okruhu R poč́ıtáme modulo xn−1, takže zde plat́ı τ = −σβ,
a tedy τ ∈ C. Odtud opět τ = 0.

Generuj́ıćı polynom cyklického kódu C je polynom, který jej generuje jako
ideál. Důsledkem tvrzeńı 9.1.1 je, že každý cyklický kód obsahuje generuj́ıćı poly-
nom β.

Všimněme si ještě, že ačkoli generuj́ıćıch polynomů může být v́ıce, polynom
minimálńıho stupně v kódu C je jednoznačně určen až na konstantńı násobek.
Jsou-li totiž α, β dva r̊uzné polynomy minimálńıho stupně a jsou-li monické (tj.
s vedoućım koeficientem 1), potom polynom α − β ∈ C má nižš́ı stupeň, což je
spor.

Z generuj́ıćıho polynomu β kódu C lze odvodit elegantńı tvar jeho generuj́ıćı
matice. Dejme tomu, že deg β = k. Množina B = {β, xβ, . . . , xn−k−1β} je lineárně
nezávislá modulo xn − 1, protože každá netriviálńı lineárńı kombinace z B má
stupeň mezi k a n− 1. Na druhou stranu B generuje celý kód C, protože každé
γ ∈ C je násobkem polynomu β. Množina B je tedy báźı kódu C. Je-li β =∑k

i=0 bix
i, pak jedna generuj́ıćı matice tohoto kódu má tvar

M(C) =


b0 b1 . . . bk 0 0 . . . 0
0 b0 . . . bk−1 bk 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . . . . . . . . . . . . . bk

 .
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Speciálně vid́ıme, že dimenze kódu C je n− k.
Jak vypadá duálńı kód C⊥? Polynom β děĺı xn − 1. Uvažme tedy polynom

δ =
∑n−k

i=0 dix
i stupně n− k s vlastnost́ı

δ =
xn − 1

β
.

Při poč́ıtáńı modulo xn − 1 je každý koeficient součinu β · δ nulový, takže pro
všechna j = 0, . . . , n− 1 je

b0dj + b1dj−1 + · · ·+ bn−1dj−n+1 = 0, (9.1)

přičemž všechny indexy redukujeme modulo n a definujeme bi = 0 pro i > k,
di = 0 pro i > n − k. Speciálně pro j = 0, . . . , n − k rovnice (9.1) znamenaj́ı,
že vektor d = (dn−k, dn−k−1, . . . , d0, 0, . . . , 0) je ortogonálńı na všechny řádky
generuj́ıćı matice M(C), a je tedy prvkem duálńıho kódu C⊥. Naopak každý
prvek d duálńıho kódu (se stejně indexovanými složkami) splňuje rovnice (9.1)
pro všechna j.

Všechny polynomy tvaru xiδ maj́ı s polynomem β nulový součin (modulo
xn − 1). Proto také všechny cyklické posuny vektoru d patř́ı do duálńıho kódu
C⊥. Dimenze duálńıho kódu je k. Množina1 {δ, xn−1δ, . . . , xn−k+1δ} je lineárně
nezávislá, takže k cyklických posun̊u vektoru d tvoř́ı bázi duálńıho kódu:

M(C⊥) =


dn−k dn−k−1 . . . d0 0 0 . . . 0

0 dn−k . . . d1 d0 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . . . . . . . . . . . . . d0

 .

Všimněme si, že se nejedná o kód 〈δ〉! Tyto dva kódy se však lǐśı jen pořad́ım
souřadnic v kódových slovech a jsou tedy ekvivalentńı.

9.2 Cyklotomické polynomy

Podle tvrzeńı 9.1.1 má každý cyklický kód délky n generuj́ıćı polynom, který
děĺı xn − 1. Je tedy namı́stě otázka, co lze ř́ıci o jednoznačném rozkladu poly-
nomu xn − 1 na monické ireducibilńı polynomy, kterým se v tomto př́ıpadě ř́ıká
cyklotomické polynomy. Každý cyklický kód délky n (nad př́ıslušným tělesem)
je totiž generován součinem některých z těchto ireducibilńıch faktor̊u. Známe-li
tedy př́ıslušný rozklad, známe všechny cyklické kódy délky n.

1Na prvńı pohled vypadá přirozeněji volba {δ, xδ, . . . , xk−1δ}, takto však vyjde elegantněǰśı
tvar generuj́ıćı matice.
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Uvažme jednoduchý př́ıklad nad F2. Polynom x3−1 (alias x3 + 1) má rozklad

x3 + 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1)

a jeho monickými děliteli jsou tedy polynomy 1, x + 1, x2 + x + 1 a 0 (posledńı
člen odpov́ıdá součinu obou faktor̊u, který je 0 modulo x3 +1). Slova odpov́ıdaj́ıćı
jednotlivým dělitel̊um a kódy, které generuj́ı, jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

polynom slovo kód
1 (100) {000, 100, 010, 001, 110, 011, 101, 111}

x+ 1 (110) {000, 110, 011, 101}
x2 + x+ 1 (111) {000, 111}

0 (000) {000}

Pro zbytek této kapitoly učińıme následuj́ıćı předpoklad:

délka kódu n je nesoudělná s velikost́ı tělesa q. (9.2)

Za této podmı́nky jsou kořeny polynomu xn − 1 v jeho rozkladovém nadtělese
navzájem r̊uzné (viz cvičeńı 9.2.3). Z toho také plyne, že faktory v jeho ire-
ducibilńım rozkladu jsou r̊uzné. Je-li tento rozklad

xn − 1 = p1 · · · · · pm, (9.3)

pak kódy odpov́ıdaj́ıćı faktor̊um pi se nazývaj́ı maximálńı kódy a znač́ı se M+
i , je-

jich duály (generované polynomy (xn−1)/pi) jsou minimálńı kódy M−
i . Důvodem

pro název minimálńı kód je, že tyto kódy neobsahuj́ı jiný cyklický kód jako vlastńı
podmnožinu.

Př́ıklad 9.2.1. Určeme minimálńı kódy pro q = 3 a n = 8. Polynom x8 − 1 ∈
Z3[x] má rozklad

x8 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x2 + x− 1)(x2 − x− 1).

Označme faktory zleva doprava p1, . . . , p5. Plat́ı např.

x8 − 1

x2 + x− 1
= x6 − x5 − x4 − x2 + x+ 1,

takže kód M−
4 je generován cyklickými posuny vektoru (0 1 −1 −1 0 −1 1 1).

Kromě nich už dokonce žádné nenulové prvky neobsahuje, protože jeho dimenze
je 2 (stupeň polynomu p4 = x2 + x− 1). Jedná se tedy o [8, 2, 6]-kód.

Podobně kód M−
5 je tvořen cyklickými posuny vektoru (0 1 1 −1 0 −1 −1 1)

a nulovým vektorem. Sjednoceńı těchto kód̊u generuje kód C((x− 1)(x+ 1)(x2 +
1)) = 〈x4 − 1〉 (viz cvičeńı 9.2.5), což je [8, 4, 2]-kód, generovaný též cyklickými
posuny vektoru (1 0 0 0 −1 0 0 0).

Kód M−
1 je 1-dimenzionálńı kód generovaný vektorem (1 1 . . . 1), nebot’ x8 −

1 = (x− 1)(x7 + x6 + · · ·+ 1). Zbylé minimálńı kódy lze určit podobně.
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Př́ıklad 9.2.2. (Hamming̊uv kód H3) Necht’ q = 2 a n = 7. Plat́ı

x7 − 1 = x7 + 1 = (x+ 1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1).

Kód 〈x3 + x+ 1〉 má generuj́ıćı matici

M(〈x3 + x+ 1〉) =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1


a je to tedy Hamming̊uv kód H3.

Jaký je řád rozkladového nadtělesa polynomu xn − 1? Jinými slovy, jaké je
nejmenš́ı m, pro které plat́ı, že v Fqm existuje n r̊uzných prvk̊u β s vlastnost́ı
βn = 1? Nutnou podmı́nkou je

n|qm − 1, (9.4)

nebot’ podle Lagrangeovy věty řád každého prvku multiplikativńı grupy tělesa
Fqm děĺı řád grupy. Takové m jistě existuje, nebot’ podle malé Fermatovy věty
pro každé n a nenulové a plat́ı

aφ(n) ≡ 1 (mod n)

(φ je Eulerova funkce). Na druhou stranu, pokud je podmı́nka (9.4) splněna, pak
stač́ı zvolit

β = α(qm−1)/n,

kde α je primitivńı prvek daného tělesa. Prvky β, β2, . . . , βn jsou pak zjevně
hledané kořeny polynomu xn − 1. Dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 9.2.3. Rozkladové těleso polynomu xn − 1 nad Fq je těleso Fqm, kde m
je nejmenš́ı č́ıslo s vlastnost́ı qm ≡ 1 (mod n).

Kořeny polynomu xn − 1 v jeho rozkladovém tělese (a v rozš́ı̌reńıch tohoto
tělesa) se nazývaj́ı n-té odmocniny z jedné. Jaký je vztah faktor̊u polynomu xn−1
nad Fq a jeho kořen̊u v rozkladovém nadtělese? Jsou to jejich minimálńı poly-
nomy. Každý kořen β polynomu xn−1 je totiž kořenem právě jednoho polynomu
pi z rozkladu (9.3). Ten je ireducibilńı a monický, a tak muśı být minimálńım
polynomem prvku β nad Fq.

Necht’ α je primitivńı prvek tělesa Fqm . Vı́me, že má-li prvek αk ∈ Fqm
minimálńı polynom M (k) nad Fq, pak M (k) je rovněž minimálńım polynomem
všech prvk̊u α`, kde ` patř́ı do cyklotomické tř́ıdy prvku k modulo n nad Fq,

Ck = {k, qk, q2k, . . . , qtk−1k} ⊂ Zqm−1,
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přičemž tk je nejmenš́ı takové, že n děĺı qtkk. Plat́ı dokonce

M (k) =
∏
i∈Ck

(x− αi).

Ilustrujme tento fakt na př́ıkladu 9.2.2, kde q = 2 a n = 7. Zaj́ımá nás
vyjádřeńı ireducibilńıch faktor̊u polynomu x7 + 1. Podle tvrzeńı 9.2.3 je rozk-
ladovým tělesem rozš́ı̌reńı F8 ⊃ F2, dejme tomu s primitivńım prvkem α,
splňuj́ıćım rovnost α3 + α + 1 = 0. Cyklotomické tř́ıdy vypadaj́ı takto:

C0 = {0},
C1 = {1, 2, 4},
C3 = {3, 5, 6}.

Odtud dostáváme vyjádřeńı cyklotomických polynomů

M (0) = x+ 1, (9.5)

M (1) = (x− α)(x− α2)(x− α4) = x3 + x+ 1,

M (3) = (x− α3)(x− α5)(x− α6) = x3 + x2 + 1.

Cvičeńı

I 9.2.1. Ukažte, že v okruhu polynomů Fq[x] plat́ı věta o děleńı se zbytkem: jsou-
li α, β dva polynomy z Fq[x] a β 6= 0, pak existuj́ı jednoznačně určené polynomy
σ, τ ∈ Fq[x] tak, že

α = σβ + τ

a stupeň polynomu τ je menš́ı než stupeň polynomu β.

I 9.2.2. Formulujte a dokažte tvrzeńı 9.1.1 zcela přesně, bez neformálńıho
ztotožněńı tř́ıd z okruhu R s jejich reprezentanty.

I 9.2.3. Necht’ f =
∑n

i=0 aix
i je polynom nad tělesem Fq. Jeho derivace, defino-

vaná předpisem

f ′ =
n∑
i=1

(i · ai)× xi−1,

je rovněž polynom nad Fq. Dokažte:

(a) Je-li z násobným kořenem polynomu f , potom f ′(z) = 0.

(b) Je-li n nesoudělné s q, pak polynom xn − 1 nemá žádné násobné kořeny.

I 9.2.4. Je pravda, že pokud n je soudělné s q, pak xn − 1 má nad Fq vždy
násobný kořen?
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I 9.2.5. Necht’ f, g jsou polynomy nad Fq. Dokažte:

〈f〉 ∩ 〈g〉 = 〈nsn(f, g)〉,
〈f〉 ∪ 〈g〉 generuje kód 〈nsd(f, g)〉,

kde nsn a nsd označuj́ı nejmenš́ı společný násobek resp. největš́ı společný dělitel.

9.3 BCH kódy

Necht’ C je cyklický kód délky n nad Fq s generuj́ıćım polynomem g. Polynom g
děĺı xn − 1 a je tedy součinem některých cyklotomických polynomů z rozkladu
(9.3). Kód C lze specifikovat výčtem prvk̊u rozkladového tělesa Fqm polynomu
xn−1, které maj́ı být kořeny jeho generuj́ıćıho polynomu. Takové prvky jsou pak
samozřejmě kořeny všech polynomů z C, proto se jim ř́ıká kořeny kódu C.

Typicky ovšem každý určený kořen generuj́ıćıho polynomu vynucuje ještě daľśı
kořeny. Je-li prvek αi kořenem kódu C (kde α je primitivńı prvek rozkladového
nadtělesa), pak jsou kořeny i všechny prvky {αj : j ∈ Ci}.

Pomoćı kořen̊u generuj́ıćıho polynomu lze definovat i tzv. BCH kódy (název je
zkratkou jmen Bose, Ray-Chaudhuri a Hocquenghem). BCH kód je určen několika
hodnotami:

• velikost abecedy q (jde o lineárńı kód nad tělesem Fq, kde q je mocnina
prvoč́ısla),

• délkou n = qm − 1,

• zadanou vzdálenost́ı δ.

Kód daný těmito parametry označ́ıme BCHq,m,δ. Je to cyklický kód2 délky
n = qm − 1 nad Fq, tvořený všemi polynomy s kořeny α, α2, . . . , αδ−1, kde α je
primitivńı prvek tělesa Fqm .

Př́ıklad 9.3.1. Hamming̊uv kód H3 je BCH kód se zadanou vzdálenost́ı 3, která
předepisuje kořeny α a α2 v tělese F8 s primitivńım prvkem α splňuj́ıćım rovnost
α3 = α + 1. Oba tyto kořeny maj́ı stejný minimálńı polynom, totiž M (1) =
x3 + x+ 1, a vynucuj́ı ještě třet́ı kořen tohoto polynomu, prvek α4.

2Poznamenejme, že standardńı definice BCH kód̊u je o něco širš́ı; jednak α nemuśı nutně být
primitivńı prvek, jednak posloupnost mocnin prvku α může zač́ınat u nějaké vyšš́ı mocniny αt.
Naše BCH kódy se obvykle označuj́ı jako primitivńı BCH kódy v užš́ım smyslu. Vše podstatné
však i v této menš́ı tř́ıdě z̊ustává zachováno.
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Z definice plyne, že paritńı matićı kódu BCHq,m,δ je matice H ′, kterou źıskáme,
pokud v matici

H =


1 α α2 . . . αn−1

1 α2 α4 . . . α2(n−1)

...
...

...
...

1 αδ−1 α2(δ−1) . . . α(n−1)(δ−1)

 , (9.6)

nahrad́ıme každou mocninu αj ∈ Fqm odpov́ıdaj́ıćım vektorem délky m nad Fq.
Protože každá (δ − 1)-tice sloupc̊u matice H je lineárně nezávislá nad Fqm

(jej́ı determinant je Vandermond̊uv determinant, viz cvičeńı 6.2.1), minimálńı
vzdálenost BCH kódu je alespoň δ. Malým zobecněńım tohoto faktu je následuj́ıćı
pozorováńı:

Pozorováńı 9.3.2 (BCH nerovnost). Minimálńı vzdálenost kódu BCHq,m,δ je
věťśı nebo rovna zadané vzdálenosti δ.

Paritńı matice H ′ má m(δ−1) řádk̊u (které ovšem nemuśı všechny být lineárně
nezávislé). Dostáváme tak dolńı odhad na dimenzi kódu:

dim BCHq,m,δ ≥ qm −m(δ − 1)− 1. (9.7)

9.4 BCH kódy jako specializace RS kód̊u

BCH kódy je rovněž možné velmi elegantně definovat jako jisté podmnožiny
Reed–Solomonových kód̊u. Postup, který ukážeme, je převzat z [9]. Necht’ jsou
dána č́ısla q,m, δ jako v minulém odd́ılu. Učińıme nav́ıc technický předpoklad3,
že m je prvoč́ıslo. Př́ıslušný kód budeme označovat BCHq,m,δ. Źıskáme jej
takto: nejprve vezmeme Reed–Solomon̊uv kód o ‘správné’ délce n a minimálńı
vzdálenosti δ (tedy kód RSqm,qm−δ). To je ovšem kód nad tělesem Fqm , zat́ımco
my potřebujeme q-árńı kód. Vybereme tedy z daného RS kódu slova, která maj́ı
všechny složky v Fq. Výsledkem je kód BCHq,m,δ.

Je jasné, že délka tohoto kódu je n a jeho minimálńı vzdálenost d je alespoň
δ. Trochu obt́ıžněǰśı je zdola odhadnout jeho dimenzi. Výchoźı kód RSqm,qm−δ je
tvořen evaluacemi polynomů stupně < qm − δ v bodech 1, α, . . . , αq

m−2, kde α
je zvolený primitivńı prvek tělesa Fqm . My v něm potřebujeme naj́ıt dostatečně
mnoho slov se všemi složkami v Fq. K tomu nám dobře poslouž́ı tzv. stopa.

Stopa prvku z ∈ Fqm je prvek

tr z = z + zq + zq
2

+ · · ·+ zq
m−1

. (9.8)

3Bez tohoto předpokladu je v argumentu mezera, kterou jsem si uvědomil až při jeho
sepisováńı. Ilustraćı je polynom x10 nad F16, který má nulovou stopu a ukazuje, že některé
cyklotomické tř́ıdy nemusej́ı poskytovat ‘bázový’ polynom s hodnotami v F2.
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Podle cvičeńı 9.4.3 je stopa lineárńı funkce tr : Fqm → Fq.
Stopu můžeme definovat i pro polynomy. Nejprve zavedeme pojem, který se

nám bude hodit i později, v kapitole o cyklických kódech. Necht’ i je prvek cyklické
grupy Zqm−1. Cyklotomická tř́ıda prvku i modulo qm − 1 je množina

Ci = {i, iq, iq2, . . . , iqm−1} ⊂ Zqm−1. (9.9)

Je zřejmé, že cyklotomické tř́ıdy tvoř́ı rozklad grupy Zqm−1.
Stopa monomu axi, kde a ∈ Fqm , je

Tr (axi) = axi + aqx{iq} + aq
2

x{iq2} + · · ·+ aq
m−1

x{iqm−1}, (9.10)

kde zápis {iqj} označuje fakt, že č́ıslo iqj redukujeme modulo qm − 1 (tj. inter-
pretujeme jako prvek grupy Zqm−1). Všimněme si, že polynom Tr xi má nenulový
koeficient u xj právě tehdy, když j ∈ Ci (a to d́ıky předpokladu, žem je prvoč́ıslo).

Nyńı můžeme definovat stopu obecného polynomu f(x) =
∑n

i=0 aix
i nad

tělesem Fqm :
Tr f = Tr a0 + Tr a1x+ · · ·+ Tr anx

n. (9.11)

Stopa Tr f je polynom v x, jehož hodnoty jsou všechny v Fq. Je-li jeho stupeň
menš́ı než qm − δ, pak určuje jedno slovo kódu BCHq,m,δ. (Připomeňme, že se
snaž́ıme o dolńı odhad na dimenzi tohoto kódu.) Kolik r̊uzných stop s daným
omezeńım na stupeň dokážeme naj́ıt?

Množina B sestává z největš́ıch prvk̊u všech cyklotomických tř́ıd Ci (i ≥ 1).
(Uspořádáńım je zde standardńı uspořádáńı na množině {1, . . . , qm − 1}.) Pro
j ∈ B je stupeň polynomu Trxj právě j a tento polynom má nenulové koeficienty
pouze u člen̊u xi s i ∈ Cj. Jak velká je množina B? Protože m je prvoč́ıslo a
velikost každé cyklotomické tř́ıdy muśı dělit m, pro i > 0 plat́ı |Ci| = m. Odtud
|B| = (qm − 2)/m.

Necht’ nyńı
B′ = {i ∈ B : i < qm − δ}. (9.12)

Každý prvek i množiny B′ určuje monom xi, jehož stopa má menš́ı stupeň než
qm − δ a jej́ı evaluace tak patř́ı do kódu BCHq,m,δ. Zjevně

|B′| ≥ |B| − δ =
qm − 2

m
− δ. (9.13)

Proto množina B, sestávaj́ıćı z polynomů

Tr
(∑
i∈B′

βix
i
)
, (9.14)

kde koeficienty βi prob́ıhaj́ı Fqm , má velikost

|B| = (qm)
qm−2
m
−δ = qq

m−2−mδ,

a protože polynomy z B určuj́ı navzájem r̊uzná slova kódu BCHq,m,δ, je dimenze
tohoto kódu alespoň qm −mδ − 2. Naše zjǐstěńı shrnuje následuj́ıćı věta:
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Věta 9.4.1. Kód BCHq,m,δ má parametry [n, k, d], kde n = qm−1, k ≥ n−mδ−1
a d ≥ δ.

Poznamenejme, že skutečná vzdálenost BCH kódu může být větš́ı než zadaná
vzdálenost δ. Stejně tak dimenze je větš́ı než náš dolńı odhad (viz cvičeńı 9.4.5).

Cvičeńı

I 9.4.1. Necht’ f(x) =
∑n

i=0 aix
i je polynom stupně n nad tělesem F . Dokažte:

(a) f má nejvýše n r̊uzných kořen̊u,

(b) je-li t násobný kořen polynomu f , pak derivace

f ′(x) =
n∑
i=0

iaix
i−1

má kořen v t. (Násobeńı č́ıslem i je definováno jako i-násobné sečteńı.)

I 9.4.2. Necht’ q je mocnina prvoč́ısla, m ≥ 1 a necht’ F je těleso Fqm . Ukažte,
že:

(a) pro každé x, y ∈ F plat́ı (x+ y)q = xq + yq,

(b) pro každé x ∈ F je xq
m

= x,

(c) kořeny polynomu xq − x v tělese F tvoř́ı těleso F ′ ∼= Fq.

I 9.4.3. Necht’ q je mocnina prvoč́ısla, m ≥ 1 a necht’ F je těleso Fqm . Ukažte,
že:

(a) stopa trx libovolného prvku x ∈ F (viz (9.8)) je prvkem tělesa F ′,

(b) pro každé x, y ∈ F je tr (x+ y) = tr x+ tr y.

I 9.4.4. Ukažte, že prvky tělesa F ′ ze cvičeńı 9.4.2 jsou právě všechny součty

1 + · · ·+ 1

v tělese F = Fqm .

I 9.4.5. (a) Necht’ Ci je cyklotomická tř́ıda prvku i modulo qm − 1, kde q je
mocnina prvoč́ısla. Dokažte, že pokud pro nějaké j plat́ı qm − 1 − qj ∈ Ci,
pak qm − 1− j ∈ Ci.

(b) Odvod’te odhad

|B′| ≥ qm − 2−m
⌈q − 1

q
· δ
⌉

pro velikost množiny B′ definované vztahem (9.12).
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(c) Odvod’te, že pro libovolné t a prvoč́ıslo m je dimenze binárńıho kódu
BCH2,m,2t+1 alespoň n − 1 − t log(n + 1), kde n = 2m − 1. Porovnejte s
Hammingovým odhadem.

I 9.4.6. * Ukažte, že definice BCH kód̊u pomoćı kořen̊u generuj́ıćıho polynomu
a pomoćı RS kód̊u jsou ekvivalentńı.

9.5 QR kódy

Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Kvadratický zbytek (nebo jen zbytek) modulo p je každý
nenulový prvek grupy Zp tvaru a2, kde a ∈ Zp. Prvk̊um množiny Z∗p = Zp − {0},
které nejsou kvadratické zbytky, budeme ř́ıkat nezbytky.

Pro pevné p necht’ R je množina zbytk̊u a N množina nezbytk̊u modulo p.
V posloupnosti 12, 22, . . . , (p − 1)2 se každý zbytek objev́ı dvakrát, protože a2 =
(−a)2 a pro liché p plat́ı a 6= −a. Odtud |R| = |N | = (p− 1)/2.

Pro r ∈ R plat́ı b ∈ R, právě když rb ∈ R. Obě množiny R a N jsou tedy
uzavřené na násobeńı kvadratickým zbytkem. Tvrd́ıme, že součin dvou nezbytk̊u
muśı být zbytek. Pro n ∈ N jsou totiž součiny n · b, kde b ∈ Z∗p, navzájem r̊uzné
a v́ıme, že pro každé b ∈ R jsou v R. T́ım jsou vyčerpány všechny zbytky, takže
pro b ∈ N muśı být nb ∈ N .

QR kódy (quadratic residue codes) jsou cyklické kódy nad Fq definované po-
moćı kvadratických zbytk̊u modulo p, kde p prvoč́ıslo s vlastnost́ı, že q je zbytek
modulo p. Soustřed́ıme se na binárńı př́ıpad q = 2, pro který plat́ı následuj́ıćı
věta.

Věta 9.5.1 (Gauss). Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Čı́slo 2 je kvadratický zbytek
modulo p, právě když plat́ı

p ≡ ±1 (mod 8).

Necht’ tedy p je pevné prvoč́ıslo splňuj́ıćı podmı́nku z věty 9.5.1 a R,N ⊂
Z∗p jsou př́ıslušné množiny kvadratických zbytk̊u resp. nezbytk̊u modulo p.
Předpoklad 2 ∈ R znamená, že pro i ∈ R je 2i ∈ R, a množina R je tedy
sjednoceńım cyklotomických tř́ıd modulo p nad F2.

Necht’ α je primitivńı prvek rozkladového těleso polynomu xp − 1 nad F2.
Definujme polynomy

r(x) =
∏
i∈R

(x− αi),

n(x) =
∏
i∈N

(x− αi).

Protože R je sjednoceńım cyklotomických tř́ıd, polynom r má koeficienty z F2 (je
součinem cyklotomických polynomů nad F2). Totéž plat́ı pro polynom n. Nav́ıc
plat́ı

xp − 1 = (x− 1) · r · n.
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Cyklické kódy R = 〈r〉 a N = 〈n〉 (ideály v okruhu F2[x]/〈xp − 1〉) se označuj́ı
jako QR kódy.

Př́ıklad 9.5.2. Hamming̊uv kód H3 je binárńı QR kód délky 7. Kvadratické
zbytky modulo 7 jsou 1, 2 a 4. Je-li α primitivńı prvek tělesa F8 (což je rozkladové
těleso polynomu x7 + 1), pak

(x− α)(x− α2)(x− α4) = x3 + x+ 1

(viz polynom M (1) v (9.5)).

Př́ıklad 9.5.3. Golaẙuv kód G23 je binárńı QR kód délky 23. V tomto př́ıpadě
totiž dostáváme

r = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1

a dá se ukázat, že tento polynom generuje kód G23 (přesněji kód jemu ekviva-
lentńı). Polynom r je dokonce jedńım z ireducibilńıch faktor̊u polynomu x23 + 1
(jsou tři).

Je-li u libovolný kvadratický nezbytek v grupě Zp, pak polynom r(xu) má za
kořeny právě všechny prvky αi, pro něž je i · u kvadratickým zbytkem. Ovšem
násobeńı libovolným kvadratickým nezbytkem u v grupě Zp převád́ı zbytky na
nezbytky a naopak, takže r(xu) = n(x). Tato úvaha rovněž ukazuje, že kódy R a
N jsou ekvivalentńı.

Protože kvadratických zbytk̊u modulo p je (p − 1)/2, je dimenze kód̊u R a
N rovna (p + 1)/2 (jak v́ıme, dimenze cyklického kódu délky p s generuj́ıćım
polynomem stupně k je p − k). Odhad na jejich minimálńı vzdálenost plyne z
následuj́ıćı věty.

Věta 9.5.4 (Odmocninový odhad). Pro minimálńı vzdálenost d QR kódu R plat́ı

d2 ≥ p.

D̊ukaz. Uvažme polynom c(x), odpov́ıdaj́ıćı slovu minimálńı váhy d v kódu R.
Necht’ u je kvadratický nezbytek modulo p. Z dosavadńıch úvah plyne, že polynom
c′(x) = c(xu) odpov́ıdá slovu (váhy d) v kódu N . Polynom c(x) · c′(x) je tedy v
pr̊uniku R∩N , a je tedy násobkem polynomu

r(x) · n(x) =
xp − 1

x− 1
= 1 + x+ · · ·+ xp−1.

To znamená, že jeho váha je p. Odtud plyne dokazovaná nerovnost.

Důsledek 9.5.5. Kódy R a N maj́ı parametry [p, (p+ 1)/2, d], kde d ≥ √p.



Kapitola 10

Hadamardovy kódy a Plotkin̊uv
odhad

10.1 Hadamardovy matice

Hadamardova matice řádu n je čtvercová matice H ∈ Rn×n s položkami ±1 a s
vlastnost́ı

H ·HT = nI, (10.1)

která je ekvivalentńı podmı́nce, že každé dva r̊uzné řádky se shoduj́ı právě v
polovině položek. Všimněme si, že z (10.1) plyne HT = nH−1, takže HTH =
HHT = nI. Proto také každé dva r̊uzné sloupce maj́ı právě polovinu shodných
položek.

Tento typ matic studoval J. Hadamard v souvislosti s determinantem. Plat́ı
totiž

detH =
√

detH · detHT = ±nn/2

a dá se ukázat, že nn/2 je maximálńı možná absolutńı hodnota determinantu
reálné matice s prvky mij, kde |mij| ≤ 1. (Neńı to tak těžké, uvědomı́me-li si
souvislost mezi determinantem a objemem rovnoběžnostěnu.)

Zde je několik Hadamardových matic malých řád̊u (mı́sto ±1 ṕı̌seme jen +
resp. −):

(
+
) (

+ +
+ −

) 
+ + + +
+ + − −
+ − + −
+ − − +

 .

Tyto matice jsou normalizované: prvńı řádek obsahuje pouze prvky +1.
Protože změnou všech znamének v libovolném sloupci se neporuš́ı ‘hadamar-
dovskost’ matice, každou Hadamardovu matici lze převést do normalizovaného
tvaru.
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Hadamardova matice řádu n samozřejmě nemůže existovat pro liché n ≥ 3.
Vyloučit lze i daľśı řády:

Věta 10.1.1. Pokud existuje Hadamardova matice řádu n, pak n je 1, 2 nebo
násobek 4.

D̊ukaz. Mějme normalizovanou Hadamardovu matici H řádu n > 2. Necht’ A je
množina sloupc̊u matice H, v nichž je na druhém řádku +, a necht’ B je množina
sloupc̊u, v nichž je + na třet́ım řádku. Protože prvńı a druhý řádek se shoduj́ı
v polovině položek, je |A| = n/2 a podobně |B| = n/2. Druhý a třet́ı řádek
se rovněž shoduj́ı v polovině položek a ve zbylé polovině se lǐśı, proto velikost
symetrického rozd́ılu A⊕B je n/2. Vzhledem k tomu, že

|A⊕B| = |A|+ |B| − 2|A ∩B|,
dostáváme |A ∩B| = n/4 a n muśı být dělitelné 4.

Otázka, zda Hadamardova matice existuje pro každý řád dělitelný 4, je slavný
otevřený problém. Minimálně pro n < 428 byla existence ověřena pomoćı poč́ıtače
(dnes je rekord asi ještě vyšš́ı). Ukážeme si dvě konstrukce, které lze použ́ıt pro
speciálńı hodnoty n.

Prvńı z nich, Sylvesterova konstrukce Hadamardových matic Hm řádu n = 2m

je velmi jednoduchá. Vezměme H0 = (+) a pro i ≥ 0 induktivně definujme

Hi+1 =

(
Hi Hi

Hi −Hi

)
.

Ověřeńı, že výsledkem je Hadamardova matice, ponecháváme na cvičeńı 10.1.1.

Cvičeńı

I 10.1.1. Ověřte, že výsledkem Sylvesterovy konstrukce jsou Hadamardovy mat-
ice.

10.2 Paleyho konstrukce

Pomoćı druhé konstrukce Hadamardových matic, Paleyovy konstrukce, lze źıskat
matice řádu p + 1, kde p je prvoč́ıslo a p ≡ 3 (mod 4). Konstrukce je založena
na kvadratických zbytćıch a nezbytćıch modulo p, definovaných v odd́ılu 9.5, kde
jsou rovněž odvozeny jejich základńı vlastnosti.

Množinu kvadratických zbytk̊u resp. nezbytk̊u modulo p znač́ıme R resp. N .
Tvoř́ı rozklad množiny Z∗p na dvě části o velikosti (p − 1)/2. Legendre̊uv symbol
je zobrazeńı χ : Zp → {−1, 0, 1} definované vztahem

χ(a) =


1 pokud a ∈ R,

−1 pokud a ∈ N ,

0 pokud a = 0.
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Jacobsthalova matice je matice Q = (qij) o rozměrech p× p, definovaná vzta-
hem

qij = χ(j − i),
kde 0 ≤ i, j ≤ p− 1 a odeč́ıtáńı interpretujeme modulo p. Poznatky z odd́ılu 9.5
se daj́ı vyjádřit vzorcem

χ(ab) = χ(a) · χ(b). (10.2)

Př́ıklad 10.2.1. Pro p = 7 je R = {1, 2, 4} a N = {3, 5, 6}, takže

Q =



0 + + − + − −
− 0 + + − + −
− − 0 + + − +
+ − − 0 + + −
− + − − 0 + +
+ − + − − 0 +
+ + − + − − 0


.

Matice Q je vždy antisymetrická. Plat́ı totiž j − i = (−1)(i − j) a d́ıky
předpokladu, že p ≡ 3 (mod 4), je prvek −1 kvadratický nezbytek (pro −1 = a2

by řád prvku a v multiplikativńı grupě Z∗p byl 4, což je nemožné, protože p − 1
neńı dělitelné čtyřmi). Odtud χ(i− j) = −χ(j − i).

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že od Jacobsthalovy matice neńı př́ılǐs daleko k
matici Hadamardově.

Tvrzeńı 10.2.2. Pro Jacobsthalovu matici Q plat́ı

Q ·QT = pI − J,

kde J je matice ze samých jedniček.

D̊ukaz. Necht’ M = Q ·QT má prvky mij, kde i, j = 0, . . . , p− 1. Rozepǐsme pro
i 6= j

mij =

p−1∑
k=0

χ(k − i) · χ(k − j)

=

p−1∑
k=1

χ(k) · χ(k + i− j)

=

p−1∑
k=1

χ(k2) · χ
(

1 +
i− j
k

)
.

Smysl této úpravy je v tom, že člen χ(k2) = 1 zmiźı. Dále výraz 1 + (i − j)/k
prob́ıhá celou grupu Zp kromě prvku 1, takže posledńı řádek je roven součtu(∑

k∈Zp

χ(k)
)
− χ(1) = −1,
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nebot’ součet Legendreových symbol̊u všech prvk̊u grupy je roven 0 (vzpomeňme
|R| = |N |). Pro i 6= j je tedy mij = −1. Protože mii je triviálně p− 1, dostáváme
požadovanou rovnost.

Definujme nyńı matici

Věta 10.2.3. Matice

H =


1 . . . 1 1

1

Q− I ...
1


je Hadamardova matice.

D̊ukaz. Necht’ qk označuje k-tý řádek matice Q. Podle tvrzeńı 10.2.2 pro i 6= j
plat́ı

〈qi, qj〉 = −1. (10.3)

Znázorněme schematicky řádky qi a qj s vyznačeńım i-tého a j-tého sloupce.

qi = . . . 0 . . . qij . . .
qj = . . . −qij . . . 0 . . .

Př́ıspěvek sloupc̊u i a j ke skalárńımu součinu (10.3) je nulový, v ostatńıch
muśı tedy nastat (p−3)/2 př́ıpad̊u shody a (p−1)/2 př́ıpad̊u neshody mezi řádky
qi a qj. Při přechodu k matici H přidáváme posledńı sloupec, kde vždy nastane
shoda. Dále ve sloupćıch i a j se nuly změńı na −, č́ımž vznikne právě 1 shoda a
1 neshoda. Celkem tedy počet shod i neshod bude (p+ 1)/2.

10.3 Hadamardovy kódy a Plotkin̊uv odhad

Necht’ H je normalizovaná Hadamardova matice řádu n s řádky r1, . . . , rn.
Hadamard̊uv kód1 délky n je každý binárńı kód, jehož slova źıskáme záměnou

+ −→ 0,

− −→ 1

ve všech vektorech ri a −ri. Je to tedy (n, log 2n, n/2)-kód. Obecně je nelineárńı,
ačkoli např́ıklad u Hadamardových matic Sylvesterova typu řádu 2m se jedná
o (lineárńı) Reed–Muller̊uv kód R(1,m). Ten mimochodem splývá s rozš́ı̌reńım
duálu Hammingova kódu Hm o paritńı symbol.

1Existuje několik drobných variaćı, kterým se rovněž ř́ıká Hadamardovy kódy; u jedné se
např́ıklad odstraňuje prvńı sloupec matice H, takže dostaneme kód o délce n− 1.
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Pomoćı pěkného geometrického argumentu z [9] lze dokázat, že pro danou
délku a vzdálenost jsou Hadamardovy kódy největš́ı možné. Výsledek rovněž
plyne z tzv. Plotkinova odhadu, který dokážeme později.

Pro binárńı slovo x = (x1 . . . xn) ∈ Fn2 definujme reálný vektor φ(x) ∈ Rn,
jehož i-tá složka je (−1)xi .

Lemma 10.3.1. Pro dvě slova x, y plat́ı

〈φ(x), φ(y)〉 = n− 2d(x, y),

kde d je Hammingova vzdálenost.

D̊ukaz. Př́ıspěvek i-té souřadnice ke skalárńımu součinu je 1, pokud xi = yi, a
−1 v opačném př́ıpadě. Proto

〈φ(x), φ(y)〉 =
(
n− d(x, y)

)
− d(x, y).

Necht’ C je binárńı kód délky n s minimálńı vzdálenost́ı alespoň n/2. Chceme
ukázat, že |C| je nejvýše 2n. Podle lemmatu 10.3.1 pro skalárńı součin vektor̊u
φ(x) a φ(y), kde x, y ∈ C, plat́ı

〈φ(x), φ(y)〉 ≤ 0. (10.4)

Horńı odhad na velikost kódu C tak plyne z následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 10.3.2. Necht’ z1, . . . , zk jsou nenulové vektory v Rn s vlastnost́ı

〈zi, zj〉 ≤ 0 (10.5)

pro i 6= j. Potom k ≤ 2n.

D̊ukaz. Indukćı podle n. Pro n = 1 neńı co dokazovat. Jinak zapǐsme

zi = (xi z
′
i),

kde xi ∈ R je prvńı složka vektoru zi. Skalárńı součin je invariantńı k otočeńı,
proto můžeme předpokládat z1 = (1, 0, . . . , 0). Aby vektor zi (i ≥ 2) měl nekladný
součin s vektorem z1, muśı být xi ≤ 0. Pak ovšem pro i, j ≥ 2〈

z′i, z
′
j

〉
= 〈zi, zj〉 − xixj ≤ 0,

takže pro vektory z′2, . . . , z
′
k v prostoru Rn−1 plat́ı předpoklad (10.5). Ovšem

pozor: pro některé zi může být z′i nulový vektor. Takové i je d́ıky (10.5) nejvýše
jedno. Po př́ıpadném odstraněńı nulového vektoru z′i dostáváme množinu k − 2
vektor̊u, na které lze použ́ıt indukčńı předpoklad. Z něj plyne, že k−2 ≤ 2(n−1)
a tedy k ≤ 2n.
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Nyńı dokážeme binárńı verzi tzv. Plotkinova odhadu.

Věta 10.3.3 (Plotkin̊uv odhad). Pro velikost binárńıho kódu C délky n s
minimálńı vzdálenost́ı alespoň d > n/2 plat́ı

|C| ≤ 2d

2d− n
. (10.6)

D̊ukaz. Necht’ |C| = M . Sečtěme Hammingovy vzdálenosti všech dvojic r̊uzných
slov x, y ∈ C:

D =
∑
x,y∈C

d(x, y) ≥
(
M

2

)
· d. (10.7)

Pro i = 1, . . . , n definujme funkci δi, jej́ıž hodnota pro dvě slova x, y čińı

δi(x, y) =

{
1 pokud xi 6= yi,

0 jinak.

Protože d(x, y) =
∑

i δi(x, y), dostáváme

D =
n∑
i=1

∑
x,y∈C

δi(x, y). (10.8)

Dejme tomu, že na i-té pozici ve slovech kódu C se a-krát objevuje symbol 0 a
(M − a)-krát symbol 1. Potom

∑
x,y∈C

δi(x, y) = a(M − a) ≤ M2

4
,

takže z (10.8) plyne

D ≤ n · M
2

4
. (10.9)

Složeńım nerovnost́ı (10.7) a (10.9) dostaneme

2M(M − 1)d ≤ nM2,

z čehož snadno plyne (10.6).

Plotkinova věta nab́ıźı alternativńı zp̊usob, jak odvodit maximalitu Hadamar-
dových kód̊u.

Důsledek 10.3.4. Pro velikost kódu C o délce n a minimálńı vzdálenosti alespoň
n/2 plat́ı

|C| ≤ 2n.
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D̊ukaz. Při prostém dosazeńı do Plotkinova odhadu bychom v (10.6) dostali
nulový jmenovatel. Muśıme proto použ́ıt následuj́ıćı trik. Pro i = 0, 1 definujme
kód Ci délky n− 1 předpisem

Ci = {c : slovo (i c) je v kódu C.}

Jeden z těchto kód̊u (dejme tomu C0) obsahuje aspoň |C|/2 slov. Má délku n− 1
a minimálńı vzdálenost alespoň n/2. Pro kód C0 Plotkin̊uv odhad ř́ıká

|C0| ≤ n

a tedy |C| ≤ 2n.
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Kapitola 11

Shannonova věta

11.1 Entropická funkce

Entropická funkce H(p) : [0, 1]→ R je definována předpisem

H(p) =

{
p log 1

p
+ (1− p) log 1

1−p pro p ∈ (0, 1),

0 pro p = 0, 1,

přičemž logaritmy jsou (stejně jako v celé této přednášce) se základem 2. Graf
entropické funkce je na obr. 11.1.

H(p)

1

0 1 x

Obrázek 11.1: Entropická funkce.

Z našeho hlediska je kĺıčovou vlastnost́ı entropické funkce souvislost s obje-
mem kombinatorické koule. Necht’ x je prvek množiny Fn2 . Koule se středem v x
o poloměru r je množina

B(x, r) = {y ∈ Fn2 : d(x, y) ≤ r}.

Počet prvk̊u (‘objem’) takové koule, který budeme označovat symbolem V (n, r),

69



70 Kapitola 11. Shannonova věta

je zjevně

V (n, r) =
r∑
i=0

(
n

i

)
.

Věta 11.1.1 (Objem koule). Pro 0 ≤ r ≤ n/2 plat́ı

V (n, r) < 2nH( r
n

).

D̊ukaz. Nejprve si všimněme, že z definice entropické funkce po jednoduché
úpravě pro r > 0 dostaneme

2nH( r
n

) =
nn

rr · (n− r)n−r
.

Stejná rovnost nav́ıc plat́ı i pro r = 0, definujeme-li (jak je obvyklé) 00 = 0.
Rozepǐsme podle binomické věty

nn = (r + (n− r))n =
n∑
i=0

(
n

i

)
ri(n− r)n−i

>
r∑
i=0

(
n

i

)
rr(n− r)n−r.

(Nerovnost plyne z faktu, že pro r ≤ n/2 hodnota výrazu ri(n− r)n−i klesá pro
i rostoućı k r.) Po vyděleńı dostáváme požadovaný vztah.

Dá se dokonce ukázat (viz cvičeńı 11.4.3), že pro velká n plat́ı V (n, r) ≈
2nH(r/n).

11.2 Několik definic

Necht’ C je binárńı kód. Uvažme přenos po kanálu s pravděpodobnost́ı chyby p a
dekódujme přijaté slovo w jako nejbližš́ı kódové slovo (neńı-li jednoznačně určeno,
voĺıme libovolně).

Definujme spolehlivost %C(p) kódu C jako pr̊uměrnou pravděpodobnost, že
přijaté kódové slovo je správně dekódováno, přičemž pr̊uměr je brán přes všechna
slova kódu C a výsledek je funkćı pravděpodobnosti p.

Přenáš́ıme binárńı slovo c délky n po kanálu s pravděpodobnost́ı chyby p a
zaj́ımá nás, kolik chyb při přenosu nastane. Necht’ Xi (i = 1, . . . , n) je náhodná
proměnná, jej́ıž hodnota je 1, pokud při přenosu i-tého bitu slova c dojde k
chybě, a jinak 0 (jej́ı středńı hodnota je tedy p). Podle linearity středńı hodnoty
je očekávaný počet chyb při přenosu roven

E
[∑

i

Xi

]
=
∑
i

E
[
Xi

]
= np.
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S pomoćı Černovovy nerovnosti lze ukázat, že počet chyb je ‘silně koncen-
trován’ kolem této středńı hodnoty:

Věta 11.2.1 (Černovova nerovnost). Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné
proměnné, nabývaj́ıćı hodnoty 1 s pravděpodobnost́ı p a hodnoty 0 s
pravděpodobnost́ı 1− p. Potom pro α > 0

Pr
[ n∑
i=1

Xi ≥ n(p+ α)
]
≤ e−nα

2/2.

Pravděpodobnost, že dojde při přenosu alespoň k n(p + α) chybám, je tedy
nejvýše rovna výrazu na pravé straně Černovovy nerovnosti, který pro rostoućı
α a pevné n exponenciálně klesá k 0. Stejně je omezena i pravděpodobnost, že
chyb bude jen n(p − α) nebo méně (viz cvičeńı 11.4.1). Počet chyb tedy bude v
intervalu [n(p− α), n(p+ α)] s pravděpodobnost́ı alespoň

1− 2e−nα
2/2.

Pro pevné α a velké n se tato pravděpodobnost bĺıž́ı jedné.

11.3 Shannonova věta

Shannonova věta, kterou vyslov́ıme a dokážeme v tomto odstavci, je jednou z
kĺıčových vět teorie kód̊u. Jej́ım obsahem je, že existuj́ı ‘dobré’ kódy — kódy s
libovolně vysokou spolehlivost́ı a s hustotou, která se libovolně bĺıž́ı jisté hranici
(ta je, jak ukážeme v odstavci 11.4, nepřekročitelná). Shannonova věta existuje
v r̊uzně obecných verźıch; my ji dokážeme pro binárńı kódy a binárńı symetrický
kanál.

Důkaz je netriviálńı, ale poměrně př́ımočarý. Důležité a v jistém smyslu
charakteristické je, že jde o d̊ukaz nekonstruktivńı. Explicitńı konstrukce
‘dobrých’ kód̊u je těžš́ı problém, který byl po dlouhou dobu základńım problémem
teorie kód̊u. Budeme se mu věnovat v odd́ılu 12.5.

Věta 11.3.1 (Shannon). Necht’ p ∈ (0, 1/2) a κ < 1 − H(p). Potom existuj́ı
binárńı kódy C s hustotou alespoň κ a spolehlivost́ı %C(p) libovolně bĺızkou 1.

D̊ukaz. Necht’ ε > 0. Hledáme kód se spolehlivost́ı alespoň 1−ε a hustotou alespoň
κ. Necht’ n je velké (jak přesně velké, vyplyne z d̊ukazu). Můžeme předpokládat, že
κn je celé č́ıslo. Kód C zvoĺıme náhodně: nezávisle vybereme 2κn slov z množiny
Fn2 . Hustota kódu C je tedy κ. Tvrd́ıme, že je-li n skutečně dost velké, pak
%C(p) > 1− ε.

Abychom odhadli spolehlivost kódu C, představme si, že při přenosu kódového
slova c bylo přijato slovo c̃. Proběhly tedy celkem dva náhodné procesy:
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(a) volba kódu C,

(b) přenos kódového slova c z kódu C, který je v tuto chv́ıli již pevně zvolen.

Kdy může doj́ıt k chybě při dekódováńı? Pouze v př́ıpadě, že pro nějaké kódové
slovo x 6= c plat́ı d(c̃, x) ≤ d(c̃, c). My ukážeme, že tato situace skoro jistě ne-
nastane. Přesněji dokážeme, že při vhodné volbě poloměru r bude koule B(c̃, r)
skoro jistě obsahovat jediné kódové slovo, a to c.

Jaká je pravděpodobnost, že slovo c ∈ C neńı prvkem koule B(c̃, r)? Tato
pravděpodobnost nezáviśı na volbě kódu C ani na slově c, ale jen na vlastńım
přenosu: je to pravděpodobnost, že při přenosu nastane v́ıce než r chyb. Podle
odstavce 11.2 je očekávaný počet chyb np. Zvolme tedy r o málo větš́ı, řekněme

r = n(p+ α),

kde α > 0 je konstanta. Podle téhož odstavce je

P1 := Pr
[
c /∈ B(c̃, r)

]
≤ e−nα

2/2.

Pro libovolně malé pevné α se pravděpodobnost P1 s rostoućım n bĺıž́ı k nule.
Slovo c je tedy ‘skoro jistě’ v kouli B(c̃, r).

Zbývá omezit pravděpodobnost (dejme tomu P2), že B(c̃, r) obsahuje některé
kódové slovo x 6= c. Ta zase záviśı pouze na volbě kódu C, a nikoli na slovech c
a c̃. Protože kódová slova kódu C jsou volena nezávisle, plat́ı pro x 6= c

Pr
[
x ∈ B(c̃, r)

]
=
V (n, r)

2n
≤ 2nH(r/n)−n = 2n(H(p+α)−1),

přičemž nerovnost plyne samozřejmě z odhadu na objem koule ve větě 11.1.1.
Pravděpodobnost P2, že se do koule B(c̃, r) dostane některé z 2κn − 1 ‘̌spatných’
kódových slov, je tedy

P2 ≤ 2nκ · 2n(H(p+α)−1) = 2n(H(p+α)+κ−1).

Podle předpokladu je H(p) + κ < 1. Entropická funkce je spojitá, a tak pro
malé α plat́ı H(p + α) + κ < 1. Pro takové α a velké n se pravděpodobnost P2

bĺıž́ı k nule.
Vid́ıme, že součet P1 + P2, který omezuje pravděpodobnost chybného

dekódováńı přijatého slova c, je pro velké n menš́ı než ε. Spolehlivost kódu C
je tedy s nenulovou pravděpodobnost́ı alespoň 1− ε.

11.4 Inverzńı Shannonova věta

Podle Shannonovy věty pro každé R < 1−H(p) existuj́ı binárńı kódy s hustotou
alespoňR, jejichž spolehlivost (pro kanál s pravděpodobnost́ı chyby p) se libovolně
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bĺıž́ı jedné. Je namı́stě otázka, zda lze naj́ıt takové kódy i pro hustoty R >
1−H(p), nebo zda jde o nějakou přirozenou hranici. Inverzńı Shannonova věta,
kterou vyslov́ıme a dokážeme dále, tvrd́ı, že plat́ı druhá možnost: hranice 1−H(p)
je nepřekročitelná. Z tohoto d̊uvodu se č́ıslu 1 − H(p) ř́ıká kapacita kanálu s
pravděpodobnost́ı chyby p. Všimněme si, že d̊usledkem inverzńı Shannonovy věty
je skutečný opak Shannonovy věty: spolehlivost kód̊u s hustotou překračuj́ıćı
kapacitu kanálu je shora omezena konstantou menš́ı než 1.

Věta 11.4.1 (Inverzńı Shannonova věta). Necht’ ε, p > 0 a R > 1−H(p). Potom
existuje č́ıslo N takové, že spolehlivost každého binárńıho kódu C s hustotou ale-
spoň R a délkou alespoň N (pro kanál s pravděpodobnost́ı chyby p a pro libovolnou
dekódovaćı funkci) je nejvýše ε.

D̊ukaz. Sporem. Předpokládejme, že pro nějaké β > 0 existuj́ı libovolně dlouhé
kódy se spolehlivost́ı aspoň β a hustotou aspoň R. Mějme takový kód C s ‘velkou’
délkou n (urč́ıme ji později). Př́ıslušnou dekódovaćı funkci (k ńıž se vztahuje údaj
o spolehlivosti) označme D.

Strategie je následuj́ıćı. Dejme tomu, že při přenosu kódového slova c ∈ C je
přijato slovo c̃ (které je pro nás náhodnou proměnnou). Jak v́ıme z odstavce ??,
vzdálenost slov c a c̃ je ‘skoro jistě’ zhruba np. Pro každé konkrétńı slovo x ve
vzdálenosti zhruba np od c je jen ‘malá’ pravděpodobnost, že c̃ = x. Přitom ale
spolehlivost (tj. pr̊uměrná pravděpodobnost správného dekódováńı) je ‘velká’ (je
zdola omezena konstantou β). Z toho odvod́ıme, že ‘mnoho’ slov x ve vzdálenosti
zhruba np od c se muśı dekódovat na c. Slov c ∈ C je ale také ‘mnoho’, konkrétně
2κn, a z toho spoč́ıtáme, že všech slov délky n by muselo být v́ıce než 2n, což je
spor.

Proved’me nyńı d̊ukaz podrobně. Zvolme malé α > 0. Urč́ıme jej později, zat́ım
poznamenáme, že α nebude záviset na n, ale jen na p a κ. Pro c ∈ C necht’ S(c) je
množina všech x ∈ Fn2 , jejichž vzdálenost od c je v intervalu [n(p− α), n(p+ α)].
Taková slova x budeme označovat jako podstatná pro c. Podle odstavce 11.2 se
pravděpodobnost, že c̃ je podstatné pro c, při pevném α pro velké n bĺıž́ı k jedné.
Tato pravděpodobnost nezáviśı na slově c. Zvolme tedy n dost velké, aby platilo

Pr
[
c̃ ∈ S(c)

]
≥ 1− β/2. (11.1)

Necht’ D−1(c) je množina všech slov, která se dekóduj́ı na c. Podle předpokladu
o spolehlivosti kódu máme∑

c∈C

Pr
[
c̃ ∈ D−1(c)

]
≥ |C| · β ≥ 2κnβ. (11.2)

Chceme zdola odhadnout pravděpodobnost, že c̃ je podstatné pro c a dekóduje
se na něj, tedy že lež́ı v pr̊uniku množin D−1(c) a S(c). Můžeme použ́ıt odhad,
který ř́ıká, že pravděpodobnost konjunkce A∧B jev̊u A a B je alespoň Pr

[
A
]

+
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Pr
[
B
]
− 1 (viz cvičeńı 11.4.2). Podle (11.1) a (11.2) je pak∑

c∈C

Pr
[
c̃ ∈ D−1(c) ∩ S(c)

]
=
∑
c∈C

Pr
[
c̃ ∈ D−1(c) ∧ c̃ ∈ S(c)

]
≥
∑
c∈C

(
Pr
[
c̃ ∈ D−1(c)

]
+ Pr

[
c̃ ∈ S(c)

]
− 1
)

≥
∑
c∈C

(
Pr
[
c̃ ∈ D−1(c)

]
− β/2

)
≥ 2κnβ/2. (11.3)

Aby pro konkrétńı slovo x ∈ S(c) platilo c̃ = x, muśı při přenosu nastat
alespoň n(p− α) chyb. Slovo x, které je bližš́ı slovu c než jiné slovo x′, má větš́ı
pravděpodobnost, že je rovno slovu c̃ (protože p < 1/2). Odtud pro každé x ∈ S(c)

Pr
[
c̃ = x

]
≤ pn(p−α)(1− p)n(1−p+α)

= 2−nH(p) ·
(1− p

p

)nα
(11.4)

Z nerovnost́ı (11.3) a (11.4) dostáváme vyděleńım

∑
c∈C

|D−1(c) ∩ S(c)| ≥ 2κnβ/2

2−nH(p)
(
(1− p)/p

)nα
= 2n

(
κ+H(p)−α log((1−p)/p)+log(β/2)/n

)
. (11.5)

Množiny D−1(c) jsou pro r̊uzná c navzájem disjunktńı, takže pravá strana
nerovnice muśı být nejvýše 2n. Pod́ıvejme se na dlouhou závorku v posledńım
výrazu. Podle předpokladu je κ+H(p) > 1. Zlomek (1−p)/p je konstanta, takže
můžeme zvolit α tak malé, že

κ+H(p)− α log
1− p
p

> 1.

Konečně posledńı výraz v dlouhé závorce se pro n → ∞ bĺıž́ı k nule, takže pro
dostatečně velké n bude celá závorka větš́ı než 1. To ale znamená, že pravá strana
nerovnice (11.5) je větš́ı než 2n, což je spor. T́ım je d̊ukaz u konce.

Problém 11.4.2. Ve světle Shannonovy věty se nab́ıźı otázka, jak je tomu s
kódy o hustotě rovné kapacitě kanálu 1 − H(p): existuj́ı nebo ne? Přesněji: je
pravda, že pro každé ε, p > 0 existuj́ı kódy s hustotou 1 − H(p) a spolehlivost́ı
aspoň 1 − ε? Co když požadujeme pouze spolehlivost zdola omezenou kladnou
konstantou? Odpověd’ neznám.
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Cvičeńı

I 11.4.1. Dokažte pomoćı Černovovy nerovnosti, že počet chyb při přenosu
binárńıho slova délky n po kanálu s pravděpodobnost́ı chyby p bude v intervalu
[n(p− α), n(p+ α)] s pravděpodobnost́ı alespoň

1− 2e−nα
2/2.

I 11.4.2. Dokažte, že pravděpodobnost konjunkce náhodných jev̊u A a B je

Pr
[
A ∧B

]
≥ Pr

[
A
]

+ Pr
[
B
]
− 1.

I 11.4.3. * Dokažte, že pro p ∈ (0, 1) je

lim
n→∞

log
(
n
pn

)
n

= H(p).

Odvod’te dolńı odhad pro objem koule V (n, r) analogický horńımu odhadu ve
větě 11.1.1.
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Kapitola 12

Asymptotika

V kapitole 1 jsme zavedli funkci A(n, d), jej́ıž hodnotou je maximálńı k, pro které
existuje binárńı (n, k, d)-kód. Singleton̊uv a Hamming̊uv odhad funkci A(n, d)
shora omezuj́ı. V této kapitole nejprve odvod́ıme dolńı odhad pro funkci A(n, d),
a pak dokážeme asymptotické verze těchto odhad̊u.

12.1 Asymptotické chováńı kód̊u

Začněme otázkou, co je to dobrý kód. Hledisek pro posuzováńı kód̊u je v́ıce a
vzájemně si odporuj́ı; obecně např́ıklad chceme, aby kód měl velkou minimálńı
vzdálenost (protože pak má schopnost opravovat hodně chyb) a zároveň obsahoval
co nejv́ıce slov. Přesto existuje poměrně uspokojivé měř́ıtko kvality kódu, nebo
přesněji nekonečné tř́ıdy kód̊u. Připomeňme, že hustota (n, k, d)-kódu C je č́ıslo

α(C) = k/n.

Definujme podobně relativńı vzdálenost δ(C) předpisem

δ(C) = d/n.

Nekonečná tř́ıda binárńıch kód̊u C je asymptoticky dobrá, pokud existuj́ı kladné
konstanty α, δ s vlastnost́ı, že pro každý kód C ∈ C je α(C) > α a δ(C) > δ.

Které z nám známých tř́ıd kód̊u jsou asymptoticky dobré? Hammingovy kódy
maj́ı velkou hustotu, ale jejich minimálńı vzdálenost je jen 3, takže relativńı
vzdálenost, 3/n, se bĺıž́ı k nule. Triviálńı tř́ıdy kód̊u (opakovaćı, totálńı, paritńı
kódy) rovněž nejsou dobré. Reed–Solomonovy kódy potřebuj́ı velkou abecedu, ne-
jsou binárńı. Konečně se dá ukázat, že ani binárńı BCH kódy nejsou asymptoticky
dobré. Existuje v̊ubec nějaká dobrá tř́ıda binárńıch kód̊u?

77
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12.2 Gilbert–Varshamov̊uv odhad

Věta 12.2.1. Necht’ n, k, d jsou přirozená č́ısla. Plat́ı-li pro objem kombinatorické
koule nerovnost

V (n, d− 1) < 2n−k+1, (12.1)

pak existuje binárńı (lineárńı) [n, k, d]-kód.

D̊ukaz. Pro k ≤ 1 je tvrzeńı triviálńı. Pro vyšš́ı k jej dokazujeme indukćı.
Nerovnost (12.1) je splněna i pro k − 1 na mı́stě k, necht’ tedy C je binárńı
[n, k − 1, d]-kód. Koule B(c, d − 1), kde c prob́ıhá slova kódu C, nepokrývaj́ı
prostor Fn2 , protože jich je 2k−1, každá má objem V (n, d− 1) a podle (12.1) je

2k−1 · V (n, d− 1) < 2n.

Existuje tedy nějaké slovo z, které nelež́ı v žádné kouli B(c, d− 1) a má tedy od
každého slova kódu C vzdálenost aspoň d. Jinými slovy, každý součet z + c, kde
c ∈ C, má váhu

|z + c| ≥ d. (12.2)

Necht’ C ′ je lineárńı kód generovaný množinou C∪{z}. Ten má dimenzi k (nebot’

z /∈ C) a podle (12.2) má minimálńı váhu alespoň d, protože každý jeho prvek je
tvaru c nebo z + c, kde c ∈ C.

Důsledkem věty 12.2.1 je dolńı odhad na funkci A(n, d).

Věta 12.2.2 (Gilbert–Varshamov̊uv odhad). Pro d ≤ n/2 plat́ı

A(n, d) > n
(

1−H
(d− 1

n

))
.

D̊ukaz. Podle věty 11.1.1 v kapitole 11 je

log V (n, d− 1) < nH
(d− 1

n

)
.

Pokud tedy pro nějaké k plat́ı

nH
(d− 1

n

)
≤ n− k + 1, (12.3)

pak je splněna podmı́nka věty 12.2.1 a existuje tedy binárńı [n, k, d]-kód. Stač́ı
proto zvolit

k =
⌊
n
(

1−H
(d− 1

n

))
+ 1
⌋
,

což je podle vztahu bx + 1c > x větš́ı než pravá strana dokazované nerovnosti.
Důkaz je hotov.



12.3. Asymptotické odhady 79

Pro libovolné dané d zvolme n = 3d. Podle Gilbert–Varshamovova odhadu
existuje binárńı [n, k, d]-kód Cd dimenze k > n(1−H(1/3)). Pro takový kód plat́ı

δ(Cd) ≥
1

3
a α(Cd) ≥ 1−H(1/3) > 0.

Tř́ıda {Cd : d ∈ N} je tedy asymptoticky dobrá!
Na druhou stranu nám věta 12.2.1 nedává explicitńı popis této tř́ıdy, d̊ukaz je

existenčńı. Konstrukce asymptoticky dobrých kód̊u byla po dlouhou dobu ‘svatým
grálem’ teorie kód̊u. Historicky prvńı nalezenou tř́ıdou s požadovanými vlastnos-
tmi byla tř́ıda Justesenových kód̊u, se kterou se seznámı́me v odd́ılu 12.5.

Cvičeńı

I 12.2.1. Dokažte verzi Gilbert–Varshamovova odhadu pro q-árńı kódy: je-li

Vq(n, d− 1) < qn−k,

pak existuje [n, k, d]q-kód.

I 12.2.2. Dokažte Gilbert̊uv odhad : plat́ı-li

M · Vq(n, d− 1) < qn,

potom existuje (ne nutně lineárńı) (n, logqM,d)q-kód.

12.3 Asymptotické odhady

Asymptotické verze r̊uzných nerovnost́ı se daj́ı stručně vyjádřit s použit́ım
následuj́ıćı definice. Pro č́ıslo δ ∈ [0, 1] položme

α(δ) = lim sup
n→∞

A(n, dδne)
n

. (12.4)

Dolńı odhad pro funkci α(δ) plyne z věty 12.2.2.

Věta 12.3.1 (Asymptotický Gilbert–Varshamov̊uv odhad). Pro δ ≤ 1/2 plat́ı

α(δ) ≥ 1−H(δ).

D̊ukaz. Necht’ je dáno δ ≤ 1/2 a n > 0. Z věty 12.2.2 a z nerovnosti dxe < x+ 1
plyne

A(n, dδne)
n

> 1−H
(dδne − 1

n

)
> H(δ).
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Také Singleton̊uv odhad má své asymptotické vyjádřeńı.

Věta 12.3.2 (Asymptotický Singleton̊uv odhad). Pro každé δ ∈ [0, 1] plat́ı

α(δ) ≤ 1− δ.

D̊ukaz. Podle Singletonova odhadu (věta 1.7.2) plat́ı A(n, d) ≤ n− d+ 1 a tedy

A(n, dδne)
n

≤ 1− dδne
n

+
1

n
≤ 1− δ +

1

n
.

Pravá strana pro n→∞ konverguje k 1− δ.

Obrázek 12.1 znázorňuje oba odhady v grafu s osami δ a α.

α(δ)

1

0 0.5 1 δ

Obrázek 12.1: Asymptotický Gilbert–Varshamov̊uv a Singleton̊uv odhad. Funkce
α(δ) lež́ı ve vybarvené oblasti.

12.4 Asymptotický Hamming̊uv odhad

Než dokážeme asymptotickou verzi Hammingova odhadu, potřebujeme zdola
odhadnout č́ıslo V (n, k). Zat́ım jsme dokázali pouze horńı odhad

V (n, k) < 2nH(k/n),

a to ve větě 11.1.1.
Obvyklý d̊ukaz dolńıho odhadu je založen na Stirlingově formuli, která udává

asymptotické chováńı funkce n!. My jej odvod́ıme z jednodušš́ıho vztahu, jehož
d̊ukaz ponecháváme jako cvičeńı.

Lemma 12.4.1. Pro přirozené n ≥ 50 plat́ı(n
e

)n
< n! <

(n
e

)n+1

.
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D̊ukaz. Cvičeńı 12.4.1.

Protože V (n, k) je součtem kombinačńıch č́ısel od
(
n
0

)
po
(
n
k

)
, plyne horńı

odhad č́ısla V (n, k) z následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 12.4.2. Pro přirozená č́ısla 0 ≤ k ≤ n, kde n ≥ 50, plat́ı(
n

k

)
>

e2

k(n− k)
· 2nH(k/n).

D̊ukaz. Podle lemmatu 12.4.1 máme(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

>
(n/e)n

(k/e)k+1((n− k)/e)n−k+1

=
e2

k(n− k)
· nn

kk(n− k)n−k

=
e2

k(n− k)
· 2nH(k/n).

Věta 12.4.3 (Asymptotický Hamming̊uv odhad). Pro δ ∈ [0, 1] plat́ı

α(δ) ≤ 1−H(δ/2).

D̊ukaz. Z Hammingova odhadu (věta 4.1.1) plyne, že A(n, d) ≤ n−log V (n, b(d−
1)/2c), tedy

A(n, dδne)
n

≤ 1−
log V

(
n,
⌊
δn−1

2

⌋)
n

.

Z lemmatu 12.4.2 je

log V (n, k)

n
>

(
n

k

)
> H(k/n) + o(1),

kde o(1) představuje člen jdoućı k 0 pro n→∞. Dosazeńım do prvńı nerovnosti
dostaneme

A(n, dδne)
n

< 1−H
(⌊δn− 1

2

⌋
/n
)
− o(1)

< 1−H
(δn− 3

2n

)
− o(1)

= 1−H
(δ

2
− 3

2n

)
− o(1),

kde pravá strana posledńı nerovnosti se pro n→∞ bĺıž́ı 1−H(δ/2).

Protože asymptotická forma Hammingova odhadu je ve všech bodech lepš́ı
než asymptotický Singleton̊uv odhad, podařilo se nám zúžit oblast vyznačenou
na obrázku 12.1. Obrázek 12.2 znázorňuje asymptotický Hamming̊uv odhad.
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α(δ)

1

0 0.5 1 δ

Obrázek 12.2: Asymptotický Gilbert–Varshamov̊uv a Hamming̊uv odhad.

Cvičeńı

I 12.4.1. Následuj́ıćı problémy jsou kroky k d̊ukazu odhadu hodnot funkce n!.

(a) Pro x ∈ R dokažte, že plat́ı

1 + x < ex <
1

1− x
.

(b) Odvod’te nerovnost (
1 +

1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

,

kde n ∈ N.

(c) Dokažte, že pro n ≥ 50 plat́ı(n
e

)n
< n! <

(n
e

)n+1

.

(Návod: ověřte nerovnost pro n = 50 a poté dokažte, že

an+1/an < bn+1/bn < cn+1/cn,

kde an, bn a cn je levá, prostředńı, resp. pravá strana zkoumané nerovnice.)

12.5 Justesenovy kódy

Pro libovolné reálné č́ıslo κ ∈ (0, 1
2
) zkonstruujeme nekonečnou tř́ıdu binárńıch

kód̊u Jm,κ (kde m = 1, 2, . . . ) s hustotou alespoň κ, jejichž relativńı vzdálenost
je zdola omezena kladnou konstantou.
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Pro dané přirozené č́ıslo m necht’ q = 2m. Začneme s kódem C = Cm,κ, který
je rozš́ı̌reńım Reed–Solomonova kódu RSq,qκ. Připomeňme, že tento RS kód je
q-árńı kód s parametry [q− 1, qκ, q(1−κ)], a C z něj vznikne přidáńım paritńıho
symbolu1 jako v odd́ılu 6.2.

Těleso Fq je vektorovým prostorem dimenze m nad F2. Každému prvku β ∈ Fq
tedy můžeme přǐradit vektor 〈β〉 délky m, jehož složky jsou souřadnice prvku β
vzhledem k pevné bázi prostoru Fq, dejme tomu k bázi 1, α, . . . , αm−1, kde α je
primitivńı prvek tělesa Fq. Vektor 〈β〉 je vlastně m-tice bit̊u.

Kód Jm,κ dostaneme, pokud každý symbol ci každého slova kódu Cm,κ
nahrad́ıme ‘zřetězeńım’ vektor̊u 〈ci〉 a 〈αici〉:

Jm,κ = {〈c0〉〈c0〉 . . . 〈ci〉〈αici〉 . . . 〈cq−1〉〈αq−1cq−1〉 : c0 . . . cq−1 ∈ Cm,κ}.

Kód Jm,κ má parametry (n, k, d), kde:

• n = 2m · q = m · 2m+1 (každý z q symbol̊u kódového slova jsme nahradili
vektorem délky 2m),

• k = m · qκ = κm2m (dimenze nad Fq je qκ, přičemž Fq samo je vektorovým
prostorem dimenze m nad F2).

Minimálńı vzdálenosti d teprve odhadneme. Kĺıčem k tomu bude následuj́ıćı
úvaha. Libovolné slovo c ∈ Cm,κ obsahuje q(1 − κ) nenulových symbol̊u. Při
přechodu ke kódu Jm,κ jsme každý takový symbol ci nahradili 2m-tićı bit̊u
〈ci〉〈αici〉. Podstatné je, že symbol̊um ci a cj, kde i 6= j, odpov́ıdaj́ı r̊uzné 2m-tice.
Pokud každou 2m-tici interpretujeme jako charakteristickou funkci podmnožiny
{1, . . . , 2m}, dostáváme q(1− κ) r̊uzných podmnožin.

Lemma 12.5.1. Necht’ γ ∈ (0, 1) je pevné reálné č́ıslo. Je-li A systém alespoň
γ · 2m r̊uzných podmnožin množiny M = {1, . . . , 2m}, pak pr̊uměrná velikost
množiny z A je alespoň

2m ·H−1
(1

2

)
· (1− o(1)),

kde o(1) označuje člen jdoućı k 0 pro m → ∞ a funkce H−1 : [0, 1] → [0, 1
2
] je

inverzńı k entropické funkci.

D̊ukaz. Necht’ t je přirozené č́ıslo. Počet podmnožin množiny M o méně než t
prvćıch je přesně V (2m, t) (objem kombinatorické koule o poloměru t). Ostatńı
podmnožiny maj́ı alespoň t prvk̊u, takže pr̊uměrná velikost podmnožiny z A je

s ≥ t

|A|
·
(
|A| − V (2m, t)

)
= t
(

1− V (2m, t)

|A|

)
≥ t
(

1− 22mH( t
2m

)

γ · 2m
)

1Standardńı konstrukce Justesenových kód̊u použ́ıvá př́ımo kód RSq,qκ, ale s kódem C nám
vyjdou trochu hezč́ı č́ısla.
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z horńıho odhadu č́ısla V (2m, t) a z faktu, že |A| ≥ γ · 2m. Zvoĺıme-li nyńı

t = 2m ·H−1
(1− ε

2

)
,

kde ε = ε(m) je ‘malé’ č́ıslo (jehož závislost na m urč́ıme ńıže), odhad se
zjednoduš́ı a dostaneme

s ≥ t
(

1− 2m(1−ε)

γ · 2m
)

= t
(

1− 1

γ · 2εm
)

= 2m ·H−1
(1− ε

2

)(
1− 1

γ · 2εm
)
.

Pokud se nám podař́ı zvolit ε(m) tak, aby pro m → ∞ bylo ε → 0, ale
εm→∞, pak výraz v posledńı závorce bude 1−o(1) (ve smyslu zněńı lemmatu),
zat́ımco výraz H−1((1 − ε)/2) se pro velké m bĺıž́ı 1/2, a je tedy rovněž typu
H−1(1/2)(1− o(1)). Celkem vzato, daná volba parametru t ukazuje, že

s ≥ 2m ·H−1
(1

2

)
· (1− o(1)),

což jsme chtěli dokázat.

Vrat’me se k minimálńı vzdálenosti kódu Jm,κ. Protože počet r̊uzných 2m-tic
bit̊u v každém jeho slově je alespoň q(1−κ) = 2m(1−κ), lze použ́ıt lemma 12.5.1
a odvodit dolńı odhad na pr̊uměrnou váhu těchto 2m-tic. Z něj plyne, že jejich
celková váha (a tedy minimálńı váha kódu Jm,κ) je alespoň

2m · (1− κ) · 2m ·H−1
(1

2

)
· (1− o(1))

a relativńı vzdálenost se tak pro velké m bĺıž́ı konstantě

H−1
(1

2

)
· (1− κ).

Vzhledem k tomu, že i hustota je zdola omezena konstantou κ/2, našli jsme
asymptoticky dobrou tř́ıdu kód̊u.
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Kapitola 15

Co se nevešlo

15.1 Váhové polynomy a věta MacWilliamsové

Váhový polynom PC(x) libovolného kódu C určuje pro každé i = 0, . . . , n, kolik
kódových slov má váhu i. Je definován jako

PC(x) =
∑
c∈C

x|c|,

kde |c| je váha kódového slova c, takže počet slov váhy i zjist́ıme jako koeficient
u členu xi. V početńı kombinatorice se podobné polynomy obvykle označuj́ı jako
vytvořuj́ıćı funkce.

Pro lineárńı kód C plat́ı překvapivý vztah mezi polynomem PC a váhovým
polynomem duálńıho kódu PC⊥ : tzv. věta MacWilliamsové. Větu uvedeme pro
binárńı kódy, obecný př́ıpad ponecháváme jako cvičeńı 15.1.1.

Věta 15.1.1 (MacWilliamsová). Pro binárńı kód C délky n plat́ı

PC⊥(x) =
1

|C|
· (1 + x)n · PC

(
1− x
1 + x

)
.

D̊ukaz. Pro a ∈ C položme

g(a) =
∑
b∈Fn2

(−1)a·bx|b|,

kde a · b je skalárńı součin. Na každý sč́ıtanec se zde můžeme d́ıvat jako na součin

89
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n č́ısel ve tvaru (−1)aibixbi :

g(a) =
∑
b∈Fn2

(
(−1)a1b1xb1

)
· · · · ·

(
(−1)anbnxbn

)
=

∑
b∈Fn2

(
(−1)a1x

)b1
· · · · ·

(
(−1)anx

)bn
=

(
1 + (−1)a1x

)
· · · · ·

(
1 + (−1)anx

)
= (1− x)|a| · (1 + x)n−|a| = (1 + x)n ·

(
1− x
1 + x

)|a|
,

takže sečteńım polynomů g(a) přes všechna a ∈ C dostaneme téměř pravou
stranu dokazované rovnice:

∑
a∈C

g(a) = (1 + x)n · PC

(
1− x
1 + x

)
.

Souvislost s kódem C⊥ je dána faktem, že slovo b ∈ F n
2 je bud’ ortogonálńı na

všechna a ∈ C (a pak patř́ı do C⊥), nebo je ortogonálńı přesně na polovinu slov
a ∈ C. (Je-li totiž ab = 1, kde a ∈ C, pak pro každé a′ ∈ C plat́ı a′b = 0 právě
když (a′ + a)b = 1.) Jinými slovy: v součtu

∑
a∈C g(a) má polovina z |C| člen̊u

pro libovolné slovo b /∈ C⊥ znaménko + a polovina znaménko −. Tyto členy tedy
můžeme zanedbat. Dostáváme∑

a∈C

g(a) =
∑
a∈C

∑
b∈C⊥

(+1) · x|b| = |C| · PC⊥(x).

Odtud plyne tvrzeńı věty.

Cvičeńı

I 15.1.1. Dokažte větu MacWilliamsové pro kódy nad tělesem Fq, kde q je
prvoč́ıslo:

PC⊥(x) =
1

|C|
·
(

1 + (q − 1)x
)
· PC

(
1− x

1 + (q − 1)x

)
.

Návod: Definujte g(a) jako komplexńı polynom

g(a) =
∑
b∈Fn

q

ωa·bx|b|,

kde ω = e2πi/q je komplexńı q-tá odmocnina z jedné, a použijte vztah∑q−1
j=0 ω

j = 0.
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15.2 Jednoznačnost kódu G24

V tomto odd́ılu zaháj́ıme d̊ukaz, že existuje (až na isomorfismus) jen jediný
binárńı (24, 12, 8)-kód obsahuj́ıćı nulové slovo, totiž kód G24. (Důkaz dokonč́ıme
v odd́ılu 15.4.) Necht’ tedy C je kód s těmito vlastnostmi.

Zvolme i od 1 do 24 a připomeňme, že proṕıchnut́ı kódu C na pozici i zna-
mená ‘odstraněńı’ i-té souřadnice ze všech kódových slov. V našem př́ıpadě t́ım
vznikne (23, 12, 7)-kód C ′ obsahuj́ıćı nulové slovo. Podle věty 4.3.2 je jeho váhový
polynom jednoznačně určen a nezáviśı na pozici i. Prozkoumáńım tohoto poly-
nomu zjist́ıme, že C ′ obsahuje jen slova, jejichž váha je tvaru 4t nebo 4t − 1 (t
celé). Z toho ale plyne, že váha každého slova kódu C je dělitelná 4, jinak bychom
proṕıchnut́ım na vhodné pozici dostali slovo váhy 2 nebo 3 (mod 4).

Váhový polynom našeho kódu C tedy podle věty 4.3.2 muśı být

PC(x) = 1 + 759x8 + 2576x12 + 759x16 + x24. (15.1)

Uvažujme kód C jako podmnožinu vektorového prostoru F24
2 . Je-li u ∈ C, pak

kód u + C = {u+ c : c ∈ C} je rovněž (24, 12, 8)-kód (protože přičteńı vektoru
u neměńı vzdálenosti) a obsahuje nulové slovo. Podle výše uvedené úvahy je
Pu+C(x) = PC(x). Z toho plyne, že pro u, v ∈ C je váha |u+ v| (tedy vzdálenost
slov u, v) násobkem 4. Přitom podle (4.4) plat́ı

2〈u, v〉 ≡ |u+ v| − |u| − |v| (mod 4)

a tedy 〈u, v〉 = 0 pro každé u, v ∈ C. Lineárńı kód C̃ ⊂ F24
2 , generovaný prvky

kódu C, má bázi B ⊂ C, ve které pro každé b, b′ ∈ B plat́ı 〈b, b′〉 = 0. Podle
lemmatu 4.2.2 je kód C̃ podmnožinou svého duálńıho kódu C̃⊥. Protože je ale

12 = dimC ≤ dim C̃ ≤ dim C̃⊥ a dim C̃ + dim C̃⊥ = 24,

muśı být C = C̃. Kód C je tedy lineárńı a nav́ıc samoduálńı!
Ukážeme nyńı, že C (přesněji nějaký ekvivalentńı kód) má generuj́ıćı matici

ve speciálńım tvaru 
0 1 . . . 1
1

I12
... D
...
1

 (15.2)

Vı́me, že C obsahuje slovo c váhy 12; po vhodné permutaci pozic můžeme
předpokládat, že c = (1 . . . 10 . . . 0). Kód dále obsahuje vektor 1 ze samých
jedniček. Necht’ G je generuj́ıćı matice s prvńım řádkem c. Označme

G =


1 . . . 1 0 . . . 0

R S

 .
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Tvrd́ıme, že matice S muśı mı́t plnou hodnost (tedy 11). Předpokládejme totiž,
že nějaká množina {si : i ∈ I} řádk̊u matice S má nulový součet, a položme
g =

∑
i∈I(ri | si), kde ri je i-tý řádek matice R. Váhy kódových slov g a g + c

dávaj́ı v součtu 12, takže nemohou být obě alespoň 8. To je spor.
Matice S tedy generuje kód délky 12 a dimenze 11. Každé jeho slovo má

nulový součet, protože každý řádek matice G je ortogonálńı na na vektor c + 1.
To znamená, že matice S muśı generovat paritńı [12, 11, 2]-kód. Lze tedy bez újmy
na obecnosti předpokládat, že je ve tvaru

S =

 1

I11
...
1


Nyńı již ve sloupćıch 12 až 23 matice G snadno dostaneme podmatici I12 a po
přerovnáńı sloupc̊u źıskáváme hledaný tvar (15.2). O matici D se dá leccos ř́ıci.

Tvrzeńı 15.2.1. Každý řádek matice D v (15.2) má váhu 6. Každé dva řádky
maj́ı právě 3 jedničky ve stejných sloupćıch.

D̊ukaz. Důvodem je, že kód G24 má minimálńı váhu 8 a všechny váhy dělitelné
4.

K vlastnostem matice D se vrát́ıme v odd́ılu 15.4, kde uvid́ıme, že j́ı
odpov́ıdá kombinatorická struktura, tzv. design, která je pro dané parametry
určena jednoznačně (až na isomorfismus). Z toho vyplyne jednoznačnost kódu
G24 (věta 15.4.3).

15.3 Designy

Designy jsou množinové systémy vykazuj́ıćı velkou mı́ru pravidelnosti. Necht’ X
je konečná množina (jej́ı prvky budeme označovat jako body) a necht’ D je systém
podmnožin množiny V (tzv. blok̊u). Řekneme, že (X,D) je design s parametry
t-(v, k, λ), kde všechna ṕısmena označuj́ı přirozená č́ısla, pokud

(i) |X| = v,

(ii) velikost každého bloku je k,

(iii) každá t-tice prvk̊u z X lež́ı právě v λ bloćıch.

Př́ıkladem designu je Fanova rovina na obr. 1.1, jej́ıž parametry jsou 2-(7, 3, 1).
Z parametr̊u t, v, k, λ lze určit i některé daľśı. Předevš́ım je to počet blok̊u

b, který źıskáme, spoč́ıtáme-li dvěma zp̊usoby dvojice (A,B), kde A ⊂ B ∈ D,
|A| = t. Je totiž (

v

t

)
· λ = b ·

(
k

t

)
,
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takže

b = λ

(
v
t

)(
k
t

) . (15.3)

Dále lze určit stupeň libovolného vrcholu x ∈ X, tj. počet blok̊u, ve kterých
je obsažen. Vrchol x lze totiž

(
v−1
t−1

)
zp̊usoby doplnit na t-prvkovou množinu, a

taková množina je obsažena v λ bloćıch. Každý tento blok jsme ovšem započ́ıtali(
k−1
t−1

)
-krát, proto stupeň vrcholu x je

d = λ

(
v−1
t−1

)(
k−1
t−1

) . (15.4)

Konečně spoč́ıtejme ještě jeden parametr: pr̊uměrnou velikost pr̊uniku dvou
blok̊u designu D. Zvolme pevně blok B ∈ D a spoč́ıtejme dvojice (b, C), kde
b ∈ B∩C a B 6= C ∈ D. Každý z k vrchol̊u bloku B je obsažen v d = λ

(
v−1
t−1

)
/
(
k−1
t−1

)
bloćıch, mezi nimiž je ale i blok B. Blok̊u C 6= B je b − 1. Pr̊uměrná velikost
pr̊uniku B ∩ C je tak

k(d− 1)

b− 1
.

Vzhledem k tomu, že toto č́ıslo nezálež́ı na volbě bloku B, jedná se skutečně o
pr̊uměrnou velikost pr̊uniku přes všechny dvojice blok̊u designu D.

Incidenčńı matice množinového systému (X,D) je matice, jej́ıž řádky
odpov́ıdaj́ı blok̊um z D, sloupce prvk̊um množiny X, a jej́ıž položky jsou rovny
0 nebo 1 podle toho, zda př́ıslušný prvek nálež́ı danému bloku. Řečeno přesněji,
položme D = {B1, . . . , Bb}, X = {x1, . . . , xv}, a definujme matici M(X,D) =
(mij) o rozměrech b× v předpisem

mij =

{
1 pokud xj ∈ Bi,
0 jinak.

Matice M(X,D) je incidenčńı matice systému (X,D) (pro zvolené oč́ıslováńı
blok̊u a vrchol̊u).

V následuj́ıćım odd́ılu budeme potřebovat větu o speciálńım typu design̊u.
Design s parametry 2-(v, k, λ) je čtvercový, má-li stejný počet blok̊u a bod̊u, tj.
b = v.

Věta 15.3.1. Ve čtvercovém 2-(v, k, λ) designu maj́ı každé dva bloky pr̊unik o
velikosti právě λ.

D̊ukaz. Necht’ D je čtvercový design s incidenčńı matićı M . Protože b = v a t = 2,
z rovnosti (15.3) plyne k(k − 1) = λ(v − 1). Dosazeńım do (15.4) dostáváme, že
stupeň d je roven k.

Každá dvojice bod̊u lež́ı v λ bloćıch, každý bod v d = k bloćıch. Odtud

MTM = λI + (k − λ)J, (15.5)
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kde I je identická matice a J je matice ze samých jedniček. K d̊ukazu tvrzeńı
stač́ı ukázat, že MMT = MTM .

Protože každý blok obsahuje k bod̊u a každý bod je v k bloćıch, plat́ı

MJ = JM = kJ.

Matice M tedy komutuje s J a tedy s každou matićı tvaru xI+yJ , kde x, y ∈ R.
Dı́ky (15.5) komutuje s MTM , takže

MMT = M
(
MT (MM−1)

)
=
(
M(MTM)

)
M−1 =

(
(MTM)M

)
M−1 = MTM,

což jsme chtěli dokázat.

15.4 Design s parametry 2-(11, 6, 3)

Necht’ D11 je množinový systém na 11 bodech, jehož 11 blok̊u je znázorněno na
obrázku 15.1. Rozborem př́ıpad̊u se snadno ukáže, že jde o 2-(11, 6, 3) design.

a

c0

b0

c1
b1

c2

b2

c3

b3

c4
b4

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 15.1: (a) Označeńı prvk̊u množiny X. (b)–(d) Bloky designu D11 na X
jsou všechny možné rotace vyznačených množin kolem středu.

Isomorfismus množinových systémů (X,D) a (X ′,D′) je taková bijekce f :
X → X ′, že pro každou podmnožinu B ⊂ X plat́ı

B ∈ D právě když f(B) ∈ D′.
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Věta 15.4.1. Design D11 je jediný 2-(11, 6, 3) design až na isomorfismus.

D̊ukaz. Necht’ D je design s těmito parametry. Budeme se snažit označit jeho
body symboly a, bi, ci tak, aby vyšly přesně tytéž bloky jako na obrázku 15.1. To
je samozřejmě jen zp̊usob, jak specifikovat isomorfismus mezi oběma designy. V
d̊ukazu se nám bude hodit věta 15.3.1, z ńıž plyne, že každé dva bloky designu
D maj́ı tř́ıprvkový pr̊unik. Všimněme si, že pr̊unik 3 blok̊u pak muśı mı́t nejvýše
2 prvky.

Vezměme libovolný blok A designu D a označme jeden prvek bloku A jako
a. Definujme na 5-prvkové množině A − {a} graf H, ve kterém jsou hranou
spojeny body b a b′, pokud existuje blok B s vlastnost́ı, že A ∩ B = {a, b, b′}
(je-li takových blok̊u v́ıc, hrana bude v́ıcenásobná). Pro libovolné b ∈ A − {a}
je dvojice a, b obsažena kromě A právě ve dvou daľśıch bloćıch, z nichž každý
obsahuje ještě třet́ı prvek z A. Stupeň každého vrcholu grafu H je tedy přesně
2. Graf nav́ıc neobsahuje násobné hrany, nebot’ dvojitá hrana mezi vrcholy b, b′

by znamenala, že trojice a, b, b′ je ve třech bloćıch, což je nemožné. Pak ovšem H
muśı být kružnice b0b1b2b3b4 na 5 vrcholech.

Označme blok obsahuj́ıćı trojici a, bi, bi+1 (r̊uzný od A) symbolem Bi. (Veškeré
indexy nadále interpretujeme modulo 5.) Pr̊unik Bi−1 ∩Bi obsahuje kromě bod̊u
a, bi ještě třet́ı bod, a ten nemůže ležet v A. Označme jej tedy ci. Tvrd́ıme, že
body ci jsou navzájem r̊uzné. Kdyby ne, musel by nějaký bod ci ležet ve třech
‘po sobě jdoućıch’ bloćıch Bj−1, Bj, Bj+1. Pr̊unik těchto blok̊u je pak {a, ci}. Je
snadné nahlédnout, že 3 bloky s dvouprvkovým pr̊unikem muśı pokrývat všech
11 bod̊u. Přitom však bod bj+3 nelež́ı v žádném z nich, což je spor.

Každý blok Bi obsahuje body a, bi, bi+1, ci a ci+1. Šestý bod nemůže ležet v
A (tam už 3 body jsou), takže zbývaj́ı možnosti ci−1, ci+2 a ci+3. Kdyby ale Bi

obsahoval bod ci−1 resp. ci+2, měl by alespoň 4 body společné s blokem Bi−1

resp. Bi+1. Proto ci+3 ∈ Bi, takže blok Bi má tvar jako na obrázku 15.1(c). (Ten
znázorňuje konkrétně blok B2.) Dále blok A je shodný s obrázkem 15.1(b).

Zbývá nahlédnout, že ostatńıch 5 blok̊u je typu (d). Dvojice bi, ci jsou kromě
blok̊u Bi−1 a Bi v jednom daľśım bloku, který označ́ıme Ci. Ten jistě neobsahuje
bod a (jinak by a, bi, ci byly ve 3 bloćıch). Tvrd́ıme, že Ci obsahuje body bi+2 a
bi−2. Dejme tomu, že ne. Protože |Ci ∩ A| = 3, můžeme ze symetrie předpokládat,
že bi+1 ∈ Ci. Pak ale prvek ci+1 ani prvek ci−2 nejsou v Ci, protože jinak by bloky
Bi a Ci měly 4-prvkový pr̊unik. Blok Ci tedy neobsahuje prvky a, ci+1, ci−2 z
bloku Bi−2, a muśı tedy obsahovat všechny 3 ostatńı prvky. Mezi nimi jsou bi−2 a
bi−1, takže spolu s prvky bi a bi+1 již Ci obsahuje 4 prvky z bloku A. To je spor.

Jakmile v́ıme, že bi+2 a bi−2 jsou v Ci, je snadné nahlédnout, že zbývaj́ıćı
prvky tohoto bloku (kromě bi a ci) muśı být ci+1 a ci−1. Blok Ci je tedy skutečně
jako na obrázku 15.1(d). T́ım je isomorfismus nalezen.

Větu 15.4.1 lze aplikovat na kód G24. Interpretujme matici D z tvrzeńı 15.2.1
jako incidenčńı matici množinového systému G na množině V = {1, . . . , 11}.



96 Kapitola 15. Co se nevešlo

Tvrzeńı 15.2.1 ř́ıká, že každý blok má velikost 6 a každé dva bloky maj́ı pr̊unik o
velikosti 3. Je (V,G) design?

Tvrzeńı 15.4.2. Systém (V,G) je design s parametry 2-(11, 6, 3).

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že každé dva prvky množiny V lež́ı ve 3 bloćıch. Jaký
je pr̊uměrný počet blok̊u obsahuj́ıćıch danou dvojici prvk̊u? Každý z 11 blok̊u
obsahuje

(
6
2

)
z
(

11
2

)
dvojic, takže počet blok̊u, v nichž je dvojice obsažena, je

pr̊uměrně
11 ·

(
6
2

)(
11
2

) = 3

bloćıch. Neńı-li každá dvojice obsažena ve 3 bloćıch, pak existuje dvojice, která
je obsažena ve 4 bloćıch B1, . . . , B4. Necht’ |B1 ∩ · · · ∩B4| = m, kde zjevně 2 ≤
m ≤ 3.

Podle principu inkluze a exkluze plat́ı pro velikost sjednoceńı

|
⋃
i

Bi| =
∑
i

|Bi| −
∑
i<j

|Bi ∩Bj|+
∑
i<j<k

|Bi ∩Bj ∩Bk| − |B1 ∩B2 ∩B3 ∩B4|

≥
(

4

1

)
· 6−

(
4

2

)
· 3 +

(
4

3

)
·m−m

= 6 + 3m > 11,

což je spor. Každá dvojice je tedy právě ve 3 bloćıch.

Protože 2-(11, 6, 3) design je jediný až na isomorfismus, je také incidenčńı
matice takového designu jednoznačně určena až na pořad́ı řádk̊u a sloupc̊u. Z
toho snadno plyne, že generuj́ıćı matice 15.2 kódu C (který má parametry Go-
layova kódu G24) je rovněž jednoznačně určena až na permutaci řádk̊u a sloupc̊u.
Dokázali jsme následuj́ıćı větu.

Věta 15.4.3. Každý binárńı (24, 12, 8)-kód obsahuj́ıćı nulové slovo je ekvivalentńı
Golayovu kódu G24.

Podobně plat́ı, že každý binárńı (23, 12, 7)-kód obsahuj́ıćı nulové slovo je ek-
vivalentńı perfektńımu kódu G23, vzniklému odstraněńım proṕıchnut́ım kódu G24

v libovolné souřadnici.
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