Barveni grafii: Motivace, barveni map

@ Miizeme mapu obarvit 3
barvami tak, ze sousedni

staty maji rtiznou barvu?

(Po dokresleni obrazkdi jsem ziistil, ze podkladova mapka obsahuje
néjaké geograficke nepresnosti. Nemél jsem uz silu je opravovat.)
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Barveni grafu

Definice

Necht G = (V/, E) je graf a k € N. Zobrazeni b: V — [k] nazveme
(fadné) obarveni grafu G pomoci k barev, pokud pro kazdou hranu
e = {u, v} plati b(u) # b(v). Chromatické cislo grafu G, znacené
X(G) je nejmensi k takové, ze existuje obarveni G pomoci k barev.
(Pro prazdny graf definujeme chromatické ¢islo jako 0.)




Barveni grafu

Definice

Necht G = (V/, E) je graf a k € N. Zobrazeni b: V — [k] nazveme
(fadné) obarveni grafu G pomoci k barev, pokud pro kazdou hranu
e = {u, v} plati b(u) # b(v). Chromatické cislo grafu G, znacené
X(G) je nejmensi k takové, ze existuje obarveni G pomoci k barev.
(Pro prazdny graf definujeme chromatické ¢islo jako 0.)

Definice
Graf G je k-degenerovany, pokud kazdy jeho (neprazdny) podgraf
obsahuje vrchol stupné nejvyse k.



Barveni grafu

Definice

Necht G = (V/, E) je graf a k € N. Zobrazeni b: V — [k] nazveme
(fadné) obarveni grafu G pomoci k barev, pokud pro kazdou hranu
e = {u, v} plati b(u) # b(v). Chromatické cislo grafu G, znacené
X(G) je nejmensi k takové, ze existuje obarveni G pomoci k barev.
(Pro prazdny graf definujeme chromatické ¢islo jako 0.)

Definice
Graf G je k-degenerovany, pokud kazdy jeho (neprazdny) podgraf
obsahuje vrchol stupné nejvyse k.

Tvrzeni (o chromatickém Cisle a k-degenerovanosti)

Pro kazdy k-degenerovany graf G plati x(G) < k + 1.
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obarveni H pomoci k + 1 barev.
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Tvrzeni (o chromatickém Cisle a k-degenerovanosti)
Pro kazdy k-degenerovany graf G plati x(G) < k + 1.

@ Indukci podle poétu vrcholii n.

@ n=0. G je prazdny, chromatické cislo je dokonce 0.

@ 2. IK: n > 1, predpokladame platnost pro mensi
k-degenerované grafy.
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v

e Uvazime graf H:= G — v.

o H je také k-degenerovany. (Kazdy podgraf
H je i podgraf G.)

Z ind. predp.: x(H) < k + 1. Existuje tedy
obarveni H pomoci k + 1 barev.

Dobarvime v volnou barvou. ]
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Tvrzeni (o chromatickém Cisle a k-degenerovanosti)

Pro kazdy k-degenerovany graf G plati x(G) < k + 1.

Disledek (Véta o Sesti barvach)

Kazdy rovinny graf Ize obarvit Sesti barvami.

Dakaz.
e Kazdy rovinny graf je 5-degenerovany, protoze kazdy jeho
podgraf je opét rovinny, a tedy obsahuje vrchol stupné
maximalné 5. (Vime z minula.)

@ Tedy podle tvrzeni, chromatické cislo rov. grafu je < 6. Ol
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Ve skute€nosti plati:

Véta (Véta o Ctyrech barvach)

Kazdy rovinny graf Ize obarvit ¢tyfmi barvami.

e Dukaz velmi komplikovany, mj. vyuziva pocitace.

@ Nebudeme tedy dokazovat. Ale ukazeme si vylepseni dfivéjsiho
disledku.
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Véta (Véta o péti barvach)

Kazdy rovinny graf G Ize obarvit péti barvami.

@ Opét indukci, jako u tvrzeni s degenerovanosti.

@ V druhém IK: Najdeme v stupné <5, H := G — v. Obarvime
H péti barvami z indukéniho predpokladu.

o Pokud deg v < 4, Ize v dobarvit barvou, ktera
neni na jeho sousedech, mame obarveni G.

o Pokud deg v = 5, ale sousedi pouzivaji < 4
barvy, postupujeme stejné.

o Zbyva doresit, kdyz sousedi (a, b, ¢, d, e v
cykl. poradi) maji presné 5 barev.

@ G,.: indukovany podgraf na vrcholech barev
jako a @i c. ]
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@ Analogicky uvazujeme graf Gpe to uz b a
e museji byt v riiznych komponentach.




Diikaz véty o péti barvach, pokracovani

Diikaz, pokracovani.

@ G,: indukovany podgraf na vrcholech
barev jako a ¢i c.

' @ Jsou-li a a ¢ v riiznych komponentach
" / Gac, prohodime barvy v komponenté
o obsahujici a a dobarvime v.
@ Zbyva doresit situaci, pokud a a ¢ jsou v

téZe komponenté.
@ Analogicky uvazujeme graf Gpe to uz b a
—o e museji byt v riiznych komponentach.

@ Prohodime barvy na komponenté s b a
mame hotovo.



Diikaz véty o péti barvach, pokracovani

Diikaz, pokracovani.

@ G,: indukovany podgraf na vrcholech
barev jako a ¢i c.
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Gac, prohodime barvy v komponenté
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Diikaz, pokracovani.

@ G,: indukovany podgraf na vrcholech
barev jako a ¢i c.

Gac, prohodime barvy v komponenté
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obsahujici a a dobarvime v.

@ Zbyva doresit situaci, pokud a a ¢ jsou v
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@ Analogicky uvazujeme graf Gpe to uz b a
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