Cviceni 28. 3. 2023

Téma: Oscilator, zvySovaci a sniZovaci operatory, stfedni hodnoty
Motivace:

Jacopo Bertolotti @j bertolotti - 21. 3.
Physicists’ hell is a universe where the harmonic oscillator is never a good

approximation.

& .fermion @angryfermion - 21. 3.
if physicists had a hell, what would you find there?

Zobrazit toto vlakno

Na pfednésce byste méli probirat kvantovy oscildtor, systém s potencidlem V =
tmw?z?. Je to dilezity systém.

oo Gausovky

Regent harmonického oscilatoru obsahuji gausovské funkce, e~47* | Funkee jsou tyto:

Pro nékteré z dalsich vypoctl je vhodné vyuzit nasledujicich vzorecki:
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oo ZvySovaci a snizovaci operatory
Pro systém kvantového oscilatoru existuji dva zajimavé a nesmirné uzitecné operatory:
zvySovaci al a snizovaci a. Jejich aplikaci na vlastni stav kvantového oscilatoru |n), kde

n je vlastni ¢islo stavu, ziskame
aln) =+vnln —1) a'n) =vn+1n+1).

Priiklad 1

1.1 Vypoctéte, co ziskdme aplikaci operatoru a'a na stav |n).

Operatoru a'a také ifkame operator poc¢tu excitaci, ditvod by mél byt zfejmy z vysledku.

Operatory a' a a mizeme také vyjadiit pomoci operatori x a p, to bude detailnéji na
prednasce. Relace jsou tyto

a_i mw I+L aT_L mw x_L
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Je mozné si vSimnout, Ze ve vyrazu vystupuje a = \/%, jejim pouzitim se vyrazy
zjednodussi.

1.2 Pouzijte z-reprezentaci operatoru p, tedy —ih%,
a' pomoci z a L.

Ziskané operatory jsou jednoduse vyjadfenim a a a v a-reprezentaci.

Piiklad 2

Rovnice af|n) = v/n + 1|n + 1) funguje i v z-reprezentaci, coZ si nyni ovéfime.

2.1 Vypoctéte prvni excitovany stav kvantového oscildtoru aplikaci zvySovactho op-
eratoru na zékladni stav v z-reprezentaci.

2.2 Jaky by byl vysledek pouziti snizovaciho operatoru na zakladni stav?

2.3 Vypoctéte druhy excitovany stav pouzitim zvySovactho operdtoru na prvni exci-
tovany. Pozor, porovnejte vysledek s vyjadienim fo(x) na prvni strang!

Piiklad 3 Prace s a a af

Krea¢ni a anihila¢ni operatory pro harmonicky oscilator jsou uZzite¢né a hodné se
vyuzivaji. Typicky v ptipadech, kdy je problém mozné ptrevést na oscilator, pripadné
soustavu oscilatorii. Obdobné operatory se také vyuzivaji pro popis mnohoelektronovych
systémil.

3.1 Vypoctéte komutétor [z, p].

3.2 Vypoététe komutaéni relaci pro operatory a a a' s vyuzitim [z, p] = ih.

3.3 Vyjadiete operatory = a p pomoci operatori a a a'.

3.4 Vyjadiete operator 2> pomoci a a af. Vysledek ptrevedte do normalniho poradi
(anihila¢ni vpravo).

V normdlnim povadi je vijraz sloZeny z a a a' ve tvaru, kdy anihilacni operdtory jsou
v kazdém clenu vpravo. Tedy napiiklad at’a3. Toho docilime pouzitim komutacni relace
na cleny obsahujici anihilacni operdtor nalevo od kreacniho. Proc¢ je to uZitecné? Casto
potiebujeme vypocilat stredni hodnotu operdtoru vyjddieného pomoci a a ' pro zdkladni
stav. Tedy v normdlnim poradi (0)a™™a™|0). JelikoZ a|0) = 0, vsechny cleny s a vpravo
thned vypadnou a zbydou jen ¢leny sm =0 an =0, tedy ¢isla.

Pro rychliky: R3.5 Vyjadfete operitor po¢tu excitaci a'a v z-reprezentaci, z vysledku
vytknéte hw, identifikujte Hamiltonian a odvodte vyraz pro Hamiltonian, ktery obsahuje
ala.

Piiklad 4 Stiedni hodnoty

ZvySovaci a snizovaci operdtory ndm umoznuji vypocitat stfedni hodnoty operatori x
nebo derivace jednoduseji nez pomoci integrace. Nyni si to provéfime.

4.1 Vypoctéte stiedni hodnotu x pro zakladni stav.

4.2 Vypottéte stiedni hodnotu operatoru z pomoci a a a' a znalosti jejich akce na
stavy kvantového oscilatoru.

4.3 Vypoctéte stfedni hodnoty operatori p a 2.

4.4 Vypoctéte akei operatoru p? na stav [n). Tedy na stav |n) operatorem p* zaptisobte.
Vysledek oblozte zleva stavem (n| a dopoctéte stfedni hodnotu. (Né&kdy je takovyto
postup uziteény, je dobré jej znat.)

4.5 Ovéite platnost komutacnich relaci.

Priklad 5 Maticova reprezentace

Piisobeni operatorii a a a' je dobfe vidét v maticové reprezentaci, kde se ukaze i par
jinych zajimavych véci pro jiné operatory.

identifikujte o a vyjadiete a a



Pro ptfipomenuti, maticovou reprezentaci operatoru O vytvotrime z ¢isel o,,, vypoctenych
takto 0,,, = <m\(§|n> Cisla 0,,, pak usporadame do matice O.

5.1 Vypoctéte maticovou reprezentaci operatori a a a' obecné a ¢ast pro n < 3 napiste
explicitné jako matici. Jsou hermitovské?

S maticemi mizeme ovéfit nékteré z predeslych vypoctu.

5.2 Ovéite komuta¢ni relaci [a,al] = 1.

5.3 Vypoctéte matici operatorti z a p a jejich druhych mocnin.

5.4 Sestrojte matici Hamiltonianu.



