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Cvi£ení 28. 2. 2023

Funkce, operátory a lineární algebra, 3. díl

Tak jako operátor p·sobí na funkci a výsledkem je funkce, m·ºe operátor p·sobit
na stav a výsledkem bude obecn¥ kombinace stav·. Minule jsme vypo£etli, jak p·sobí

operátory Â = d̂
dφ

a B̂ = eiφ na (obecný stav) |n〉. V na²em p°ípad¥ sta£í vypo£ítat

p·sobení operátoru na funkci fn(φ) =
1√
2π
einφ a ve výsledku identi�kovat bázovou funkci

(tedy op¥t n¥jaké fn(φ)) a p°epsat je jako ket. Získali jsme Â|n〉 = in|n〉 a B̂|n〉 = |n+1〉.
P°íklad 1

1.1 Jsou stavy |n〉 vlastními stavy Â nebo B̂?
1.2 Pomocí znalosti Â|n〉 a B̂|n〉 vypo£t¥te výsledek p·sobení ÂB̂, B̂Â a [Â, B̂] = iB̂

na stav |n〉.
P°íklad 2

2.1 Uvaºujme nyní obecný stav |l〉 = N(|n〉 + |m〉). Jakou hodnotu má normaliza£ní
konstanta N?

2.2 Jaké je p·sobení Â a B̂ na stav |l〉? Je stav |l〉 stále vlastním stavem jednoho z
operátor·?
∞ Maticová reprezentace

Pokud máme n¥jakou ON bázi funkcí, m·ºeme v ní vyjád°it operátory jako matice,
stavy nebo funkce potom budou odpovídat vektor·m koe�cient·.

MaticiO libovolného operátoru Ô seskládáme z tzv. maticových prvk· onm = 〈n|Ô|m〉.
Op¥t si pod bra a ketem m·ºeme p°edstavit funkce báze explicitn¥, výraz je potom, v
p°ípad¥ na²ich funkcí fn(φ), roven

∫ 2π

0
fn(φ)Ôfm(φ)dφ.

P°íklad 3

3.1 Vypo£t¥te maticové prvky operátor· Â = d̂
dφ

a B̂ = êiφ v bázi funkcí fn(φ). Tedy

explicitn¥ pomocí integrál·. V jednom p°ípad¥ jsou fn(φ) vlastní stavy, v jednom ne,
jaký tvar má matice, pokud fn(φ) jsou její vlastní stavy?

3.2 Vypo£t¥te maticové prvky operátor· Â = d̂
dφ

a B̂ = êiφ ze znalosti p·sobení na

stavy |n〉.
S maticemi m·ºeme d¥lat podobné výpo£ty jako s operátory a funkcemi, nap°íklad

m·ºeme vypo£ítat komutátor.
3.3 Vypo£t¥te AB, BA a [A,B]. Odpovídá výsledek na²im p°edchozím výpo£t·m?

Matice sta£í psát v kone£né bázi, nap°. s |n| ≤ 2.
P°íklad 4

Uvaºujme nyní funkci fs1(φ) =
1√
π
sin(φ).

4.1 Napi²te vektor s1 rozvoje funkce fs1(φ) do báze funkcí fn(φ). Op¥t sta£í uvaºovat
|n| ≤ 2.

4.2 Vypo£t¥te As1, je s1 vlastním vektorem A? Pro£?
4.3 Vypo£t¥te A2s1, je s1 vlastním vektorem A2? Pro£?
Pro rychlíky

R.1 Vypo£t¥te matice A a B v bázi funkcí 1√
2π
⊕ sn(φ) ze znalosti p·sobení Â a B̂

na stavy této báze.
R.2 Uvaºujme matice

A =
1

2

(
0 1
1 0

)
, B =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, C =

1

2

(
1 0
0 −1

)
.
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Matici A diagonalizujte a najd¥te její vlastní stavy. Prove¤te transformaci matice C
do báze vlastních stav· matice A.
∞ Opakování

Pro p°ipomenutí si vypo£teme je²t¥ jeden p°íklad na úpravu výrazu pomocí komutá-

toru. Víme, ºe d̂
dφ
êiφ = êiφ(i+ d̂

dφ
).

5.1 Vypo£t¥te akci operátoru d̂
dφ

ˆe2iφ pomocí testovací funkce a pomocí znalosti ko-
mutátoru. Ov¥°te shodu obou výraz·.


