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Cvi£ení 21. 2. 2023

Funkce, operátory a lineární algebra, 2. díl

∞ Opakování a dokon£ení

V minulém cvi£ení jsme si ukázali, ºe operátory x̂ a d̂
dx

nem·ºeme libovoln¥ prohazovat.

Tedy operátor x̂ d̂
dx

nep·sobí stejn¥ jako d̂
dx
x̂, ale platí x̂ d̂

dx
= d̂

dx
x̂ − 1. Tento vztah lze

odvodit pomocí komutátoru [x̂, d̂
dx
] = −1, který m·ºeme zase odvodit pomocí p·sobení

na testovací funkci. Jakmile máme komutátor vypo£tený pomocí obecné testovací funkce,

m·ºeme pouºít vztah x̂ d̂
dx

= d̂
dx
x̂− 1 k upravování výraz· bez explicitního uºití testovací

funkce. V první °ad¥ nám umoº¬uje p°esunout problémové derivace více doprava, blíºe k

testovací funkci, zde vyuºijeme tvaru d̂
dx
x̂ = x̂ d̂

dx
+ 1.

P°íklad 1

1.1a Zjednodu²te (x̂+ d̂
dx
)2 pomocí akce na testovací funkci.

1.1b Pouºijte d̂
dx
x̂ = x̂ d̂

dx
+1 ke zjednodu²ení operátoru (x̂+ d̂

dx
)2 bez pomoci testovací

funkce.
Výsledky by se m¥ly shodovat.

1.2 Zjednodu²te operátor d̂
dx
x̂2 ob¥ma zp·soby.

Pro rychlíky: . Zjednodu²te operátor d̂2

dx2
x̂2 ob¥ma zp·soby.

∞ Funkce einφ

Nyní vyuºijeme funkce fn(φ) =
1√
2π
einφ, kde n ∈ Z a φ ∈ (0, 2π), z domácího úkolu.

Ukáºeme si, ºe funkce tvo°í ortonormální bázi (ON). (Co musí pro ON bázi platit?)
P°íklad 2

2.1 Ov¥°te, ºe fn(φ) tvo°í ON bázi.
V kvantové mechanice £asto pouºíváme tzv. bra-ketovou notaci, kterou si nyní zavedeme

pro funkce fn(φ). Ket je n¥jaký normalizovaný stav, nap°íklad tedy n¥jaká funkce ON
báze. ! Ale ket není vyjád°ený v n¥jakých sou°adnicích (to je d·leºit¥j²í pro budouc-
nost). Pokud má £ástice vlnovou funkci fn(φ), tak budeme °íkat, ºe je ve stavu |n〉. P°i
výpo£tu skalárního sou£inu pouºíváme také komplexn¥ sdruºené funkce f ∗n(φ), ty potom
odpovídají bra 〈n|.

Pro na²e funkce fn(φ) máme de�novaný skalární sou£in jako∫ 2π

0

f ∗m(φ)fn(φ)dφ .

Ten m·ºeme zapsat jako 〈m|n〉, bra p°ilepený na ket automaticky znamená skalární
sou£in. Vidíme, ºe jsme u²et°ili místo.

Práci s bra-kety si nyní trochu procvi£íme.
P°íklad 3

Uvaºujme funkci sn(φ) = N sin(nφ), op¥t na intervalu (0, 2π) s obecným n a N nor-
maliza£ní konstantou.

3.1 Vypo£t¥te normaliza£ní konstantu N .
3.2 Normalizovanou sn(φ) vyjád°ete jako kombinaci funkcí fn(φ).
Jelikoº je sn(φ) normalizovaná, m·ºeme ji ozna£it také jako n¥jaký stav, nap°íklad

|sn〉.
3.3 Stav |sn〉 vyjád°ete jako kombinaci stav· |n〉.
Ov¥°te normalizaci sn(φ) a |sn〉 následujícími zp·soby:
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3.4 Ov¥°te normalizaci sn(φ) vyjád°enou pomocí funkcí fn(φ).
3.5 Ov¥°te normalizaci |sn〉 vyjád°enou pomocí stav· |n〉.
P°íklad 4

Tak jako operátor p·sobí na funkci a výsledkem je funkce, m·ºe operátor p·sobit na
stav a výsledkem bude obecn¥ kombinace stav·.

4.1 Jaký je výsledek p·sobení operátor· Â = d̂
dφ

a B̂ = eiφ na (obecný stav) |n〉.
Nejprve vypo£teme pomocí vyjád°ení jako funkce φ, tedy 1√

2π
einφ, a potom výsledek

p°epí²eme do bra-ketového tvaru. Jsou stavy |n〉 vlastními stavy Â nebo B̂?
4.2 Pomocí znalosti Â|n〉 a B̂|n〉 vypo£t¥te výsledek p·sobení komutátoru [Â, B̂] na

stav |n〉.
∞ Maticová reprezentace

Pokud máme n¥jakou ON bázi funkcí, m·ºeme v ní vyjád°it operátory jako matice,
stavy nebo funkce potom budou odpovídat vektor·m koe�cient·.

MaticiO libovolného operátoru Ô seskládáme z tzv. maticových prvk· onm = 〈n|Ô|m〉.
P°íklad 5

5.1 Vypo£t¥te maticové prvky operátor· Â = d̂
dφ

a B̂ = êiφ v bázi funkcí fn(φ).
S maticemi m·ºeme d¥lat podobné výpo£ty jako s operátory a funkcemi, nap°íklad

m·ºeme vypo£ítat komutátor.
5.2 Vypo£t¥te AB, BA a [A,B]. Odpovídá výsledek na²im p°edchozím výpo£t·m?
P°íklad 6

Uvaºujme nyní funkci fs1(φ) =
1√
π
sin(φ).

6.1 Napi²te vektor s1 rozvoje funkce fs1(φ) do báze funkcí fn(φ).
6.2 Vypo£t¥te As1, je s1 vlastním vektorem A? Pro£?
6.3 Vypo£t¥te A2s1, je s1 vlastním vektorem A2? Pro£?
∞ Opakování

Pro p°ipomenutí si vypo£teme je²t¥ jeden p°íklad na úpravu výrazu pomocí komutá-

toru. Víme, ºe d̂
dφ
êiφ = êiφ(i+ d̂

dφ
).

7.1 Vypo£t¥te akci operátoru d̂
dφ

ˆe2iφ pomocí testovací funkce a pomocí znalosti ko-
mutátoru. Ov¥°te shodu obou výraz·.


