CvicCeni 21. 2. 2023

Funkce, operatory a linearni algebra, 2. dil
oo Opakovani a dokonéeni

~

V minulém cviceni jsme si ukéazali, Ze operatory Ta di nemuzeme libovolné prohazovat.

Tedy operator xdi nepiisobi stejné Jako —-, ale plati x— = dm — 1. Tento vztah lze

odvodit pomoci komutatoru [z, dd] = —1, ktery mizeme zase odvodit pomoci pusobeni
na testovaci funkci. J akmile mame komutator vypocteny pomoci obecné testovaci funkce,

mizeme pouZzit vztah x— = %x — 1 k upravovani vyrazi bez explicitniho uziti testovaci

funkce. V prvni fadé ndm umoznuje piresunout problémové derivace vice doprava, blize k

testovaci funkci, zde vyuZijeme tvaru 43 = f% + 1.

dx
Priklad 1 .
1.1a Zjednoduste (& + di) pomoci akce na testovaci funkeci.

1.1b Pouzijte % = i:di + 1 ke zjednoduSeni operatoru (2:—1— ) bez pomoci testovaci
funkce.
Vysledky by se mély shodovat.

1.2 Zjednoduste operator %fvz obéma zpisoby.

2 . - .
& 2% obéma zpisoby.

oo Funkce e¢™?

Nyni vyuzijeme funkce f,(¢) = \/%emd’, kde n € Z a ¢ € (0,27), z doméaciho tkolu.
Ukazeme si, Ze funkce tvofi ortonormélni bazi (ON). (Co musi pro ON bazi platit?)

Priklad 2

2.1 Ovéite, ze f,(¢) tvoii ON bézi.

V kvantové mechanice ¢asto pouzivame tzv. bra-ketovou notaci, kterou si nyni zavedeme
pro funkce f,(¢). Ket je néjaky normalizovany stav, napiiklad tedy néjaka funkce ON
baze. ! Ale ket neni vyjadieny v né&jakych soutfadnicich (to je dileZit&jsi pro budouc-
nost). Pokud ma ¢astice vlnovou funkei f,(¢), tak budeme fikat, ze je ve stavu |n). Pfi
vypoc¢tu skalarniho sou¢inu pouziviame také komplexné sdruzené funkce f*(¢), ty potom
odpovidaji bra (n|.

Pro nase funkce f,(¢) mame definovany skalarni sou¢in jako
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Ten muzeme zapsat jako (m|n), bra pfilepeny na ket automaticky znamend skalarni
soucin. Vidime, Ze jsme uSetiili misto.

Praci s bra-kety si nyni trochu procvicime.

Priklad 3

Uvazujme funkci s,(¢) = N sin(n¢), opét na intervalu (0,27) s obecnym n a N nor-
maliza¢ni konstantou.

3.1 Vypoctéte normalizacni konstantu /V.

3.2 Normalizovanou s, (¢) vyjadiete jako kombinaci funkei f,,(¢).

Jelikoz je s,(¢) normalizovana, miuzeme ji oznadit také jako néjaky stav, napiiklad
|sp)-

3.3 Stav |s,) vyjadiete jako kombinaci stava |n).

Ovéite normalizaci s,(¢) a |s,) nasledujicimi zpusoby:



3.4 Ovéite normalizaci s,(¢) vyjadienou pomoci funkei f,(¢).

3.5 Ovéite normalizaci |s,) vyjadfenou pomoci stavi |n).

Piiklad 4

Tak jako operator pusobi na funkci a vysledkem je funkce, muze operator ptsobit na
stav a vysledkem bude obecné kombinace stavii.

~

4.1 Jaky je vysledek pisobeni operatori A = d% a B = ew"na (obecny stav) |n).
Nejprve vypocteme pomoci vyjadieni jako funkce ¢, tedy \/%emd’, a potom vysledek

pirepiseme do bra-ketového tvaru. Jsou stavy |n) vlastnimi stavy A nebo B?

4.2 Pomoci znalosti Aln) a B|n) vypoctéte vysledek piisobeni komutatoru [A, B] na
stav |n).

oo Maticova reprezentace

Pokud méme néjakou ON bazi funkci, mizeme v ni vyjadfit operatory jako matice,
stavy nebo funkce potom budou odpovidat vektoriim koeficientii.

Matici O libovolného operatoru O seskladame z tzv. maticovych prvkii o, = (n|O|m).

Piiklad 5 A R

5.1 Vypodtete maticové prvky operatori A = d% a B = ¢ v bazi funkei ful(®).

S maticemi muzeme délat podobné vypocty jako s operdtory a funkcemi, napiiklad
miizeme vypocitat komutator.

5.2 Vypoctéte AB, BA a [A,B]. Odpovida vysledek nasim piedchozim vypoc¢tim?

Priiklad 6

Uvazujme nyni funkei fg(¢) = \/LE sin(¢).

6.1 Napiste vektor sy rozvoje funkce fs1(¢) do baze funkei f,(¢).

6.2 Vypoctéte Asy, je s1 vlastnim vektorem A? Proc?

6.3 Vypoctste A2sy, je sy vlastnim vektorem A2? Proc¢?

oo Opakovani

Pro pripomenuti si vypocteme jesté jeden piiklad na tipravu vyrazu pomoci komuta-
toru. Vime, ze %eaf’ = egﬂs(i + %).

7.1 Vypoctéte akci operatoru %eﬁw pomoci testovaci funkce a pomoci znalosti ko-
mutatoru. Ovérte shodu obou vyrazi.



