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Cvi£ení 14. 2. 2023

Téma: Relevance kvantové mechaniky a lineární algebry
∞ Vlnová délka hmoty (deBroglie) (LS: 21.1.:1)
Jedním z d·leºitých poznatk· na po£átku 20. století byl Einstein·v vztah mezi energií

a frekvencí elektromagnetického vln¥ní s konstantou úm¥rnosti h, kterou nyní nazýváme
Planckova:

E = hν . (1)

Vztah je moºné upravit tak, aby se v n¥m vyskytovala úhlová frekvence ω = 2πν, p°ebý-
vajícími 2π pod¥líme Planckovu konstantu h £ímº získáme tzv. redukovanou Planckovu
konstantu ~ = h

2π
:

E = hν =
h2πν

2π
=

h

2π
ω = ~ω . (2)

Zm¥ny d¥láme hlavn¥ kv·li tomu, ºe ve Schrödingerov¥ rovnici vystupuje ~, jak brzy
uvidíme. Také výpo£ty £asto provádíme v tzv. atomových jednotkách, kde ~ = 1.

Einstein také odvodil vztah p = ~k = h
λ
. K tomu je moºné dojít uváºením energie

bezhmotné relativistické £ástice E = pc a vztahu mezi frekvencí ν, vlnovou délkou λ a
rychlostí ²í°ení zá°ení (uvaºujeme rychlost sv¥tla c pro fotony) λν = c.

DeBroglie pouºil vztah p = h
λ
i pro £ástice, uvaºoval tedy, ºe i £ástice mají vlnovou

délku. Vlnová délka £ástice je potom

λ =
h

p
. (3)

P°ípadn¥ uváºením vztahu mezi hybností a kinetickou energií E = p2

2m
dostaneme

λ =
h√
2mE

. (4)

Pro pochopení významu a d·sledk· tohoto vztahu uvaºujme £ástici. Pokud voln¥ letí
prostorem s energií E, bude jí p°íslu²et vlnová délka λ. To bude relevantní v jevech vyuºí-
vajících interferenci vln¥ní: pr·chod ²t¥rbinou nebo m°íºkou (výsledek podobný jako u
sv¥tla) nebo difrakce na krystalu (elektronové mikroskopy). Také pokud je vlnová délka
porovnatelná nebo v¥t²í neº rozm¥r £ástice, je její popis jako bodové £ástice nep°esný a
je vhodné ji popsat kvantov¥, tedy jako n¥jakou funkci vyvíjející se podle Hamiltoniánu
systému. D·leºitým p°ípadem toho je, kdyº £ástice není volná, ale interaguje s n¥jakým
potenciálem. Nap°íklad se m·ºe jednat o atom adsorbovaný na povrchu n¥jakého mater-
iálu.

Uvaºujme nyní n¥kolik systém·, pro které vlnovou délku vypo£teme.
. Jaká je vlnová délka cvi£ícího s hmotností 80 kg padajícího z kola rychlostí 10 m/s?

Mohl na asfaltu difrakovat?
Pro výpo£et budeme pot°ebovat hodnotu h = 6, 626 · 10−34 m2 kg/s.
Nyní p°ejdeme k opravu kvantovým systém·m, nejprve k elektron·m. P°ejdeme také k

atomovým jednotkám, ve kterých je ~ = 1, hmotnost elektronu me = 1 a náboj elektronu
qe = 1. Jednotkou energie je pak Hartree, coº je dvojnásobek vazebné energie elektronu v
atomu vodíku. Jednotkou vzdálenosti je Bohr, coº je vzdálenost, ve které by byli elektron
a proton v atomu vodíku, pokud by byly klasické £ástice.
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. V kvantové mechanice £asto pracujeme s energií. Upravte deBrogliho vztah, aby
obsahoval energii E místo hybnosti p, uvaºujme klasický vztah E = p2

2m
.

. Uvaºujme elektron s energií 1 eV= 1
27.2114

Ha. Jaká je jeho vlnová délka? (Výpo£et
prove¤te v atomových jednotkách.)

Výsledná vlnová délka je v Bohrech. M¥li bychom vid¥t, ºe vlnová délka elektronu
je v¥t²í neº 1 Bohr. Pro p°evod do srozumiteln¥j²ích jednotek uvaºujme, ºe 1 Bohr
= 0, 529 Å(ngström), 1 Ångström= 10−10 m.

. Co se stane s vlnovou délkou, kdyº energii elektronu zvý²íme nebo sníºíme?

. Jaká je vlnová délka elektronu s energií 1
2
Ha?

V dal²ím budeme uvaºovat £ástice o teplot¥ T , které p°íslu²í st°ední energie E = 3
2
kBT .

Hodnota Boltzmanovy konstanty je kB = 1, 3806 · 10−23 J/K = 3, 1685 · 10−6 Ha/K.
. Nyní chceme získat vztah pro vlnovou délku £ástice jako funkci teploty a její hmot-

nosti, ideáln¥ v atomových jednotkách. Dostaneme jej vyuºitím E = 3
2
kBT ve vztahu pro

hybnost a dosazením tohoto do deBrogliho rovnice. M¥li bychom získat λ = 2038√
µT

, kde µ
je hmotnost v atomových jednotkách, tedy vztaºená ke hmotnosti elektronu.

U elektron· nás kvantové chování (vlnová délka podobná velikosti atom·) nep°ekvapí,
podíváme se nyní na protony.

. Jaká je vlnová délka protonu p°i teplot¥ 20 K? Hmotnost protonu uvaºujme mp =
1836me.

Ve výsledku je to docela dost. Na druhou stranu neutrony, které mají podobnou
hmotnost jako protony, se vyuºívají také ke zji²´ování struktury látek pomocí difrakce.
Tedy vlnové délky nutné pro difrakci (cca. 1 Å) musejí být dostupné.

V na²em t¥le probíhá °ada reakcí p°i kterých dochází k p°enosu vodíku (protonu) mezi
molekulami. Nyní zjistíme, jestli m·ºe být vlnové chování protonu d·leºité pro pr·b¥h
t¥chto reakcí.

. Uvaºujme proton s energií odpovídající teplot¥ 300 K. Jaká je jeho vlnová délka
podle deBrogliho vztahu? Jaká je vlnová délka deuteronu o hmotnosti mp = 3670me?

Pozn. k p°edchozímu, na²e t¥lo obsahuje p°ibliºn¥ jeden aº dva gramy deuteria.
∞ Funkce, operátory a lineární algebra, 1. díl
Funkce a operátory jsou v kvantové mechanice podstatné. Operátory jsou p°i°azení

Âf = g , (5)

kde f a g jsou prvky (r·zných) prostor·, nap°íklad funkce. P°íkladem operátoru je
derivace, komplexní sdruºení, vynásobení konstantou atd. Tedy v¥ci, které známe, jen
jsme jim operátory ne°íkali.

V kvantové mechanice potkáváme operátory, které jsou tzv. lineární, platí pro n¥
Â(f + g) = Â(f) + Â(g) a Â(cf) = cÂ(f).

Pro£ lineární algebra? Protoºe lineární operátory m·ºeme, s pouºitím báze funkcí,
p°evést na matice a funkce na vektory.

. Ov¥°te, ºe derivace je linární operátor a operátor Âu = 1/u lineární není.
�astými operátory se kterými se budeme setkávat jsou operátor x̂ a d̂

dx
. Na prvním toho

není moc zvlá²tního, potkáme ho nap°íklad v potenciální energii (oscilátor 1
2
mωx̂2). Druhý

potkáme v kinetické energii, nebo´ operátor hybnosti m·ºeme psát ve tvaru p̂ = −i~ d
dx
.

Na jejich akci také není nic moc p°ekvapivého, první funkci f(x) vynásobí x, druhý ji
zderivuje.

Bude nás zajímat, co se stane, kdyº na funkci postupn¥ p·sobí více operátor·. To se
stává £asto a mimojiné se nau£íme pár trik·.
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. Uvaºujme Â = x̂ a B̂ = d̂
dx
. Vypo£t¥te, £emu je rovno ÂB̂f(x) a B̂Âf(x), kde f(x)

je obecná, tzv. testovací, funkce. Výsledek vyjád°ete jako Ĉf(x).
V kvantové mechanice jsou extrémn¥ d·leºité tzv. komutátory, které jsou de�nované

jako [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. Tyto komutátory nám vlastn¥ ukazují, zda je moºné operátory
Â a B̂ prohodit.

. Vypo£t¥te komutátor [Â, B̂] pouºitím p°ede²lého výsledku pro obecnou testovací
funkci f(x).

Je vid¥t, ºe komutátor je nenulový. To je v po°ádku.
. Pouºijte testovací funkce f(x) = x a g(x) = x2 pro ov¥°ení p°ede²lého výsledku. Pro

rychlíky: Pouºijte h(x) = sinx.
Výhoda komutátoru spo£ívá v tom, ºe nám umoº¬uje zjednodu²it operátor bez pouºití

testovací funkce. V první °ad¥ nám umoº¬uje p°esunout problémové derivace více doprava,
blíºe k testovací funkci.

. Zjednodu²te (x̂+ d̂
dx
)2 pomocí akce na testovací funkci.

. Z komutátoru operátor· Â = x̂ a B̂ = d̂
dx

vyjád°ete d̂
dx
x̂. Výraz pouºijte ke

zjednodu²ení operátoru (x̂+ d̂
dx
)2 bez pomoci testovací funkce.

Výsledky by se m¥ly shodovat.
. Zjednodu²te operátor d̂

dx
x̂2 ob¥ma zp·soby.

Pro rychlíky: . Zjednodu²te operátor d̂2

dx2
x̂2 ob¥ma zp·soby.

V dal²ím p°íkladu je moºné pouºít trik.
. Uvaºujme obecné operátory Â a B̂, pro které platí [A,B] = 1. �emu je roven výraz

[A,B2]?
�asto také narazíme na sou£et operátor· v komutátoru, jako v následujícím p°ípad¥.
. Uvaºujme operátory Â, B̂ a Ĉ, £emu je rovno [Â+ B̂, Ĉ]?
Nyní uvaºujme Â = x̂, B̂ = d̂

dx
a Ĉ = x̂2.

. Ve výrazu [Â + B̂, Ĉ] dosa¤te za operátory a prove¤te akci na testovací funkci
f(x) = x.

. Komutátor upravte bez pouºití na testovací funkci pomocí znalosti komutátoru
[x̂, d̂

dx
].


