CvicCeni 14. 2. 2023

Téma: Relevance kvantové mechaniky a linearni algebry
oo Vlnova délka hmoty (deBroglie) (LS: 21.1.:1)
Jednim z dulezitych poznatki na pocatku 20. stoleti byl Einsteintiv vztah mezi energii
a frekvenci elektromagnetického vinéni s konstantou amérnosti h, kterou nyni nazyvame
Planckova:
E=hv. (1)

Vztah je mozné upravit tak, aby se v ném vyskytovala thlova frekvence w = 27w, pieby-
vajicimi 27 podélime Planckovu konstantu h ¢imz ziskame tzv. redukovanou Planckovu

konstantu h = QL:
T

h2mv h
5 = 3 = hw . (2)

Zmeény déldme hlavné kvili tomu, Ze ve Schridingeroveé rovnici vystupuje h, jak brzy
uvidime. Také vijpocty casto provddime v tzv. atomouvych jednotkdch, kde h = 1.

Einstein také odvodil vztah p = hk = % K tomu je mozné dojit uvazenim energie
bezhmotné relativistické Castice £ = pc a vztahu mezi frekvenci v, vlnovou délkou A a
rychlosti Sifeni zareni (uvazujeme rychlost svétla ¢ pro fotony) A\v = c.

DeBroglie pouzil vztah p = % 1 pro ¢astice, uvazoval tedy, zZe i ¢astice maji vlnovou

délku. VInova délka ¢astice je potom

E=h=

A= (3)

. . . . ., 2
Pifpadné uvaZzenim vztahu mezi hybnosti a kinetickou energii £' = 2- dostaneme

h

A= — (4)

Pro pochopeni vijznamu a dusledki tohoto vztahu uvaZujme castici. Pokud volne leti
prostorem s energii E, bude ji prisluset vinovd délka \. To bude relevanini v jevech vyuZi-
vagicich interferenci vinénd: prichod Stérbinou nebo miiZkou (vysledek podobny jako u
svétla) nebo difrakce na krystalu (elektronové mikroskopy). Také pokud je vinovd délka
porovnatelnd nebo vétsi neZ rozmer castice, je jeji popis jako bodové cistice nepiesny a
je vhodné ji popsat kvantové, tedy jako néjakou funkci vyvijejici se podle Hamiltonidnu
systému. Dulezitym pripadem toho je, kdyzZ cdstice neni volnd, ale interaguje s néjakym
potencidalem. Napriklad se miZe jednat o atom adsorbovany na povrchu néjakého mater-
1dlu.

Uvazujme nyni nékolik systémii, pro které vinovou délku vypocéteme.

> Jaka je vlnové délka cvid¢iciho s hmotnosti 80 kg padajiciho z kola rychlosti 10 m/s?
Mohl na asfaltu difrakovat?

Pro vypocet budeme potiebovat hodnotu h = 6,626 - 1073* m? kg/s.

Nyni piejdeme k opravu kvantovym systémim, nejprve k elektronim. Piejdeme také k
atomovym jednotkam, ve kterych je h = 1, hmotnost elektronu m, = 1 a naboj elektronu
ge = 1. Jednotkou energie je pak Hartree, coz je dvojnasobek vazebné energie elektronu v
atomu vodiku. Jednotkou vzdalenosti je Bohr, coz je vzdalenost, ve které by byli elektron
a proton v atomu vodiku, pokud by byly klasické ¢astice.



> V kvantové mechanice Casto pracujeme s energii. Upravte deBrogliho vztah, aby
obsahoval energii £ misto hybnosti p, uvazujme klasicky vztah F = %.

> UvaZzujme elektron s energii 1 eV= Ha. Jaka je jeho vinova délka? (Vypocet
provedte v atomovych jednotkach.)

Vysledna vlnova délka je v Bohrech. Méli bychom vidét, ze vinova délka elektronu
je vétsi nez 1 Bohr. Pro pievod do srozumitelngjsich jednotek uvazujme, ze 1 Bohr
= 0,529 A(ngstrém), 1 Angstrom= 10710 m,

> Co se stane s vilnovou délkou, kdyz energii elektronu zvysime nebo snizime?

> Jaka je vinova délka elektronu s energii % Ha?

V dalsim budeme uvazovat castice o teploté T', které prislusi stfedni energie Ff = %k‘BT.
Hodnota Boltzmanovy konstanty je kg = 1,3806 - 1072% J/K = 3,1685 - 107¢ Ha/K.

> Nyni chceme ziskat vztah pro vlnovou délku ¢astice jako funkci teploty a jeji hmot-
nosti, idealné v atomovych jednotkach. Dostaneme jej vyuzitim F = %/{;BT ve vztahu pro
hybnost a dosazenim tohoto do deBrogliho rovnice. Méli bychom ziskat \ = %, kde pu
je hmotnost v atomovych jednotkéich, tedy vztazend ke hmotnosti elektronu.

U elektront nas kvantové chovani (vinova délka podobnéa velikosti atomi) nepiekvapi,
podivame se nyni na protony.

> Jaka je vlnova délka protonu pii teploté 20 K? Hmotnost protonu uvazujme m, =
1836m.

Ve vysledku je to docela dost. Na druhou stranu neutrony, které maji podobnou
hmotnost jako protony, se vyuzivaji také ke zjistovani struktury latek pomoci difrakce.
Tedy vinové délky nutné pro difrakei (cca. 1 A) museji byt dostupné.

V naSem téle probiha fada reakei pii kterych dochazi k prenosu vodiku (protonu) mezi
molekulami. Nyni zjistime, jestli mize byt vinové chovani protonu dilezité pro pribéh
téchto reaket.

> Uvazujme proton s energii odpovidajici teploté 300 K. Jaki je jeho vlinova délka
podle deBrogliho vztahu? Jaka je vinova délka deuteronu o hmotnosti m, = 3670m.?

Pozn. k predchozimu, naSe télo obsahuje pfiblizné jeden az dva gramy deuteria.

oo Funkce, operatory a linearni algebra, 1. dil

Funkce a operatory jsou v kvantové mechanice podstatné. Operatory jsou pritazeni

Af =g, (5)

kde f a g jsou prvky (raznych) prostorii, napiiklad funkce. Pfikladem operatoru je
derivace, komplexni sdruzeni, vynasobeni konstantou atd. Tedy véci, které zname, jen
jsme jim operatory nefikali.
~V kvantové mechanice potkdvame operatory, které jsou tzv. linedrni, plati pro né
A(f +9) = A(f) + Alg) a A(cf) = cA(f).

Pro¢ linearni algebra? Protoze linedrni operatory muzeme, s pouzitim béaze funkci,
prevést na matice a funkce na vektory.

> Ovérte, Ze derivace je linarni operator a operator Au=1 /u line&rni neni.

1
27.2114

éast;'fmi operatory se kterymi se budeme setkavat jsou operator z a d%. Na prvnim toho
neni moc zvlastniho, potkdme ho napiiklad v potencialni energii (oscilator %mwﬁcQ). Druhy
potkdme v kinetické energii, nebot operator hybnosti muzeme psat ve tvaru p = —ih%.
Na jejich akci také neni nic moc piekvapivého, prvni funkei f(z) vynasobi z, druhy ji
zderivuje.

Bude nas zajimat, co se stane, kdyz na funkci postupné pisobi vice operatori. To se
stava ¢asto a mimojiné se nauc¢ime par trikda.



~

> Uvazujme A = & a B = 4 Vypottéte, ¢emu je rovno ABf(z) a BAf(z), kde f(z)
je obecné, tzv. testovaci, funkce. Vysledek vyjadiete jako Cf( ).

V kvantové mechanice jsou extrémné dilezité tzv. komutatory, které jsou definované
jako [A, E] = AB — BA. Tyto komutétory nam vlastné ukazuji, zda je mozné operatory
AaB prohodit.

> Vypoctéte komutator [A, B] pouzitim piedeslého vysledku pro obecnou testovaci
funkei f(z).

Je vidét, ze komutator je nenulovy. To je v poradku.

> Pouzijte testovaci funkce f(z) = x a g(z) = 2? pro ovéfeni piedeslého vysledku. Pro
rychliky: Pouzijte h(z) = sinx.

Vyhoda komutatoru spociva v tom, Zze nam umoznuje zjednodusit operator bez pouziti
testovaci funkce. V prvni fadé ndm umoznuje piresunout problémové derivace vice doprava,
blize k testovaci funkei.

> Zjednoduste (& + - ) pomoci akce na testovam funkci.

> 7 komutatoru operatori A=3%aB = —x vyjadiete di:f: Vyraz pouzijte ke
zjednoduseni operatoru (& + %)2 bez pomoci testovaci funkce.

Vysledky by se mély shodovat.

> Zjednoduste operator ich obéma, zpﬁsoby

Pro rychliky: > Zjednoduste operator & 32 obéma zpisoby.

V dalsim ptikladu je mozné pouzit trlk

> Uvazujme obecné operatory Aa B pro které plati [A, B] = 1. Cemu j je roven vyraz
A, B?]?

Casto také narazime na soutet operatort v komutatoru, jako v nasledujicim piipadé.

> Uvazujme operatory A, B a C, ¢emu Je rovno [A + B, C]?

Nynf uvazujme A = 2, B = dx a (=

> Ve vyrazu [A - é,é] dosad’te za operatory a provedte akcli na testovaci funkci
flz) ==

> Komutator upravte bez pouziti na testovaci funkci pomoci znalosti komutatoru

[, -



