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Cvi£ení 2. 5. 2023

Téma: Moment hybnosti
Moment hybnosti je ~L = ~r× ~p, tedy sloºkov¥ Li = εijkrjpk. Pokud si vektorový sou£in

rozepí²eme, dostaneme

~L = (Lx, Ly, Lz) = (ypz − zpy, zpx − xpz, xpy − ypx) ,

kde jednotlivé £ásti jsou sloºky vektoru momentu hybnosti.
Uºite£né funkce:

Y 0
0 =

1√
4π

Y 0
1 =

√
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4π
cos θ

Y ±1
1 = ∓

√
3

8π
sin θe±iφ .

navíc Y 1
2 = −

√
15
8π

cos θ sin θeiφ.

P°íklad 1 Zvy²ovací a sniºovací operátory
D·leºitými operátory pro moment hybnosti jsou zvy²ovací a sniºovací operátory, L±,

pro které platí
L±|lm〉 = ~

√
l(l + 1)−m(m± 1)|lm± 1〉

.
1.1 Matice L± budou op¥t blokov¥ diagonální ve skupinách se stejným l. Kolik bude

v kaºdém bloku nenulových £len·?
1.2 Vytvo°te matici L+ pro l = 0, l = 1 a l = 2. Vytvo°te matici L− pro l = 1.
R1.3 Uvaºujme stav s maximální moºnou projekcí pro dané l. Jakou hodnotu bude

mít koe�cient l(l+1)−m(m+1) p°i pouºití L+ na tento stav? Obdobn¥, jakou hodnotu
bude mít l(l + 1)−m(m− 1) p°i pouºití L− na stav s nejniº²ím moºným m pro dané l?

1.4 Pouºijte L± = Lx ± iLy pro vytvo°ení matic Lx a Ly.
1.5 Ov¥°te, ºe matice L2

x + L2
y + L2

z pro l = 1 je shodná s maticí L2.
1.6 Pro sloºky momentu hybnosti platí [Li, Lj] = εijki~Lk. Ov¥°te pro Li = Lx,

Lj = Ly a Lk = Lz pomocí maticové reprezentace pro l = 1.
P°íklad 2 Spin
Uvaºujme maticovou reprezentaci operátor· spinu 1/2, konkrétn¥ sx.

sx =
~
2

(
0 1
1 0

)
.

2.1 Vypo£ítejte vlastní £ísla a stavy matice sx.
2.2 Vyuºijte vzorce O =

∑
i λi|i〉〈i| pro zp¥tný výpo£et maticové reprezentace operá-

toru.
2.3 Jak bude vypadat matice sx, pokud v p°ede²lém vzorci pouºijeme bázi vlastních

stav· sx? (Hint: pouºijte stejný vzorec jako v 2.2, ale s jinou bází.)
R2.4 Tvar matice z 2.3 ov¥°te pomocí rotace matice do sx do jejích vlastních vektor·.

Pouºijte vzorec srotx = U+sxU , kde U jsou matice rotace obsahující vlastní vektory ve
sloupcích.

P°íklad 3 Maticové elementy x, y a z
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Funkce Y m
l jsou vlastní funkce L2 a Lz. V této bázi jsou i operátory Lx, Ly, L+

a L− blokov¥ diagonální, nenulový blok je vºdy pro stejnou hodnotu l. Existují ale i
operátory, které mají n¥které z mimodiagonálních blok· nenulové. Typicky se jedná o
operátory obsahující cos θ nebo sin θ, coº jsou nap°íklad operátory kartézských sou°adnic
nebo´ x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ a z = cos θ.

Uvaºujme sférickou £ást operátoru x, tedy sin θ cosφ. Uvaºujme dále maticový element
mezi základním stavem a stavy s l = 1.

3.1 Chceme zjistit, pro jaké hodnotym budou maticové elementy 〈Y 0
0 |x|Y m

1 〉 nenulové.
P°epi²te 〈Y 0

0 |x do sférických harmonik, identi�kujte funkce Y m
1 (θ, φ) a výsledek p°epi²te

jako sou£et 〈Y m
1 |.

3.2 P°ede²lý krok nyní ov¥°íme explicitním výpo£tem. Tedy pro sférickou £ást vy-
po£t¥te integrály 〈Y 0

0 |x|Y m
1 〉 ve sférických sou°adnicích.

Uvaºujme nyní úhlovou £ást z.
3.3 Pro jakou hodnotu m bude maticový element 〈Y 0

0 |z|Y m
1 〉 nenulový?

3.4 Budou mít x nebo z nenulové maticové elementy 〈Y 0
0 |z|Y m

l 〉 se stavy s l vy²²ím
neº 1?

Pozn.: Maticové elementy sou°adnic jsou d·leºité nebo´ jsou t°eba p°i výpo£tech inter-

akce vodíku s elektromagnetickým zá°ením nebo poli obecn¥. Z takzvané dipólové aprox-

imace vyplynou práv¥ maticové elementy sou°adnic v první mocnin¥ pro elektrické pole.

Nutné zm¥ny l a m jsou potom tzv. výb¥rová pravidla.

Pozn.: Clebsch-Gordanovy koe�cienty.


