Cviceni 30. 3. 2022

Téma: Gausovka, zvySovaci a sniZovaci operatory, stifedni hodnoty

Na pristi prednasce byste méli probirat kvantovy oscilator, systém s potencidlem V' =
%moﬂxQ. Je to dilezity systém, tak se na néj opét budeme ptipravovat.

oo Gausovky

Reseni harmonického oscildtoru obsahuji gausovské funkce, e~A7" 'V minulém cviceni
jsme pocitali se zakladnim a prvnim excitovanym stavem, dnes budeme uvazovat i druhy
excitovany stav. Funkce jsou tyto:
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> Ovérte, ze funkce popisujici druhy excitovany stav je normalizovana na 1.
> Ovérte, ze zakladni a druhy excitovany stav jsou na sebe kolmé..
Pro tyto a dalsi vypocty je vhodné vyuzit nasledujicich vzoreckii:
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oo ZvySovaci a snizovaci operatory

Pro systém kvantového oscilatoru existuji dva zajimavé a nesmirné uzitecné operatory:
zvySovaci al a snizovaci a. Jejich aplikaci na vlastni stav kvantového oscilatoru |n), kde
n je vlastni ¢islo stavu, ziskdme

aln) = Viln = 1) aln) = Vi F Ljn+1).

> Vypoctéte, co ziskame aplikaci operdtoru a'a na stav |n).

Operétoru a'a také fikime operator po¢tu excitaci, ditvod by mél byt ziejmy z vysledku.

Operatory a' a a miizeme také vyjadiit pomoci operatori x a p, to bude detailngji na
prednésce. Relace jsou tyto
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Je mozné si vSimnout, Ze ve vyrazu vystupuje a = ,/%, jejim pouzitim se vyrazy
zjednodussi.
> Pouzijte x-reprezentaci operatoru p, tedy —ih%, identifikujte a a vyrazy pro a a af
upravte.

Ziskané operatory jsou jednoduse vyjadfenim a a a' v z-reprezentaci. Rovnice a'|n) =
vn + 1jn + 1) funguje i v a-reprezentaci, coz si nyni ovéfime.



> Vypoctéte prvni excitovany stav kvantového oscilatoru aplikaci zvySovaciho operé-
toru na zékladni stav v z-reprezentaci.

> Jaky by byl vysledek pouziti snizovaciho operatoru na zakladni stav?

> Vypoctéte druhy excitovany stav pouzitim zvySovactho operatoru na prvni excito-
vany. Pozor, porovnejte vysledek s vyjadienim f5(z) na prvni strané!

oo Prace s a a af

Krea¢ni a anihila¢ni operatory pro harmonicky oscilator jsou uzitecné a hodné se
vyuzivaji. Typicky v pfipadech, kdy je problém mozné pievést na oscilator, pripadné
soustavu oscilatori. Obdobné operatory se také vyuzivaji pro popis mnohoelektronovych
systémi.

> Vypoctéte komutator [z, pl.

> Vypoctéte komutacéni relaci pro operdtory a a a' s vyuzitim [z, p| = ih.

> Vyjadiete operatory @ a p pomoci operatorii a a a.

> Vyjadiete operator z? pomoci a a a'. Vysledek pievedte do normélniho pofadi
(anihila¢ni vpravo).

V normdlnim poradi je vyraz sloZeny z a a &' ve tvaru, kdy anihilacni operdtory jsou
v kaZdém clenu vpravo. Tedy napriklad at’a3. Toho docilime pouzitim komutacni relace
na cleny obsahujici anihilacni operdtor nalevo od kreacniho. Proc je to uZitecné? Casto
potiebujeme vypocitat stiedni hodnotu operdtoru vyjddieného pomoci a a ab pro zdkladni
stav. Tedy v normdlnim poradi (0|at™a™|0). JelikoZ a|0) = 0, vsechny cleny s a vpravo
thned vypadnou a zbydou jen cleny s m =0 an =0, tedy cisla.

Pro rychliky: > Vyjadfete operator po¢tu excitaci a'a v a-reprezentaci, z vysledku
vytknéte hw, identifikujte Hamiltonian a odvodte vyraz pro Hamiltonian, ktery obsahuje
ata.

oo Stiedni hodnoty

V minulém cviceni jsme pocitali stfedni hodnoty operatorti « a 22 pfimo v z-reprezentaci.
Zvysovaci a snizovaci operatory nam umoznuji tyto hodnoty také vypocitat a navic bez
pouziti explicitni integrace.

> Vypoctéte stfedni hodnotu operatoru x pomoci a a a' a znalosti jejich akce na stavy
kvantového oscilatoru.

> Vypoététe stfedni hodnoty operatort p a 2.

> Vypoctéte akci operatoru p® na stav |n). Tedy na stav |n) operatorem p? zapiisobte.
Vysledek oblozte zleva stavem (n| a dopoctéte stiedni hodnotu. (Neékdy je takovyto
postup uZzite¢ny, je dobré jej znat.)

> Ovérte platnost komutacnich relaci.

oo Maticova reprezentace

Piisobeni operatori a a a' je dobie vidét v maticové reprezentaci, kde se ukaze i par
jinych zajimavych véci pro jiné operatory.

Maticovou reprezentaci operatoru O vytvoiime z ¢isel o,,, vypoctenych takto o,,, =
(m|O|n). Cisla 0y, pak usporadame do matice O.

> Vypo¢téte maticovou reprezentaci operatorti a a a’ obecné a ¢ast pro n < 3 napiste
explicitné jako matici. Jsou hermitovské?

S maticemi muzeme ovétit nékteré z predeslych vypocti.

> Ovéfte komutacéni relaci [a,af] = 1.

> Vypoctéte matici operatoru = a p a jejich druhych mocnin.

> Sestrojte matici Hamiltonianu.



