Cviceni 23. 3. 2022

Téma: Gausovka, stfedni hodnoty, vlastni stavy

Na jedné z pristich pfednasek budete probirat kvantovy oscilator, systém s potencidlem
V= %mw%z. Je to dilezity systém, tak se na néj za¢neme pripravovat.

oo Gausovky

Reseni harmonického oscilatoru obsahuji gausovské funkce, e‘A’:Q, podivame se na
nékteré jejich uziteéné vlastnosti.

Uvazujme dvé funkce na intervalu (—oo, 00):
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> Ovéite, ze jsou funkce normalizované na 1.
> Ovérte, ze jsou funkce na sebe kolmé.
Pro tyto a dalsi vypocty je vhodné vyuzit nasledujicich vzorecki:

V mnoha pripadech potfebujeme vypocitat stfedni hodnoty néjakych operatori pro
danou vlnovou funkci, tedy hodnotu (O) = (1|OJ¢)). Pokud mame stavy a operatory
vyjadiené v z-reprezentaci, t.j. jako funkce x a jako operédtory na tyto funkce pusobici,
pouzijeme (O) = [ ¢*(x)Oy(x)dx.

> Vypottéte stiedni hodnoty operatorti z a x? pro funkce fo(z) a fi(z).

Operétor hybnosti je v x-reprezentaci roven —ih%, kvadrat hybnosti je potom —h2%.

> Vypoctéte stiedni hodnotu operatoru p? pro fo(z).

Pro rychliky: > Vypoctéte stfedni hodnotu operatoru p* pro fi(z).

oo Vlastni stavy

Hamiltonidn kvantového oscilatoru je dan souctem operatoru kinetické a potencialni
energie:

> Ovéite, ze funkce fo(z) neni ani vlastni funkei operatoru kinetické energie ani op-
eratoru potencidlni energie.
> Urcete, pro jakou hodnotu parametru « je fo(z) vlastni funkei Hamiltonianu.



> Jaké je vlastni ¢islo?

Pro rychliky: > Ovéite, ze fi(z) je vlastni funkei Hamiltonidnu. Asi je nejlepsi vy-
pocitat akei kinetické energie na fi(x), nakonec dosadit za «, porovnat s akei V na f(z)
a zamyslet se. Jaka je vlastni energie?

Diilezitou vlastnosti kvantové mechaniky je varia¢ni princip: Stfedni hodnotu Hamil-
tonianu, tedy energie, vypo¢tend pro rizné normalizované funkce @ (fikame jim testovaci)
bude vzdy vyssi nebo rovna nez energie zékladniho stavu. Pricemz rovnost nastava pouze
v pripadé pouziti vlastni funkce zakladniho stavu. Tedy

(P|H|P) > Ep.

Co s tim? Tuto vlastnost 1ze pouzit v piipadé, Ze hledame vlastni funkci pro néjaky
zadany potencidl. PouZijeme testovaci funkci, kterd zavisi na rtiznych parametrech a
hleddme hodnoty parametri, pro které je stiedni hodnota Hamiltonidnu minimalni. Tato
energie je potom horni odhad energie zdkladntho stavu daného systému. Pokud se ndm
podaii dosdhnout toho, Ze rovnice H® = E® plati v kazdém bodé, tak jsme piimo nasli
funkci zakladniho stavu, jinak mame jen jeji priblizny tvar.

Na zamysleni: Jak to souvisi s diagonalizaci a linearni algebrou viubec? Tedy pokud
mame Hamiltonian jako matici v néjaké béazi, mame néjaké parametry, které muzeme
optimalizovat? Co se stane, kdyz bazi zvétsime?

Ukazeme si jednoduchy piiklad pro gausovku a harmonicky oscilator. Funkei fo(x)
obsahuje parametr «, jehoz hodnotu jiz zndme. Nicméné piedstirejme nyni, Ze jsme ji
zapomnéli, a Ze « je opét parametr. Zkusime najit hodnotu « pro kterou je hodnota
(folz,a)|H|fo(z,a)) minimalni. K tomu vyuZijeme stiedni hodnoty p* a z?, které uz
mame.

> Vypoctéte stiedni hodnotu Hamiltonianu jako funkci parametru o, t.j. E(«).

> Najdéte hodnotu « pro kterou je E(a) minimalni.

> Jaké jsou stfedni hodnoty kinetické a potencidlni energie pro danou hodnotu a7

Predesly vysledek (rovnost stfednich hodnot) je obecny pro vSechny vlastni stavy
kvantového oscilatoru a je mozné jej odvodit pomoci tzv. viridlového teorému.

V tomto ptipadé by nés vysledek nemél pirekvapit, ale predstavme si, ze misto poten-
cialu amérného 2 bychom méli potencial tmérny 2*. Potom bychom mohli hledat odhad
energie zakladniho stavu varia¢né.

Pozn.: Variacni metoda hledd energii stavu, ktery md stejnou symetrii jako testovact
funkce. Pokud bychom jako testovact funkci pouZili fi(x), dostali bychom energii proniho
excitovaného stavu.

oo Bod obratu

Vlnové funkce mohou byt nenulové i v bodech, kde je potencidl systému vyssi nez
energie daného stavu. To v klasické fyzice nejde. Mista, kde se energie systému vy-
rovnda potencialni energii nazyvame body obratu. Bod obratu si vypocteme pro kvantovy
oscilator.

> Naleznéte hodnotu x pro ktery je potencialni energie rovna energii zakladniho stavu
.

oo Opakovani

> Vypoctéte komutator [z, %] pomoci aplikace na nedefinovanou testovaci funkci g(x).

> Vypoctéte akci obou ¢lentt komutatoru na fy(z) a ovéite predesly vysledek.



