Cviceni 23. 2. 2022

Téma: Operatory
oo Funkce, operatory a linearni algebra
Funkce a operatory jsou v kvantové mechanice podstatné. Operatory jsou piirazeni

Af =g, (1)

kde f a g jsou prvky (raznych) prostorii, napiiklad funkce. Pfikladem operatoru je
derivace, komplexni sdruzeni, vynasobeni konstantou atd. Tedy véci, které zname, jen
jsme jim operatory nefikali.
~V kvantové mechanice potkdvame operitory, které jsou tzv. linedrni, plati pro né
A(f +9) = ALf) + A(g) a Alcf) = cA(f). A
> Ovéite, ze derivace je linarni operator a operator Au = 1/u linearni neni. (DONE)
V kvantové mechanice ¢asto potkavame funkce normalizované na 1. (Protoze obsahuji
jednu ¢astici.)
Budeme nyni uvazovat funkce \/LE sinng, \/%7 cosng a \/%7 na intervalu (0,27),sn € N.
> Ovéite, ze funkce \/LE sinn¢ jsou normalizované na 1. (DONE)
! K tomu, abychom mohli ovéfit normalizaci, musime definovat normu funkce N. Tu
definujeme pomoci skaldrniho souc¢inu nésledovné

N = /0 " PO F(6)do.

! K dpravé vyrazu sin(ng) a podobnych je vyhodné vyuzit Eulerova vzorce e =
COS ¢ + 7 8in ¢.

! Integral fo% em?dg, kde n € Z, je nenulovy jen tehdy, kdyz n = 0.

U predeslych poznamek jsou vykficniky, protoze jsou dilezité a budeme je potkavat a
vyuzivat témér neustale.

> Ovéite, ze funkce \/LE sinng a \/iE cosng jsou na sebe kolmé.

Tady opét vyuzijeme skalarni soucin, obecné definovany jako

o) = [ .

Tim jsme mimojiné zjistili, Ze funkce tvoii ortonormalni bazi. To jesté vyuZijeme, ale
predtim se podivame na akci operatori na funkce. ("Akei" neni mysleno nic specialniho,
jen je prosté na funkce pustime.) Abychom se neupsali, tak budeme ve vhodnych chvilich
pouzivat nasledujici znaceni funkei:

ww=%mw> (2)
¢cw(¢)::';%;COSUl¢) (3)
bol) = — (1)

9

pro obecnou bazovou funkci potom pouzijeme ;.
Uvazujme nyni operator derivace vynasobeny komplexni jednotkou A = ifb.



> Vypoctéte, jak piisobi A na funkce \F sin gb, = o8¢ a W Vysledky prevedte do
tvaru vyuzivajiciho béazi funkei ;.

Uvazujme nyni operator B= sin @, tedy operator piisobici Jako Bf =singf.

> Vypoctéte, jak ptisobi B na funkce - sm 0, f CoS P a ——= Vysledek opét prepiste
pomoci funkci nasi baze ;.

Vsimnéme si, ze pro operator A je mozné vysledek napsat jako ci);, tedy konstanta c
krat jedna bazova funkce. U operatoru B to neplati, vysledek je kombinaci funkci v;. To
je obecné, tedy Ovy; = Zj ¢j1;. V obou piipadech (ani pro A ani pro é) nejsou funkce 1;
vlastnimi funkcemi operdtori. Vysledkem aplikace A na funkei ; je sice jedna z funkei
baze 1;, ale odlisna od ;.

> Predchozi véta neplati v jednom piipadé, v jakém?

Pokud na funkci ptisobi vice operatori postupné, tak nas miize zajimat, jestli musime
poradi dodrzet, nebo je mozné poradi upravit. Pokud muzeme operatory prohodit, tedy
pokud plati C’f)f = ﬁé’f, tak spolu operatory komutuji.

> Ovérte, zda spolu operatory A a B komutuji. Jelikoz operatory musime aplikovat
na néjakou funkci, pouzijeme napf. f sin ¢. Tedy vypocteme AB-L sm<b a BAL s1n¢
a vysledky porovname.

> Nyni misto 1)g; nepouzijeme ve vypoc¢tu konkrétni funkci, ale néjakou obecnou (testo-
vaci) funkci f a vypocet zopakujeme.

Pro rychliky: > Ovéite, ze shodny vysledek obdrzime i pro testovaci funkce \/%; cos ¢ a
1

word

! Vyraz CD — DC se nazyva komutator a znadi se [é, 15] Pokud je komutator nula,
operatory spolu komutuji, jinak nekomutuji. V kvantové mechanice jsou komutéatory
dilezité. Napiiklad kvili tomu, Zze dva operatory, které spolu komutuji, maji stejné
vlastni funkce.

> Cemu je roven [fl, E] v nasem pripadé?

Jednou ze situaci, kdy jsou komutatory uzitecné je vycislovani operatora slozenych z
mnoha a mnoha dil¢ich operatori. V takovych situacich miZeme vyraz upravit pomoci
komutatorii. Napitklad DC' muizeme piepsat jako DC = CD — [C’ D] V budoucnu
to hodné budeme vyuzivat pro kvantovy oscilator, ale nyni si to vyzkouSime na nasem
systému.

Uvazujme operator (AB)2.

> Upravte operator ptisobenim na testovaci funkci f.

V predeslém vypoctu jsou trochu neptijemné derivace. Mozna by bylo jednodussi je
presunout doprava, co nejblize k testovaci funkci. Derivaci (4) a sin¢ (B) nemiizeme
prohodit rovnou, nekomutuji spolu. Je tfeba pridat komutétor, tedy pouzijeme AB =
BA +icos o.

> Upravte operator (flé)2 pomoci komutatoru tak, aby se derivace presunuly doprava.
Ve vypoétu se objevi také vyraz -2 g €S ¢, ten je mozné upravit zaptisobenim na testovaci
funkci. Tim se ndm posune derivace napravo od cos ¢.

V tomto pripadé se vypocet moc nezjednodusi. Ale muzeme si predstavit, ze operator
(AB)z potiebujeme aplikovat na mnoho funkeci. Potom je vy¢isleni jednodussi.

oo Dalsi piiklady s komutatory

> Vypoctéte komutator [Aé,é’] Vypoctéte [fl B2] pokud plati [121 ]3’} =1

> Vypoctéte [dx, f(z)], kde f(x) je (komplexni) funkce. Vypoctéte [— x]. Vypoctéte,
jak pusobi operator (d‘i + )2, jednak p¥imo a potom s pouZitim predeslého komutatoru.



