Cviceni 16. 2. 2022

Téma: Relevance kvantové mechaniky a linearni algebry
oo Vlnova délka hmoty (deBroglie) (LS: 21.1.:1)
Jednim z dulezitych poznatki na pocatku 20. stoleti byl Einsteintiv vztah mezi energii
a frekvenci elektromagnetického vinéni s konstantou amérnosti h, kterou nyni nazyvame
Planckova:
E=hv. (1)

Vztah je mozné upravit tak, aby se v ném vyskytovala thlova frekvence w = 27w, pieby-
vajicimi 27 podélime Planckovu konstantu h ¢imz ziskame tzv. redukovanou Planckovu

konstantu h = %:

h2
w_ iw = hw. (2)
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Zmeény délame hlavné kvili tomu, Ze ve Schrodingerové rovnici vystupugje h, jak uvidime.
Také vipocty casto provadime v tzv. atomouvych jednotkdch, kde h = 1.

Einstein také odvodil vztah p = hk = % K tomu je mozné dojit uviZzenim energie
bezhmotné relativistické Castice £ = pc a vztahu mezi frekvenci v, vlnovou délkou A a
rychlosti Sifeni zareni (uvazujeme rychlost svétla ¢ pro fotony) A\v = c.

DeBroglie pouzil vztah p = % i pro ¢astice, tedy 7e i ¢astice maji vlnovou délku.

)
Vlnova délka ¢astice je potom

h
A= (3)
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Pifpadné uvdzenim vztahu mezi hybnosti a kinetickou energii ' = I- dostaneme
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Pro pochopeni vijznamu o disledki tohoto vztahu uvaZujyme éastici. Pokud volné let{
prostorem s energii E, bude ji prisluset vinovd délka A. To bude relevantni v jevech
vyuZivagicich interferenci vinénd: prichod Stérbinou nebo mrizkou (visledek podobny jako u
svétla) nebo difrakce na krystalu (elektronové mikroskopy). DuleZité je, kdyZ édstice nebude
volnd, ale bude interagovat s néjakym potencidlem. Pokud bude vinovd délka podobné skdly
jako zmeny potencidlu, bude jim ovlivnéna, pokud se budou lisit, tak cdstice ovlivnéna
nebude.

Uvazujme nyni nékolik systémi, pro které vinovou délku vypocteme

> Jaka je vlnova délka cvic¢iciho s hmotnosti 80 kg padajiciho z kola rychlosti 10 m/s?
Mohl na asfaltu difrakovat?

Pro vypocet budeme potiebovat hodnotu h = 6,626 - 1073* m? kg/s.

> Videnskym védcum se kdysi podafilo zmérit difrakci molekul Cgo, Arndt et al.,
Nature 401, 680 (1999). Jaka byla vlnova délka molekul, pokud letély rychlosti 200 m/s?

Uvazujme relativni atomovou hmotnost jednoho atomu uhliku 12, a hodnotu atomové
hmotnostni konstanty m, = 1,66 - 10727 kg.

Nyni prejdeme k opravu kvantovym systémiim, nejprve k elektronim. Piejdeme také k
atomovym jednotkam, ve kterych je h = 1, hmotnost elektronu m., = 1 a naboj elektronu
g¢e = 1. Jednotkou energie je pak Hartree, coz je dvojnasobek vazebné energie elektronu v
atomu vodiku. Jednotkou vzdalenosti je Bohr, coz je vzdalenost, ve které by byli elektron
a proton v atomu vodiku, pokud by byly klasické ¢astice.



> V kvantové mechanice Casto pracujeme s energii. Upravte deBrogliho vztah, aby
obsahoval energii £ misto hybnosti p, uvazujme klasicky vztah F = %.

> UvaZzujme elektron s energii 1 eV= Ha. Jaka je jeho vinova délka? (Vypocet
provedte v atomovych jednotkach.)

Vysledna vlnova délka je v Bohrech. Méli bychom vidét, ze vinova délka elektronu
je vétsi nez 1 Bohr. Pro pievod do srozumitelngjsich jednotek uvazujme, ze 1 Bohr
= 0,529 A(ngstrém), 1 Angstrom= 10710 m,

Nyni budeme uvazovat Castice o teploté T se stfedni energii £ = %kBT. Hodnota
Boltzmanovy konstanty je kg = 1,3806 - 1072 J/K = 3,1685 - 107° Ha/K.

> Nyni chceme ziskat vztah pro vlnovou délku ¢astice jako funkci teploty a jeji hmot-
nosti, idealné v atomovych jednotkach. Dostaneme jej vyuzitim E = %kBT ve vztahu pro
hybnost a dosazenim tohoto do deBrogliho rovnice. Méli bychom ziskat A = \2/0—73%.

U elektront nas kvantové chovani (vinova délka podobné velikosti atomi) nepiekvapi,
podivame se nyni na protony.

> Jaka je vlnova délka protonu pii teploté 20 K? Hmotnost protonu uvazujme m, =
1836m.

Ve vysledku je to docela dost. Na druhou stranu, neutrony, které maji podobnou
hmotnost jako protony, se vyuzivaji také ke zjistovani struktury latek pomoci difrakce.
Tedy vinové délky nutné pro difrakei (cca. 1 A) museji byt dostupné.

V naSem téle probiha fada reakei pii kterych dochazi k prenosu vodiku (protonu) mezi
molekulami. Nyni zjistime, jestli mize byt vinové chovani protonu dilezité pro pribéh
téchto reaket.

> Uvazujme proton s energii odpovidajici teploté 300 K. Jaki je jeho vlinova délka
podle deBrogliho vztahu? Jaka je vinova délka deuteronu o hmotnosti m, = 3670m.?

oo Funkce, operatory a linearni algebra

Funkce a operatory jsou v kvantové mechanice podstatné. Operatory jsou prifazeni

Af =g, (5)

kde f a g jsou prvky (raznych) prostorii, napiiklad funkce. Pfikladem operatoru je
derivace, komplexni sdruzeni, vynasobeni konstantou atd. Tedy véci, které zname, jen
jsme jim operatory nefikali.
~V kvantové mechanice potkédvame operatory, které jsou tzv. linedrni, plati pro né
A(f+9) = A(f) + Alg) a Alcf) = cA(f). A

> Ovéite, ze derivace je linarni operator a operator Au = 1/u linearni neni.

V kvantové mechanice ¢asto potkavame funkce normalizované na 1. (Protoze obsahuji
jednu ¢astici.)

Budeme nyni uvazovat funkce \/LE sin ng, \/%7 cosno a \/LQ? na intervalu (0,27), s n € N.

1
27.2114

> Ovéite, ze funkce \/%; sinng jsou normalizované na 1.
! K tomu, abychom mohli ovéfit normalizaci, musime definovat normu funkce N. Tu
definujeme pomoci skalarniho souc¢inu nasledovné

2

N= [ [(o)f(p)do.
0
! K dpravé vyrazu sin(n¢) a podobnych je vyhodné vyuzit Eulerova vzorce !¢ =
cos ¢ + 1 sin ¢.
! Integral fo% em?d¢, kde n € Z, je nenulovy jen tehdy, kdyz n = 0.



U predeslych poznamek jsou vykfi¢niky, protoze jsou diilezité a budeme je potkavat a
vyuzivat téméi neustale.

> Ovérte, Ze funkce \f sinng a \/1; cosng jsou na sebe kolmé.

Tady opét vyuzijeme skalarni soucin, obecné definovany jako

o) = [ £79.

Tim jsme mimojiné zjistili, Ze funkce tvoii ortonormalni bazi. To jesté vyuzijeme, ale
predtim se podivame na akci operatori na funkce. ("Akei" neni mysleno nic specialniho,
jen je prosté na funkce pustime.)

Uvazujme nyni operator derivace Vynasobeny komplexm Jednotkou A=id d 7

> Vypottéte, jak pisobi A na funkce f sin gb, —Cos ¢ a ﬁ

Uvazujme nyni operator B= sin ¢, tedy operator piusobici jako Bf =singf.

> Vypoctéte, jak pilisobi B na funkee \}sm o, fcosgb a # Vysledek prepiste

pomoci funkei nasi baze, tedy - 7= sin n¢, = coSng a ﬁ

Pokud na funkci ptsobi vice operatoru postupne tak nas mize zajimat, jestli musime
poradi dodrzet, nebo je mozné poradi upravit. Pokud miuzeme operatory prohodit, tedy
pokud plati C’f)f = ﬁé’f, tak spolu operatory komutuji.

> Ovéite, zda spolu operatory AaB komutuji. Jako testovaci funkci f pouzijte napft.
% sin na.

Vyraz CD — DC se nazyva komutétor a znac (C, D].

> Cemu je roven [A, B] v nasem p¥ipads?

> Ovérte, ze shodny vysledek obdrzime i pro testovaci funkce \/%7 cos ¢ a \/%;

Toto je obecné a uzitecné. Pokud zname komutator a piisobeni éﬁf, muzeme ﬁé’f
vypocitat jako DCf = (CD — [C,D])f. V budoucnu to hodné budeme vyuzivat pro
kvantovy oscilator.



