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Cvi£ení 9. 3. 2022

Téma: �as, bariéra, δ potenciál, dvouhladinový systém
�asová Schrödingerova rovnice v reálném a imaginárním £ase
�asová Schrödingerova rovnice má tvar

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ .

Pokud je ψ vlastní stav, p·sobením Ĥ na ψ dostaneme energii E. (Uvaºujeme £asov¥
nezávislé Hamiltoniány.) �e²ením rovnice pak získáme £asovou závislost

ψ(t) = ψ(0)e−iEt/~ .

Pokud není ψ vlastní stav Hamiltoniánu, m·ºeme ho rozepsat do báze vlastních stav·
φn:

ψ =
∑
n

cnφn .

Nyní je dobré si uv¥domit, ºe Hamiltonián je lineární operátor a na kaºdou φn m·ºe
p·sobit nezávisle, tedy

Ĥψ =
∑
n

cnĤφn =
∑
n

cnεnφn ,

kde εn jsou vlastní energie stav· φn. Z £asové Schrödingerovy rovnice potom získáme

ψ(t) =
∑
n

cnφn(0)e
−iεnt/~ ,

kaºdá vlastní funkce se tedy vyvíjí nezávisle.
Uvaºujme nyní op¥t kvantový rotor, nyní s vlastními funkcemi ψn = 1√

2π
einφ. Hodnoty

φ jsou z intervalu (0, 2π), n ∈ Z je kvantové £íslo.
. Pro£ tvo°í vlastní funkce ortonormální bázi?
Hamiltonián rotoru je −~2

2I
∂2

∂φ2
.

. Jaké závisejí vlastní energie na vlastním £ísle n?
Uvaºujme nyní, ºe £ástice je ve stavu |ψ〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉), £íslo v ketu je vlastní £íslo.

. Je stav normalizovaný na 1?

. Napi²te £asovou závislost stavu |ψ〉.

. Vypo£t¥te £asovou závislost hustoty pravd¥podobnosti £ástice ve stavu |ψ〉. Pouºi-
jeme %(φ) = ψ(φ)∗ψ(φ).

. Ov¥°te, ºe £asov¥ závislá hustota pravd¥podobnosti je normalizovaná na 1.
Uvaºujme nyní, ºe budeme systém vyvíjet v £ase, ale ne podle reálné osy dop°edu, ale

podél imaginární osy. Jako £as tedy pouºijeme t = −iτ .
. Pouºijte tento zvlá²tní £as v rovnici pro £asový vývoj ψ. Co získáme pro τ →∞?
. Prohlédnutím obecné rovnice pro £asovou závislost ψ(t) se p°esv¥d£te, ºe p°ede²lý

výsledek je obecný.
Pozn.: Vývoj v imaginárním £ase k získání základního stavu se opravdu vyuºívá,

nap°íklad v metod¥ zvané difúzní Monte Carlo, coº je stochastická metoda (vyuºívá náhodná
£ísla). Ale m·ºeme tak najít i základní stav p°ímou aplikací Hamiltoniánu na jednoduché
potenciály.
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Bariéra
Na p°edná²ce jste vid¥li, ºe je nenulová pravd¥podobnost, ºe £ástice se vyskytne v

místech, kde je potenciál v¥t²í, neº je její energie. Tedy pokud není potenciál nekone£ný.
Zopakujeme si nyní, jaké je °e²ení pro p°ípad konstantního potenciálu. Nejprve si zopaku-
jeme obecné °e²ení pro £ástici s energií vy²²í neº konstantní potenciál, potom rovnici
upravíme pro energii £ástice niº²í.

. Napi²te £asov¥ nezávislou Schrödingerovu rovnici pro p°ípad konstantního poten-
ciálu, búno poloºme V = 0. V p°ípad¥ volné £ástice je moºné chápat energii jako volný
parametr. Napi²te °e²ení. Pro °e²ení je vhodné pouºít vlnový vektor k ze vztahu E = ~2k2

2m
.

Pozn.: Tento vztah se nazývá dispersní relace, udává, jakou energii mají £ástice s
vlnovým vektorem. Pro volnou £ástici je takto jednoduchá, pro "reálnou £ástici" v pevné
látce sloºit¥j²í. Pokud je jich víc, tak takovému grafu °íkáme pásová struktura.

Nyní si p°edstavme situaci, kdy pro x > 0 je hodnota potenciálu V+.
. Napi²te Schrödingerovu rovnici pro tento p°ípad.
. Co se stane, je-li energie £ástice v¥t²í neº V ?
. Jaké má rovnice °e²ení pro p°ípad E < V ?
P°ípad, kdy bariéra je vy²²í neº energie £ástice nastává nap°íklad pro povrch materiál·.

Bariéra potom odpovídá vzduchu nebo vakuu. D·leºité jsou taky bariéry, které jsou
kone£né, tedy oblast, kde E < V je jen na n¥jakém omezeném intervalu. V tomto p°ípad¥
je moºné, ºe £ástice projde na druhou stranu. Tomu se bude v¥novat n¥která z budoucích
p°edná²ek.

Pozn.: Pr·nik £ástice bariérou je £astý a doslova ºivotn¥ d·leºitý, nebo´ jej provád¥jí
vodíky (protony) v chemických reakcích probíhajících v na²em t¥le. V takových p°í-
padech neprobíhá tunelování pod bariérou s konstantním energetickým rozdílem, energet-
ická bariéra má tvar spí²e kope£ku. V takových p°ípadech je moºné p°ibliºn¥ vypo£ítat
pravd¥podobnost pr·chodu pomocí Wentzel-Kramers-Brillouinovy approximace (hlavn¥ v
1D). Je také moºné pouºít metodu Feynmanových dráhových integrál·, která umoº¬uje
zahrnout i dynamiku ostatních £ástic (tzv. Path integral molecular dynamics). Pro p°ed-
stavu vizte nap°. první video na https://www.youtube.com/user/icelcn/videos

δ potenciál
Znalost tvaru °e²ení Schrödingerovy rovnice pro £ástici s energií niº²í neº potenciál

pouºijeme nyní v p°íkladu s potenciálem tvaru δ funkce: V = −Aδ(x). V ostatních
bodech má potenciál hodnotu nula. Tento potenciál má vázaný stav, tedy °e²ení s energií
niº²í neº nula.

. Napi²te °e²ení problému v bod¥ mimo x = 0, separátn¥ pro x < 0 a pro x > 0.
Vyuºijte p°itom °e²ení pro E < V a podmínku, ºe funkce musí být normalizovatelná.
(Funkci je²t¥ nenormalizujte.)

Z p°ede²lého bodu bychom m¥li mít vlnovou funkci známého tvaru nicmén¥ s volným
parametrem ("vlnový vektor" k, p°ípadn¥ energie E). Hodnotu volného parametru ur£íme
pomocí integrace Schrödingerovy rovnice na intervalu [−ε, ε].

. Napi²te Schrödingerovu rovnici a integrujte ji na daném intervalu. Tj. p°idejte
integrál

∫ ε
−ε p°ed v²echny t°i £leny. �e²ením získáte podmínku pro k, zp¥tným dosazením

do Schrödingerovy rovnice pak hodnotu energie.
. Funkci normalizujte.
. Jak se zm¥ní tvar vlnové funkce pro siln¥j²í potenciál (vy²²í hodnota A) a pro

hmotn¥j²í £ástici?
. Co by se stalo v p°ípad¥, ºe by potenciál byl kone£ný?

https://www.youtube.com/user/icelcn/videos


3

δ potenciál pro rotor
Uvaºujme nyní δ potenciál pro rotor.
. Jaké jsou maticové elementy potenciálu V = −Aδ(φ− π)?
. Jaké jsou maticové elementy potenciálu V = −A na intervalu [−ε, ε], jinak nula?
Rotor a operátor sinφ
Minule jsme pro rotor odvodili maticovou reprezentaci operátoru Â = i d

dφ
, p°ípadn¥

jeho kvadrátu, která je stejná jako kvadrát zobecn¥né hybnosti. Zvládli jsme i provést
diagonalizaci, nebo´ se matice rozpadla na bloky 2×2. Operátor B̂ = sinφ, se kterým
jsme také po£ítali, jsme zamluvili. Poj¤me se nyní na n¥j podívat. Pro jednoduchost
výpo£t· pouºijeme bázové funkce jako na za£átku cvi£ení ψn = 1√

2π
einφ.

. P°eve¤te operátor B̂ do tvaru vyuºívajícího exponenciely.

. Jaké jsou st°ední hodnoty operátoru B̂ pro funkce ψn?

. Vypo£t¥te maticové elementy 〈m|B̂|n〉 =
∫ 2π

0
ψ∗m(φ)B̂ψn(φ)dφ.

Matici si na£rtn¥te. Jak je vid¥t, kaºdý stav interaguje s dv¥ma dal²ími, navíc je
matice nekone£ná. To je v kvantové mechanice normální a problém typicky m·ºeme °e²it
tak, ºe uvaºujeme kone£nou matici, kterou numericky diagonalizujeme. Jak je to moºné
ud¥lat je tady Link to Colab with diagonalization

https://colab.research.google.com/drive/1XfICJ9YSFK-UTZ-PiDVosyjRG9wf__Ef#scrollTo=oI6EdFOTP-qg

