Cviceni 9. 3. 2022

Téma: Cas, bariéra, 0 potenciil, dvouhladinovy systém
Casova Schrodingerova rovnice v redlném a imaginarnim c¢ase
Casova Schrodingerova rovnice mé tvar
Loy
th— = Hv.
ot
Pokud je v vlastni stav, pusobenim H na v dostaneme energii £. (Uvazujeme ¢asové
nezévislé Hamiltoniany.) ReSenim rovnice pak ziskime ¢asovou zavislost

Wp(t) = (0)e N

Pokud nenfi ¢ vlastni stav Hamiltonidnu, mtzeme ho rozepsat do baze vlastnich stavi

On:
770 = chgbn

Nyni je dobré si uvédomit, ze Hamiltonidn je lineadrni operator a na kazdou ¢, muze
plsobit nezavisle, tedy
HY = =Y catndn,
n n
kde €, jsou vlastni energie stavi ¢,. Z ¢asové Schrodingerovy rovnice potom ziskame

B(1) = 3 cngn(0)e

kazda vlastni funkce se tedy vyviji nezavisle.

Uvazujme nyni opét kvantovy rotor, nyni s vlastnimi funkcemi v, = \/%emd’. Hodnoty
¢ jsou z intervalu (0,27), n € Z je kvantové ¢islo.

> Pro¢ tvoii vlastni funkce ortonormélni bazi?

Hamiltonian rotoru je —ga‘%.

> Jaké zaviseji vlastni energie na vlastnim &isle n?

UvaZujme nyni, Ze Castice je ve stavu [¢) = %(|0> + |1)), ¢islo v ketu je vlastni ¢islo.

> Je stav normalizovany na 17

> NapiSte ¢asovou zavislost stavu [¢).

> Vypoctéte ¢asovou zavislost hustoty pravdépodobnosti ¢astice ve stavu [¢). Pouzi-
jeme o(6) = ¥(6) V(o).

> Ovéfte, 7ze ¢asové zavisla hustota pravdépodobnosti je normalizovana na 1.

Uvazujme nyni, Ze budeme systém vyvijet v ¢ase, ale ne podle redlné osy doptedu, ale
podél imaginarni osy. Jako ¢as tedy pouzijeme t = —it.

> Pouzijte tento zvlastni ¢as v rovnici pro ¢asovy vyvoj 1. Co ziskdme pro 7 — o0o?

> Prohlédnutim obecné rovnice pro ¢asovou zavislost 1(t) se presvédéte, ze predesly
vysledek je obecny.

Pozn.: Vivoj v imagindrnim case k ziskani zdkladniho stavu se opravdu vyuZivd,
naptiklad v metodé zvané difizni Monte Carlo, coZ je stochastickd metoda (vyuZivd ndhodnd
¢isla). Ale miZeme tak najit i zdkladni stav primou aplikaci Hamiltonidnu na jednoduché
potencidly.



Bariéra

Na prednasce jste vidéli, Ze je nenulova pravdépodobnost, Ze castice se vyskytne v
mistech, kde je potencial vétsi, nez je jeji energie. Tedy pokud neni potencidl nekone¢ny.
Zopakujeme si nyni, jaké je feSeni pro piipad konstantniho potencialu. Nejprve si zopaku-
jeme obecné feSeni pro Céstici s energii vyS$i nez konstantni potencial, potom rovnici
upravime pro energii ¢Castice nizsi.

> NapiSte ¢asové nezavislou Schrédingerovu rovnici pro piipad konstantniho poten-
cidlu, bino polozme V = 0. V piipadé volné castice je mozné chapat energii jako volny
parametr. NapiSte feSeni. Pro feSeni je vhodné pouzit vinovy vektor k ze vztahu £ = %

Pozn.: Tento vztah se nazyvd dispersni relace, uddvd, jakou energii maji cdstice s
vinovym vektorem. Pro volnou ¢éistici je takto jednoduchd, pro "redlnou cdstici” v pevné
latce slozitéjsi. Pokud je jich vic, tak takovému grafu Tikame pdsovd struktura.

Nyni si predstavme situaci, kdy pro x > 0 je hodnota potencidlu V.

> Napiste Schrédingerovu rovnici pro tento piipad.

> Co se stane, je-li energie ¢astice vétsi nez V7

> Jaké méa rovnice feSeni pro piipad £ < V7

Ptipad, kdy bariéra je vyssi nez energie ¢astice nastava napiiklad pro povrch materiali.
Bariéra potom odpovidd vzduchu nebo vakuu. Diilezité jsou taky bariéry, které jsou
konec¢né, tedy oblast, kde £ < V' je jen na néjakém omezeném intervalu. V tomto piipadé
je mozné, ze ¢astice projde na druhou stranu. Tomu se bude vénovat nékterd z budoucich
prednasek.

Pozn.: Prunik cdstice bariérou je casty a doslova Zivotne dileZity, nebol jej provddeji
vodiky (protony) v chemickijch reakcich probihajicich v naSem téle. 'V takovijch pri-
padech neprobihd tunelovdni pod bariérou s konstantnim energetickym rozdilem, energet-
ickd bariéra md tvar spise kopecku. V takovych pFipadech je mozné priblizné vypocitat
pravdépodobnost prichodu pomoci Wentzel-Kramers-Brillouinovy approximace (hlavné v
1D). Je také mozné pouzit metodu Feynmanovych drahovych integrdli, kterd umoziiuje
zahrnout i dynamiku ostatnich cdstic (tzv. Path integral molecular dynamics). Pro pfed-
stavu vizte napt. proni video na https://www.youtube.com/user/icelen/videos

0 potencial

Znalost tvaru feSeni Schrodingerovy rovnice pro ¢astici s energii niz$i nez potencial
pouzijeme nyni v piikladu s potencidlem tvaru § funkce: V = —Ad(z). V ostatnich
bodech ma potencial hodnotu nula. Tento potencidl ma vazany stav, tedy feSeni s energif
nizsi nez nula.

> Napiste feseni problému v bodé mimo x = 0, separatné pro x < 0 a pro = > 0.
Vyuzijte pfitom FeSeni pro £ < V' a podminku, Zze funkce musi byt normalizovatelna.
(Funkci jesté nenormalizujte.)

7 predeslého bodu bychom méli mit vinovou funkci zndmého tvaru nicméné s volnym
parametrem ("vlnovy vektor" k, pfipadné energie ). Hodnotu volného parametru uré¢ime
pomoci integrace Schrédingerovy rovnice na intervalu [—e, €.

> Napiste Schrodingerovu rovnici a integrujte ji na daném intervalu. Tj. pfridejte
integral f_: pred vSechny tri ¢leny. Regenim ziskéte podminku pro k, zpétnym dosazenim
do Schrédingerovy rovnice pak hodnotu energie.

> Funkci normalizujte.

> Jak se zméni tvar vlnové funkce pro silnéjsi potencial (vyssi hodnota A) a pro
hmotnéjsi ¢astici?

> Co by se stalo v pripadé, Ze by potencial byl kone¢ny?


https://www.youtube.com/user/icelcn/videos

0 potencial pro rotor

Uvazujme nyni § potencial pro rotor.

> Jaké jsou maticové elementy potencidlu V = —A§(¢p — )7

> Jaké jsou maticové elementy potencidlu V' = —A na intervalu [—e, €], jinak nula?

Rotor a operator sin ¢

Minule jsme pro rotor odvodili maticovou reprezentaci operatoru A= i%, pripadné
jeho kvadratu, kterd je stejnd jako kvadrat zobecnéné hybnosti. Zvladli jsme i provést
diagonalizaci, nebot se matice rozpadla na bloky 2x2. Operator B = sin ¢, se kterym
jsme také pocitali, jsme zamluvili. Pojdme se nyni na néj podivat. Pro jednoduchost

vypocti pouzijeme bézové funkce jako na zacatku cviceni v, = \/%76”@.

> Preved'te operator B do tvaru vyuzivajictho exponenciely.

> Jaké jsou stfedni hodnoty operatoru B pro funkce Un?

> Vypoctéte maticové elementy (m|B|n) = 02” V* (¢) Bty (¢)dop.

Matici si nacrtnéte. Jak je vidét, kazdy stav interaguje s dvéma dal$imi, navic je
matice nekonec¢na. To je v kvantové mechanice normélni a problém typicky miizeme teSit
tak, Ze uvazujeme konec¢nou matici, kterou numericky diagonalizujeme. Jak je to mozné
udélat je tady Link to Colab with diagonalization


https://colab.research.google.com/drive/1XfICJ9YSFK-UTZ-PiDVosyjRG9wf__Ef#scrollTo=oI6EdFOTP-qg

