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Cvi£ení 2. 3. 2022

Téma: Maticová reprezentace operátor·

∞ Funkce, operátory a lineární algebra

Jako v minulých cvi£eních budeme uvaºovat funkce 1√
π
sinnφ, 1√

π
cosnφ a 1√

2π
na

intervalu (0, 2π), s n ∈ N . Uº víme, ºe tvo°í ortonormální bázi, tedy jsou na sebe kolmé
a normované na 1. Tedy pokud pouºijeme skalární sou£in

〈i|j〉 =
∫ 2π

0

i∗(φ)j(φ)dφ ,

kde i(φ) a j(φ) jsou n¥jaké obecné funkce dané báze.
Pro funkce budeme pouºívat krátké zna£ení pomocí ket· a °íkat jim stavy

|sn〉 =
1√
π
sin(nφ) (1)

|cn〉 =
1√
π
cos(nφ) (2)

|0〉 = 1√
2π

. (3)

Ozna£ení stav je takové obecn¥j²í, nebo´ nep°edpokládáme n¥jakou konkrétní bázi pro
vyjád°ení (reprezentaci), jako je tomu v p°ípad¥ pouºití funkcí závisejících na φ. Navíc je
to v kvantové mechanice p°irozené, °íkáme, ºe £ástice se nachází v n¥jakém stavu. To, ºe
báze je ortonormální vede k tomuto:

〈i|j〉 = δij

Op¥t budeme uvaºovat operátory Â = i d
dφ

a B̂ = sinφ. Z minula víme, jak tyto
operátory p·sobí na stavy |i〉:

Â|0〉 = 0 , Â|sn〉 = in|cn〉 , Â|cn〉 = −in|sn〉 .

Dnes toho vyuºijeme pro vytvo°ení maticové reprezentace t¥chto operátor·, ale p°edtím
si je²t¥ více zaºijeme nové zna£ení.

Uvaºujme nyní funkci f(φ) = 1√
2π
e3iφ.

. Ukaºte, ºe je funkce normalizovaná na 1.

. P°epi²te funkci f(φ) pomocí na²ich bázových funkcí, které potom p°ezna£te na stavy.

. Ukaºte, ºe funkce f(φ) vyjád°ená pomocí stav· |i〉 je normalizovaná na 1. (Snaºíme
se vyuºít 〈i|j〉 = δij.)

Nyní na funkci f(φ) pustíme operátor Â t°emi zp·soby:
. Pouºijte operátor Â p°ímo na f(φ).
. Pouºijte operátor Â na funkci f(φ) vyjád°enou pomocí funkcí báze fi(φ).
. Pouºijte znalosti akce operátoru Â na stavy |i〉.
Výsledky by m¥ly být ekvivalentní a ukazují nám, ºe funkce f(φ) je vlastní stav Â.

Zárove¬ bychom m¥li vid¥t, ºe výpo£ty se stavy jsou rychlej²í, tedy aspo¬ pokud známe
bázi vlastních stav· a výsledek akce operátoru na tuto bázi.
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Shr¬me si to. Kdyº zap·sobíme operátorem Ô na n¥jaký stav ortonormální báze |i〉,
dostaneme obecn¥ n¥co, co m·ºeme napsat jako kombinaci stav· báze |j〉 vynásobené
n¥jakými koe�cienty. (Vzpome¬me na p·sobení operátoru B̂.) Tedy takto:

Ô|i〉 =
∑
j

oji|j〉 .

�ísla oji mají dva indexy, nebo´ záleºí, na který stav báze p·sobíme.
V kvantové mechanice nás £asto zajímají st°ední hodnoty, ty jsou de�novány jako

〈i|Ô|i〉. Zkusme si to vypo£ítat obecn¥.
. Pouºijte relaci pro akci operátoru Ô pro výpo£et st°ední hodnoty pro stav |i〉. Výsled-

kem by m¥lo být £íslo oii.
Zkusme nyní výpo£et 〈i|Ô|i〉 zobecnit a pouºít jako bra 〈k|.

〈k|Ô|i〉 = 〈k|
∑
j

oji|j〉 =
∑
j

oji〈k|j〉 =
∑
j

ojiδkj = oki .

Tedy op¥t jsme dostali n¥jaké £íslo, které závisí na bázové funkci, která obloºí operátor
zleva a zprava. Pokud zavedeme pro bázové funkce n¥jaké po°adí, m·ºeme potom £ísla
oki uspo°ádat to tabulky odpovídajícím zp·sobem. Tím utvo°íme maticovou reprezentaci
n¥jakého operátoru.

To samé bez dlouhého povídání: Vypo£teme oij = 〈i|Ô|j〉 pro v²echny dvojice bá-
zových funkcí i a j. Z nich utvo°íme matici O.

Co se stavy/funkcemi? Obecný stav |ψ〉 m·ºeme napsat jako sou£et p°es stavy báze
|ψ〉 =

∑
i ci|i〉. Pokud, stejn¥ jako s maticí, obloºíme rovnici zleva 〈j|, dostaneme

〈j|ψ〉 =
∑
i

ci〈j|i〉 =
∑
i

ciδji = cj .

Pouºitím v²ech moºných stav· báze |j〉 dostaneme v²echna moºná cj, ta uspo°ádáme a
vznikne nám vektor. Tedy operátory a stavy/funkce m·ºeme p°evést na matice a vektory.

. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátor· Â a B̂ v námi pouºívané bázi. Jsou
matice hermitovské?

S maticemi operátor· m·ºeme provád¥t v¥ci, které známe z lineární algebry. Nap°íklad
diagonalizaci.

. Najd¥te vlastní £ísla matice A.

. Najd¥te vlastní vektory matice A (v£etn¥ normalizace).

. Prove¤te rotaci do báze nových vlastních stav· pro subprostor de�novaný stavy s
vlastnímu £ísly ±1.

. P°eve¤te vlastní vektory na vlastní funkce pouºitím |ψ〉 =
∑

i ci|i〉. Op¥t jen pro
vlastní £ísla ±1. Ov¥°te normalizaci a ortogonalitu t¥chto nových stav·.

Poj¤me nyní k jinému operátoru, nap°íklad V̂ = V , je to tedy konstantní funkce.
. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátoru V̂ .
Nyní uvaºujme operátor Â2.
. Aplikujte Â2 na stavy |sn〉 a |cn〉 pomocí reprezentace funkcemi φ.
Nyní uvaºujme jen stavy |s1〉 a |c1〉.
. Jak vypadá maticová reprezentace Â v tomto prostoru?
. Aplikujte dvakrát matici A na ony dva stavy.
. Vypo£t¥te matici A2, aplikujte na oba stavy a ov¥°te, ºe je výsledek shodný.


