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Domácí úkol 14. 4. 2021

M¥jme oscilátor centrovaný na x = 0, jeho vlastní stavy budeme zna£it |n〉. Základní
stav je tedy |0〉, jeho x-reprezentaci budeme psát f0(x). Vedle n¥ho si p°edstavme dal²í
oscilátor se stejným parametrem ω, jen centrovaný na x = x0, jak je ilustrováno na
obrázku. Ten má také vlastní základní stav, budeme ho zna£it |0T 〉 a fT (x) jako funkci
sou°adnice x.

. Napi²te funkci základního stavu posunutého oscilátoru (v x-repre).
Bude nás zajímat rozvoj základního stavu posunutého oscilátoru v bázi funkcí oscilá-

toru centrovaného na x = 0. Tedy rozvoj |0T 〉 =
∑

n cn|n〉 ve kterém hledáme koe�cienty
cn. Jak je v kvantové mechanice £asté, výpo£et je moºné ud¥lat n¥kolika zp·soby. V
p°ípad¥, ºe nenajdeme n¥jaký analytický vzorec pro cn s n libovolným, tak se musíme
spokojit jen s výpo£tem n¥kolika cn. Základní zp·sob, jak vypo£ítat cn je pomocí p°ímého
výpo£tu cn = 〈n|0T 〉.

. Vypo£t¥te koe�cient c0 pomocí explicitní integrace, tedy 〈0|0T 〉.
V tomto p°ípad¥ je p°ímý výpo£et moºný, ale £asto tomu tak není a musíme se uchýlit

k p°ibliºným výpo£t·m. Následující p°íklad nám umoºní si ukázat, co je moºné s anihi-
la£ními a krea£ními operátory provád¥t. V p°ípad¥ posunutého oscilátoru budeme pos-
tupovat tak, ºe funkci fT (x) vyjád°íme jako fT (x) = f0(x)g(x).

. P°epi²te základní stav posunutého oscilátoru fT (x) do tvaru fT (x) = f0(x)g(x).
To nám umoºní vypo£ítat koe�cienty cn podle cn = 〈n|0T 〉 = 〈n|g|0〉. Funkci g(x), £i

spí²e její Taylor·v rozvoj, si p°itom rozepí²eme s pomocí anihila£ních a krea£ních operá-
tor·.

. Rozepi²te funkci g(x) pomocí Taylorova rozvoje do 4. °ádu podle x.
Nyní jsme dosp¥li do stavu, kdy nám pro výpo£et koe�cient· sta£í vy£íslit maticové

elementy funkce g(x). (Toto je samoz°ejm¥ mnohem hor²í neº p°ímá integrace, ale u
sloºit¥j²ích systém· nám £asto nic jiného nezbývá.) P°i pouºití anihila£ních a krea£ních
operátor· je t°eba se nejd°íve zamyslet, po správné úvaze se v¥t²inou výpo£et zna£n¥
zjednodu²í. Budeme nyní uvaºovat jen p°ísp¥vky k c0, tedy 〈0|g|0〉. Pro tyto maticové
elementy je podstatné uváºit to, ºe po p·sobení v²ech operátor· a a a† v n¥jakém £lenu
se musíme dostat zp¥t do základního stavu, jinak bude maticový element nulový.

. N¥které £leny Taylorova rozvoje funkce g(x) budou mít nulové p°ísp¥vky k 〈0|g|0〉.
Které to budou?

. Vyjád°ete operátory x2 a x4 pomocí a a a†. (x4 není t°eba p°evád¥t do normálního
po°adí, ale je dobré vypo£ítat x4 = x2x2, kde x2 je v normálním po°adí.) Op¥t budou
p°ispívat jen n¥které £leny, které? Vy£íslete je.

. Jedním z p°ispívajících £len· x4 je a2a†
2
. Ov¥°te, ºe vyjád°ený takto a v normálním

po°adí (a vpravo) dává stejnou st°ední hodnotu pro stav |0〉.
. Porovnejte výsledek obdrºený pro 〈0|g|0〉 s g(x) rozvinutou do 4. °ádu podle x s

výsledkem explicitní integrace rozvinutým do stejného °ádu.
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