Cviceni 31. 3. 2021

Téma: éasovy Vyvoj

Rotor jako volna Castice

Na minulém cviceni jsme pouzivali model volné ¢astice v periodickych okrajovych
podminkéch. Tento model lze také pouzit pro systém, ktery rotuje kolem jedné osy, tzv.
kvantovy rotor. Pro systém s momentem setrvacnosti / je Hamiltonian
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Tento vyraz pochézi z transformace do valcovych souradnic. Proménna ¢ odpovida rotaci
a nabyva hodnot mezi 0 a 27. Vlastni funkce problému ziskdme vyfeSenim rovnice

Hp(¢) = M(9),

jsou to tedy funkce tvaru 1, (¢) = Ne™?, kde n je celé ¢islo, budeme je také znadit jako
stavy |n).

> Ovéfte, ze funkce spliuji podminku periodicity 1, (¢) = ¥, (¢ + 27).

> Vypoctéte normaliza¢ni konstantu N.

> Ovérte, ze funkce tvori ortonormalni bazi.

> Vypoctéte energii Castice ve stavu n.

Budeme nyni pracovat s ¢astici ve stavu |¥) = \%(\O) + |1)).

> Ovéite, Ze je vinova funkce normalizovana: i) dosazenim funkei za stavy a pouzitim
explicitni integrace ii) bez dosazovani, ale s vyuzitim ortonormality baze.

éasovy vyvoj pro stacionarni Hamiltonian je dan

w(t) = chgbneiiéTnt )

kde ¢, jsou vlastni stavy Hamiltonianu, €, jejich energie a ¢, jsou koeficienty rozvoje
funkce 1 do baze stavii ¢.

> Napiste vyraz pro ¢asovou zavislost stavu |U) jako funkei ¢ a ¢asu t.

> NapiSte vyraz pro ¢asové zavislou hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice. Funkei
nakreslete, jak se bude ménit v ¢ase?

Uvazujme nyni operator L = —ih%, ktery odpovida momentu hybnosti ¢astice.

> Jsou funkce 1, (¢) vlastnimi stavy L7 Jaka jsou piipadné vlastni ¢isla?

> Vypoctéte casové zavislou stiedni hodnotu operatoru L pro stav |¥) dvéma zpusoby:
i) pomoci dosazeni za |0) a |1) a explicitni integrace pies ¢ a ii) vyuzitim znalosti L|n).

Nyni uvazujme operator V = A(e* + e~¢). (Podobny operator jsme méli minule.)

> Vypoctéte vSechny maticové elementy operatoru V' pro stavy |0) a |1). Pro rychliky:
Maticové elementy obecné.

> Vypoctéte ¢asovou zavislost stiedni hodnoty operatoru V' pro stav |¥). Pro lepsi
pochopeni vysledku vykreslete potencial V', realnou a imaginarni éist |¥) (jako funkei ¢)
a jejich soucin s potenciilem.

Zajimavosti

Zamysleme se jesté nad operatorem V = A(e!® + =), Sklad4 se ze dvou ¢asti, které
jsou imérné e a e,



> Jsou tyto operatory (jednotlive) Hermitovské? Tedy plati (n|Om) = (On|m)? Pozor,
pri ptsobeni na bra stav je tfeba operator komplexné sdruzit.

> Pro porovnani zjistéte, zda je operator L Hermitovsky.

Operatory e a e~ jsou zajimavé, s odkazem na budoucnost je miZeme oznadit jako
operatory a' a a. nyni nas bude zajimat, co ty operatory délaji. K tomu:

> Vypottéte maticové elementy operatoru al, tedy (n|a’|m).

> Vypoctéte Lal|n).

Vidime tedy, Ze aplikace operatoru a' na stav |n) ndm da stav |n + 1), proto mu
miuzeme fikat zvySovaci. Podobné operator a muzeme nazvat snizovaci. Pozn.: ZvySovaci
a sniZovact operdtory se moc pro rotor nepouzivaji, neni moc k cemu. Analogické operdtory
ale muZeme definovat pro harmonicky oscildtor, kde umoznuji eleganini 7esSeni mnoha
problémii. (Bude brzy na piedndsce.) Podobné operdtory nalezneme také pri kvantovém
popisu. mnohoelektronovych systémai.

> Zamyslime se nad tim, co déla operator €%, a jak vypad4 jeho maticova reprezentace.

Operatory €% a e~ a jejich mocniny se vyskytnou pii vyjdd¥en{ soufadnic (z nebo
y) a jejich mocnin ve vélcovych a sférickych soufadnicich. A tyto potfebujeme pii studiu
interakce zareni, elektrického, nebo magnetického pole s atomy. Fakt, Ze tyto operatory
spojuji jen stavy s danymi rozdily vlastnich ¢isel n pak vede na tzv. vybérova pravidla
pro piechody vyvolané zafenim a podobné.

Transformace baze

Uvazujme opét operator V = A(e' + e~%).

> Jaké je jeho maticova reprezentace (bez pocitani)?

Piejdeme nyni od béaze stavii €™ do baze s funkcemi cos a sin. Bazova funkce |0) se
zachové, pro cos obdrzime nové stavy jako symetrickou kombinaci |en') = \%(]n) +|—n)).

Podobné pro sin udélame anti-symetrickou kombinaci |sn') = —\/Li(|n> — | —n)).
> Ovérte, ze opravdu ziskame redlné cos a sin funkce.
V nasledujicim budeme uvazovat jen stavy | — 1), [0) a |1).

> Utvoite matici transformace pro prechod z puvodni do nové baze. Pro piehlednost
zachovejte poradi |s1), |0) a |cl).

> Jak vypada transformovana matice potencialu V' v nové bazi?

> Maticové elementy pro |sl) jsou nulové, dokazete to (napiiklad pomoci kresby)
vysvetlit?

Pozn.: Priddnim potencidlu V' doslo k tzv. naruSeni symetrie. Stavy | — 1) a |1)
mély puvodné stejnou energii a byly vlastnimi stavy, tomu oznacujeme jako degeneraci
stavii. Tedy nemély mezi sebou Zddny nenulovy maticovy element. Priddnim V se toto
narusilo, nebot oba stavy maji nenulovy element mezi sebou a stavem |0). Tim dojde k
tzv. rozstépent této hladiny a sejmuti degenerace. Nové stavy tak odpovidaji lépe symetrii
problému. Casto byvd seymuli degenerace jen cdastecné, obzvldast ve vice dimenzich. V
budoucnu se s tim casto setkame v poruchové teorii. Pokud bychom provedli diagonalizaci
v 8% 8 podprostoru stavi | — 1), |0) a |1), tak obdrzime prdvé |s1), |0) a |c1) jako nové
vlastni stavy.



