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Cvi£ení 31. 3. 2021

Téma: �asový vývoj
Rotor jako volná £ástice

Na minulém cvi£ení jsme pouºívali model volné £ástice v periodických okrajových
podmínkách. Tento model lze také pouºít pro systém, který rotuje kolem jedné osy, tzv.
kvantový rotor. Pro systém s momentem setrva£nosti I je Hamiltonián

H = −~2

2I

d2

dφ2
.

Tento výraz pochází z transformace do válcových sou°adnic. Prom¥nná φ odpovídá rotaci
a nabývá hodnot mezi 0 a 2π. Vlastní funkce problému získáme vy°e²ením rovnice

Hψ(φ) = λψ(φ) ,

jsou to tedy funkce tvaru ψn(φ) = Neinφ, kde n je celé £íslo, budeme je také zna£it jako
stavy |n〉.

. Ov¥°te, ºe funkce spl¬ují podmínku periodicity ψn(φ) = ψn(φ+ 2π).

. Vypo£t¥te normaliza£ní konstantu N .

. Ov¥°te, ºe funkce tvo°í ortonormální bázi.

. Vypo£t¥te energii £ástice ve stavu n.
Budeme nyní pracovat s £ásticí ve stavu |Ψ〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉).

. Ov¥°te, ºe je vlnová funkce normalizovaná: i) dosazením funkcí za stavy a pouºitím
explicitní integrace ii) bez dosazování, ale s vyuºitím ortonormality báze.

�asový vývoj pro stacionární Hamiltonián je dán

ψ(t) =
∑
n

cnφne
− iεnt~ ,

kde φn jsou vlastní stavy Hamiltoniánu, εn jejich energie a cn jsou koe�cienty rozvoje
funkce ψ do báze stav· φ.

. Napi²te výraz pro £asovou závislost stavu |Ψ〉 jako funkci φ a £asu t.

. Napi²te výraz pro £asov¥ závislou hustotu pravd¥podobnosti výskytu £ástice. Funkci
nakreslete, jak se bude m¥nit v £ase?

Uvaºujme nyní operátor L = −i~ d
dφ
, který odpovídá momentu hybnosti £ástice.

. Jsou funkce ψn(φ) vlastními stavy L? Jaká jsou p°ípadná vlastní £ísla?

. Vypo£t¥te £asov¥ závislou st°ední hodnotu operátoru L pro stav |Ψ〉 dv¥ma zp·soby:
i) pomocí dosazení za |0〉 a |1〉 a explicitní integrace p°es φ a ii) vyuºitím znalosti L|n〉.

Nyní uvaºujme operátor V = A(eiφ + e−iφ). (Podobný operátor jsme m¥li minule.)
. Vypo£t¥te v²echny maticové elementy operátoru V pro stavy |0〉 a |1〉. Pro rychlíky:

Maticové elementy obecn¥.
. Vypo£t¥te £asovou závislost st°ední hodnoty operátoru V pro stav |Ψ〉. Pro lep²í

pochopení výsledku vykreslete potenciál V , reálnou a imaginární £íst |Ψ〉 (jako funkci φ)
a jejich sou£in s potenciálem.

Zajímavosti

Zamysleme se je²t¥ nad operátorem V = A(eiφ + e−iφ). Skládá se ze dvou £ástí, které
jsou úm¥rné eiφ a e−iφ.
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. Jsou tyto operátory (jednotliv¥) Hermitovské? Tedy platí 〈n|Ôm〉 = 〈Ôn|m〉? Pozor,
p°i p·sobení na bra stav je t°eba operátor komplexn¥ sdruºit.

. Pro porovnání zjist¥te, zda je operátor L Hermitovský.
Operátory eiφ a e−iφ jsou zajímavé, s odkazem na budoucnost je m·ºeme ozna£it jako

operátory a† a a. nyní nás bude zajímat, co ty operátory d¥lají. K tomu:
. Vypo£t¥te maticové elementy operátoru a†, tedy 〈n|a†|m〉.
. Vypo£t¥te La†|n〉.
Vidíme tedy, ºe aplikace operátoru a† na stav |n〉 nám dá stav |n + 1〉, proto mu

m·ºeme °íkat zvy²ovací. Podobn¥ operátor a m·ºeme nazvat sniºovací. Pozn.: Zvy²ovací
a sniºovací operátory se moc pro rotor nepouºívají, není moc k £emu. Analogické operátory
ale m·ºeme de�novat pro harmonický oscilátor, kde umoº¬ují elegantní °e²ení mnoha
problém·. (Bude brzy na p°edná²ce.) Podobné operátory nalezneme také p°i kvantovém
popisu mnohoelektronových systém·.

. Zamyslíme se nad tím, co d¥lá operátor e2iφ, a jak vypadá jeho maticová reprezentace.
Operátory eiφ a e−iφ a jejich mocniny se vyskytnou p°i vyjád°ení sou°adnic (x nebo

y) a jejich mocnin ve válcových a sférických sou°adnicích. A tyto pot°ebujeme p°i studiu
interakce zá°ení, elektrického, nebo magnetického pole s atomy. Fakt, ºe tyto operátory
spojují jen stavy s danými rozdíly vlastních £ísel n pak vede na tzv. výb¥rová pravidla
pro p°echody vyvolané zá°ením a podobn¥.

Transformace báze

Uvaºujme op¥t operátor V = A(eiφ + e−iφ).
. Jaká je jeho maticová reprezentace (bez po£ítání)?
P°ejdeme nyní od báze stav· einφ do báze s funkcemi cos a sin. Bázová funkce |0〉 se

zachová, pro cos obdrºíme nové stavy jako symetrickou kombinaci |cn′〉 = 1√
2
(|n〉+ |−n〉).

Podobn¥ pro sin ud¥láme anti-symetrickou kombinaci |sn′〉 = − i√
2
(|n〉 − | − n〉).

. Ov¥°te, ºe opravdu získáme reálné cos a sin funkce.
V následujícím budeme uvaºovat jen stavy | − 1〉, |0〉 a |1〉.
. Utvo°te matici transformace pro p°echod z p·vodní do nové báze. Pro p°ehlednost

zachovejte po°adí |s1〉, |0〉 a |c1〉.
. Jak vypadá transformovaná matice potenciálu V v nové bázi?
. Maticové elementy pro |s1〉 jsou nulové, dokáºete to (nap°íklad pomocí kresby)

vysv¥tlit?
Pozn.: P°idáním potenciálu V do²lo k tzv. naru²ení symetrie. Stavy | − 1〉 a |1〉

m¥ly p·vodn¥ stejnou energii a byly vlastními stavy, tomu ozna£ujeme jako degeneraci
stav·. Tedy nem¥ly mezi sebou ºádný nenulový maticový element. P°idáním V se toto
naru²ilo, nebo´ oba stavy mají nenulový element mezi sebou a stavem |0〉. Tím dojde k
tzv. roz²t¥pení této hladiny a sejmutí degenerace. Nové stavy tak odpovídají lépe symetrii
problému. �asto bývá sejmutí degenerace jen £áste£né, obzvlá²´ ve více dimenzích. V
budoucnu se s tím £asto setkáme v poruchové teorii. Pokud bychom provedli diagonalizaci
v 3×3 podprostoru stav· | − 1〉, |0〉 a |1〉, tak obdrºíme práv¥ |s1〉, |0〉 a |c1〉 jako nové
vlastní stavy.


