Cviceni 26. 5. 2021

Téma: Moment hybnosti a atom vodiku
Moment hybnosti je L=7x p, tedy slozkové L; = €57 ;D
Kvantovéna je velikost momentu hybnosti (operator L?) a poté priiméty na zvolenou
(libovolnou) osu, obvykle volime osu z ¢mz dostaneme operator pramétu L,. Vlastni
stavy L? a L, jsou sférické harmoniky Y;"(6, ¢). Ty tvo¥i ortonormélni bazi v thlovych
soufadnicich, tedy plati
< l;nl|y}m> = 5l,l’5m,m’ )

kde [ a m jsou kvantova ¢isla velikosti momentu hybnosti a jeho priimétu na osu z.
Kvantova ¢isla mohou nabyvat hodnot [ = 0,1,2,... am = —I[,...,[, vlastni hodnoty
velikosti L? jsou h*I(I + 1) a primétu Am.

Maticova reprezentace momentu hybnosti (z minula)

Diilezitymi operatory pro moment hybnosti jsou zvySovaci a snizovaci operatory, L.,
pro které plati

Li|lm) = B/I(14+ 1) —m(m £ 1)|lm £ 1) .
Matice Ly a L_ pro [ =1 maji tvar (v bazi m = 1,0, —1):

0 v2 0 0 0
Ly=h|0 0 V2| a L.=h|vV2 0
0 0 0 0 2

> Pouzijte Ly = L, & ¢L, pro vytvofeni matic L, a L,,.

> Ovéite, ze matice L} + L2 + L? pro | = 1 je shodné s matici L*.

> Ovéite [L,, L] = ihL,.

(XI-5)

Vlastni a stfedni hodnoty L? a L, v riiznych reprezentacich

Budeme uvazovat stavy Yy a Y.

> Jaké jsou vlastni hodnoty operatorii L? a L, pro dané stavy?

Oba stavy zkombinujeme do funkce ¢ = —5(Yy + Y?).

> Je ¢ vlastni funkce L? nebo L,?

> Vypoctéte stiedni hodnotu L? a L, pro ).

(XI-3)

Nyni vypocet provedeme v maticové reprezentaci L, a L?. Bude nam stacit vytvorit
matice v bazi stavi Y7 a Y, piipadné miizeme vytvofit matice v bazi vSech staviis [ = 0
nebo [ = 1.

> Vytvofte matice L, a L? ve zvolené bazi.

> Napiste stav ¢ jako vektor ve zvolené bazi a vypoctéte stiedni hodnotu.

(XI-5)

Pro rychliky: Nakonec budeme vypocet opakovat ve sférickych soufadnicich kde
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Tedy:

> Jaky je vysledek akce L, na oba stavy?

> Jaka je stfedni hodnota L. a L? pro 7

(XI-3)

Atom vodiku
ze dvou existujicich systémii, které lze vytesit analyticky. Tim druhym je iont Hy, ktery
je mozné vytesit v eliptickych soufadnicich (a mozné jen pro zakladni stav). ReSeni pro
vodik je také mozné pouzit pro ionty, které maji pouze jeden elektron, tedy napt. O7* a
podobné.

Pti hledani vlnové funkce atomu vodiku miizeme uvazovat kone¢nou hmotnost jadra,
nebo ne. Konecna hmotnost jadra zméni trochu energetické hladiny a tim také energie
prechodit mezi hladinami, tedy emisni nebo absorp¢ni spektra. Tyto rozdily jsou po-
zorovatelné experimentalné.

Regen{ atomu vodiku je mozné rozdélit na thlovou ¢ast a radialni cast. Regenfm thlové
Casti jsou sférické harmoniky Y™ (6, ¢) (moment hybnosti elektronu je integral pohybu) a
odpovidajici dvé kvantova ¢isla: velikost [ a prumét m momentu hybnosti. Pro radidlni
¢ast Ry, (r) dostaneme dalsi kvantové ¢islo, které udava pocet nod nebo maxim v radialni
¢asti. Obvykle ale pouzivame tzv. hlavni kvantové ¢islo n, jelikoz to udava energii feSeni
na trovni Schrodingerovy rovnice. (Reéeni se komplikuje pf¥i uvazeni relativistickych
efekti, tedy feSeni zalozenych na Diracové rovnici, energie potom zavisi i na [.)

Hlavni kvantové ¢islo n mtize nabyvat hodnot n = 1,2,3,.... Pomoci néj vyjadiime
energii:
4
me 1
E,=————.
2h?(4me)? n?

Hlavni kvantové ¢islo udava celkovy pocet nod vlnové funkce zvySeny o jedna. Pro
zékladni stav s n = 1 je tedy poc¢et nod vlnové funkce nula (funkce nikde neni rovna nule).
Pro prvni excitovany stav s n = 2 je noda bud v radialni ¢asti a sférickd ¢ast je potom
symetrickd (rovna Y7), nebo radialni ¢ast nulu neprotina a nodu maji ahlové ¢asti. Mozna
kvantova ¢isla momentu hybnosti pak jsou [ =1 am = 1,0, —1. Mozna si vzpomeneme
na 2s a 2p funkce/orbitaly z chemie na st¥edni skole. Z toho je mozné odvodit, Ze pro
dané n je nejvyssi povolena hodnota [ = n — 1, moiny pocet stavii pro dané n je n?.

Vlnové funkce atomu vodiku

Vinova funkce zakladniho stavu vodiku-podobnému atomu je

3
1 Z\?% _zr
100 = ﬁ <a_0> e "0,

kde ag = h;t? je tzv. Bohriv polomér vodiku a Z je naboj jadra.

> Ovéfte, ze je vlnova funkce normalizované.

Pozn.: Integral fooo r*e~*"dr definuje tzv. I' funkci. Je roven a"—lrl

> Vypoctéte maximum pravdépodobnosti pro vyskyt elektronu, tedy maximum funkce
72|¥h100]*.

Pro rychliky: Vypoctéte stfedni hodnotu vzdalenosti elektronu od jadra.

(XTII-1)

Vybérova pravidla




Atom vodiku je mozné vyexcitovat ze zdkladniho stavu na vyssi hladinu pomoci elek-
tromagnetického zafeni. Pfitom se zméni kvantova ¢isla z hodnoty (1,0,0) na (n,l,m).
UkaZzeme si nyni, Ze zména [ a m nenfi libovolné, ale musi spliiovat tzv. vybérova pravidla.
Ta jsou dana nenulovymi maticovymi elementy operatoru interakce se zafenim. Operator
interakce se zarenim obsahuje operéator 7.

Nejprve budeme uvazovat slozku = = rsinf cos ¢ a problém rozdélime na thlovou a
radialni ¢ast. Ve sférickych harmonikach vystupuje m ve funkci e™?, [ udavd mocninu
zavislosti na 6, tedy sin’(6) pro I = m. Pro niz&i m se objevuji funkce cos@, ale vidy
dohromady s sin § daji mocninu [. Zaroven vime, ze sférické harmoniky tvoii ortonormélni
bézi, tedy aby byl maticovy element nenulovy, musi byt [ i m shodna. Operator x obsahuje
sinf v prvni mocniné a cos ¢ také v prvni mocniné. Sférické harmoniky maji tvar (do

1=2)

1 5
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> V jakém vztahu musi byt hodnoty [ a ', aby (n/l'm’|sin6|nlm) bylo nenulové pii
integraci pres 67

>V jakém vztahu musi byt hodnoty m a m/, aby (n'l'm/| cos ¢|nim) bylo nenulové pii
integraci pres ¢?

Pro zdkladni stav je mozné postupovat i inverzné, rozvinutim thlové ¢asti x do sférick-
ych harmonik a predstiranim, Ze nis zajim& maticovy element Yy = \/%E.

> Vyjadiete funkei sin 6 cos ¢ pomoci sférickych harmonik.

> Vypoc¢téte maticovy element Yy mezi harmonikami s [ = 1 a funkei sin 6 cos ¢.
Pouzijte vyjadieni sin # cos ¢ pomoci harmonik, ne jako explicitni funkce 6 a ¢, a relaci
ortogonality.

Radialni vlnové funkce jsou

2 1 r
RIO - _G_T/ao a R21 = ——G_T/2a0 .
ag/Q 2\/6@3/2 Qo

> Ukazte, Ze maticovy element r je pro tyto vlnové funkce nenulovy. Je tieba uvazovat
r? z Jakobianu!

Nyni budeme uvazovat z = r cos¥6.

> Vyjadrete cos § pomoci sférickych harmonik.

> Co plati pro zménu [ a m, aby integrace pies thlovou ¢ast (1100]2|Unm) byla
nenulova?

Pozn.: Pro prechody mezi jingymi stavy potrebujeme zkombinovat dvé sférické har-
moniky s rizngmi hodnotami l a m na jednu. (Potom miZeme pouZit relace ortogonality.)
Pravidla a koeficienty pro tyto kombinace se daji odvodit a Fikd se jim Clebsch-Gordanovy
koeficienty.



