Cviceni 24. 3. 2021

Téma: Volna ¢astice a ¢astice v jameé

Volna ¢astice

Vlnovéa funkce volné ¢astice letici (1D) prostorem s hybnosti p je rovinna vlna ¢, (z) =
\/ﬁe’m/h. ééstici, ktera zabirad prostor tzv. "od nevidim do nevidim" je trochu tézsi
si predstavit, nékdy proto pracujeme spiS s tzv. vinovym balikem, coz je gaussovka
slozena z rovinnych vin. Dalsi moznosti je pouzit periodické okrajové podminky, tedy
Castici prostor omezime jen na ur¢ity interval, typicky (0, L). V tomto p¥ipadé nejsou ale
mozné hodnoty hybnosti spojité, ale diskrétni, coz nyni ukdzeme. Pozn.: Pokud predstava
pertodickijch okrajovijch podminek moc nepomdhd, miuZeme si predstavit ¢astici obihajict
bod v dané vzddlenosti. Tedy néco jako Bohriv model atomu vodiku. Pripadné jiny rotujici
objekt. Vinovd funkce takovéto véci také musi byt periodickd, jen nyni na intervalu (0, 27)
odpovidajici moznym wuhlim p7i rotaci dokola.

> Uvazujme rovinnou vlnu tvaru ¢ (z) = Ne®*® k je vinovy vektor. Pii periodickych
okrajovych podminkich musi platit ¢x(x + L) = ¥x(z), kde L je délka intervalu. Jaké
jsou mozné hodnoty k? Jak vypadaji mozné vlnové funkce? (ReSeni na IV-1.)

> Vypodtéte normovaci faktor N. (ReSeni na IV-1.)

> Ovéite, Ze ¥ (z) je vlastni funkce hybnosti a kinetické energie. Naértnéte maticovou
reprezentaci téchto operatort v bazi (povolenych) rovinnych vin. (f{eéeni na IV-2.)

Béaze rovinnych vin je velmi uzite¢né, napiriklad ndm umoziuje vyjadiit spojité funkce
na intervalu (0, L). Tedy funkei f(z) vyjadiime pomoci rozvoje f(z) = >, c,Ne'»,
kde ¢, jsou koeficienty rozvoje. Této transformaci fikAme Fourierova. Pozn.: Trans-
formaci také Fikdme spektrdlni nebot ndm ddva spektrum frekvenci, které se v signdlu
(¢asovém nebo prostorovém) vyskytuji. V nasem uchu je tak zvuk prevddén na tony, v oku
zase svétlo na barvy, tedy rizné frekvence vinéni.

Pouzijeme nyni volnou ¢astici na intervalu (0, L) a budeme uvazovat operator V =
Asin(2rz/L). Tento problém odpovida napiiklad modelu pevné latky, kterou si mizeme
predstavit (tak trochu) jako volné valen¢ni elektrony pobihajici v potencialu jader a elek-
troni v silné vazanych slupkach. Pro nabitou ¢astici obihajici bod (rotator) odpovida
operator V aplikaci homogenniho elektrického pole.

> Vypoctéte maticovou reprezentaci operatoru V', tedy (n|V|m) pro libovolné n a m.
(ReSeni na IV-7.)

> Pro rychliky: Vlnové funkce ¢, ,, = \/%COS(ZWR.CL‘/L), neNay_, = \/%Sin(anx/L),
n € N jsou také vlastni stavy kinetické energie. Jakd je maticova reprezentace operatoru
V' v bézi téchto stavi? Nejprve si integraly nakreslete, opét vétsina z nich vyjde nula.

> Systém s Hamiltonidnem H = T + V nema jednoduché feSeni. Toto je v kvantové
mechanice normalni. Zamyslime se nad tim, jak bychom mohli vypocitat priblizné energii
zékladniho stavu. Pro rychliky: Diagonalizujte 2 X 2 matici Hamiltonidnu H =T +V v
bézi stavii 14 o a ¢_, (staci vlastni ¢isla). Cemu odpovida vysledek?

Castice v nekoneéné jams

UvaZzujme nyni ¢astici v potencidlu, ktery je nulovy na intervalu (0, L), ale nekoneény
mimo tento interval. Céstice se tak miize pohybovat jen mezi bariérami. Jelikoz je
Hamiltonian na intervalu (0, L) jen H = T, museji byt vlastni funkce vlastnimi funkcemi
kinetické energie. (Schrédingerova rovnice plati pro kazdy bod.) Navic musi byt vlastni
funkce spojita, tedy musi byt rovna nule pro koncové body intervalu, t.j. ¥(0) = 0 a

P(L) = 0.



> Vlastni stavy kinetické energie zname, jsou stavy 1 (x) = Ne*® také vlastni stavy
pro nekonec¢nou jamu? Pokud ne, jak je mizeme upravit, abychom splnili okrajové pod-
minky? (ReSeni na IV-2.)

> Jsou vlastni stavy jamy také vlastni stavy hybnosti? (ReSeni na IV-2.)

> Jaka je energie vlastnich stavii v nekonecné jame? (ReSeni na IV-2.)

Model nekonecné jamy je velmi uzitecny, naptiklad v piipadé, Ze mame relativné
volny, ale prostorové omezeny, elektron, ktery muZzeme excitovat. Takovéto elektrony
muzeme potkat napiiklad v krystalech soli (tzv. barevna centra), nanocasticich nebo
konjugovanych molekulach. Model nekone¢né jamy nidm potom muze pomoci p¥iblizné
vypocitat excitacni a deexcitacni energie. UkazZeme si to na prikladu.

> Uvazujme elektron v nekonec¢né jamé o §iti L. Jak4 je energie zakladniho a prvniho
excitovaného stavu? Jaky je jejich rozdil, tedy (de-)excitaéni energie? Pokud excitovany
elektron pii deexcitaci vyzari foton, jaka musi byt $ife jamy, abychom ho vidéli? (Oko je
citlivé priblizné na zafeni s vinovymi délkami mezi 380 a 700 nm.) Vypocet je jednodussi
provést pii pouziti atomovych jednotek, kdy h = m. = |e| = 1, rychlost svétla je pak
c ~ 137. Jednotka délky je jeden Bohr ag = 0.0529 nm, potom 1 nm je roven piiblizné
18.9 ap. Jednotka energie je Hartree, pticemz 1 Ha = 2 Ry(dbergy) ~ 27.2 eV. Energii
fotonu vypoéterfle z B = % = 2”Thc Excita¢ni energie by méla vyjit v fadu nizsich
elektronvoltii. (ReSeni na IV-3.)

Principu superpozice nam tiké, ze stav miizeme rozlozit do baze jinych stavii, naptiklad
do baze vlastnich stavii daného problému:

U= Z Cn¢n

Pokud jsou ¢; vlastni stavy ¢asové nezavislého Hamiltonianu, tak z ¢asové Schrodingerovy
rovnice plyne, ze stav se v ¢ase vyviji jako

v = § Cn¢ne_ZEnt/h-
n

Uvazujme ¢astici v nekoneéné jamé ve stavu ¥ = \%(gbl + ¢2), kde ¢, jsou jednotlivé
vlastni stavy nekone¢né jamy. Interval opét (0, L).

> Jaka je Casova zavislost hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astice? (Redeni na IV-8.)

> Jaka je Gasova zavislost energie ¢astice? (ReSeni na TV-4.)

> Jakd je ¢asova zavislost hybnosti ¢astice? (f{eéeni na IV-5 a IV-6.)



