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Cvi£ení 24. 3. 2021

Téma: Volná £ástice a £ástice v jám¥
Volná £ástice
Vlnová funkce volné £ástice letící (1D) prostorem s hybností p je rovinná vlna ψp(x) =

1√
2π~e

ipx/~. �ástici, která zabírá prostor tzv. "od nevidim do nevidim" je trochu t¥º²í
si p°edstavit, n¥kdy proto pracujeme spí² s tzv. vlnovým balíkem, coº je gaussovka
sloºená z rovinných vln. Dal²í moºností je pouºít periodické okrajové podmínky, tedy
£ástici prostor omezíme jen na ur£itý interval, typicky (0, L). V tomto p°ípad¥ nejsou ale
moºné hodnoty hybnosti spojité, ale diskrétní, coº nyní ukáºeme. Pozn.: Pokud p°edstava
periodických okrajových podmínek moc nepomáhá, m·ºeme si p°edstavit £ástici obíhající
bod v dané vzdálenosti. Tedy n¥co jako Bohr·v model atomu vodíku. P°ípadn¥ jiný rotující
objekt. Vlnová funkce takovéto v¥ci také musí být periodická, jen nyní na intervalu (0, 2π)
odpovídající moºným úhl·m p°i rotaci dokola.

. Uvaºujme rovinnou vlnu tvaru ψk(x) = Neikx, k je vlnový vektor. P°i periodických
okrajových podmínkách musí platit ψk(x + L) = ψk(x), kde L je délka intervalu. Jaké
jsou moºné hodnoty k? Jak vypadají moºné vlnové funkce? (�e²ení na IV-1.)

. Vypo£t¥te normovací faktor N . (�e²ení na IV-1.)

. Ov¥°te, ºe ψk(x) je vlastní funkce hybnosti a kinetické energie. Na£rtn¥te maticovou
reprezentaci t¥chto operátor· v bázi (povolených) rovinných vln. (�e²ení na IV-2.)

Báze rovinných vln je velmi uºite£ná, nap°íklad nám umoº¬uje vyjád°it spojité funkce
na intervalu (0, L). Tedy funkci f(x) vyjád°íme pomocí rozvoje f(x) =

∑
n∈Z cnNe

iknx,
kde cn jsou koe�cienty rozvoje. Této transformaci °íkáme Fourierova. Pozn.: Trans-
formaci také °íkáme spektrální nebo´ nám dává spektrum frekvencí, které se v signálu
(£asovém nebo prostorovém) vyskytují. V na²em uchu je tak zvuk p°evád¥n na tóny, v oku
zase sv¥tlo na barvy, tedy r·zné frekvence vln¥ní.

Pouºijeme nyní volnou £ástici na intervalu (0, L) a budeme uvaºovat operátor V =
A sin(2πx/L). Tento problém odpovídá nap°íklad modelu pevné látky, kterou si m·ºeme
p°edstavit (tak trochu) jako volné valen£ní elektrony pobíhající v potenciálu jader a elek-
tron· v siln¥ vázaných slupkách. Pro nabitou £ástici obíhající bod (rotátor) odpovídá
operátor V aplikaci homogenního elektrického pole.

. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátoru V , tedy 〈n|V |m〉 pro libovolné n a m.
(�e²ení na IV-7.)

. Pro rychlíky: Vlnové funkce ψ+,n =
√

2
L

cos(2πnx/L), n ∈ N0 a ψ−,n =
√

2
L

sin(2πnx/L),
n ∈ N jsou také vlastní stavy kinetické energie. Jaká je maticová reprezentace operátoru
V v bázi t¥chto stav·? Nejprve si integrály nakreslete, op¥t v¥t²ina z nich vyjde nula.

. Systém s Hamiltoniánem H = T + V nemá jednoduché °e²ení. Toto je v kvantové
mechanice normální. Zamyslíme se nad tím, jak bychom mohli vypo£ítat p°ibliºn¥ energii
základního stavu. Pro rychlíky: Diagonalizujte 2× 2 matici Hamiltoniánu H = T + V v
bázi stav· ψ+,0 a ψ−,n (sta£í vlastní £ísla). �emu odpovídá výsledek?

�ástice v nekone£né jám¥
Uvaºujme nyní £ástici v potenciálu, který je nulový na intervalu (0, L), ale nekone£ný

mimo tento interval. �ástice se tak m·ºe pohybovat jen mezi bariérami. Jelikoº je
Hamiltonián na intervalu (0, L) jen H = T , musejí být vlastní funkce vlastními funkcemi
kinetické energie. (Schrödingerova rovnice platí pro kaºdý bod.) Navíc musí být vlastní
funkce spojitá, tedy musí být rovna nule pro koncové body intervalu, t.j. ψ(0) = 0 a
ψ(L) = 0.
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. Vlastní stavy kinetické energie známe, jsou stavy ψk(x) = Neikx také vlastní stavy
pro nekone£nou jámu? Pokud ne, jak je m·ºeme upravit, abychom splnili okrajové pod-
mínky? (�e²ení na IV-2.)

. Jsou vlastní stavy jámy také vlastní stavy hybnosti? (�e²ení na IV-2.)

. Jaká je energie vlastních stav· v nekone£né jám¥? (�e²ení na IV-2.)
Model nekone£né jámy je velmi uºite£ný, nap°íklad v p°ípad¥, ºe máme relativn¥

volný, ale prostorov¥ omezený, elektron, který m·ºeme excitovat. Takovéto elektrony
m·ºeme potkat nap°íklad v krystalech solí (tzv. barevná centra), nano£ásticích nebo
konjugovaných molekulách. Model nekone£né jámy nám potom m·ºe pomoci p°ibliºn¥
vypo£ítat excita£ní a deexcita£ní energie. Ukáºeme si to na p°íkladu.

. Uvaºujme elektron v nekone£né jám¥ o ²í°i L. Jaká je energie základního a prvního
excitovaného stavu? Jaký je jejich rozdíl, tedy (de-)excita£ní energie? Pokud excitovaný
elektron p°i deexcitaci vyzá°í foton, jaká musí být ²í°e jámy, abychom ho vid¥li? (Oko je
citlivé p°ibliºn¥ na zá°ení s vlnovými délkami mezi 380 a 700 nm.) Výpo£et je jednodu²²í
provést p°i pouºití atomových jednotek, kdy ~ = me = |e| = 1, rychlost sv¥tla je pak
c ≈ 137. Jednotka délky je jeden Bohr aB = 0.0529 nm, potom 1 nm je roven p°ibliºn¥
18.9 aB. Jednotka energie je Hartree, p°i£emº 1 Ha = 2 Ry(dbergy) ≈ 27.2 eV. Energii
fotonu vypo£teme z E = hc

λ
= 2π~c

λ
. Excita£ní energie by m¥la vyjít v °ádu niº²ích

elektronvolt·. (�e²ení na IV-3.)
Principu superpozice nám °íká, ºe stav m·ºeme rozloºit do báze jiných stav·, nap°íklad

do báze vlastních stav· daného problému:

Ψ =
∑
n

cnφn

Pokud jsou φi vlastní stavy £asov¥ nezávislého Hamiltoniánu, tak z £asové Schrödingerovy
rovnice plyne, ºe stav se v £ase vyvíjí jako

Ψ =
∑
n

cnφne
−iEnt/~ .

Uvaºujme £ástici v nekone£né jám¥ ve stavu Ψ = 1√
2
(φ1 + φ2), kde φn jsou jednotlivé

vlastní stavy nekone£né jámy. Interval op¥t (0, L).
. Jaká je £asová závislost hustoty pravd¥podobnosti výskytu £ástice? (�e²ení na IV-8.)
. Jaká je £asová závislost energie £ástice? (�e²ení na IV-4.)
. Jaká je £asová závislost hybnosti £ástice? (�e²ení na IV-5 a IV-6.)


