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Cvi£ení 21. 4. 2021

Téma: V¥ty
Hellmanova-Feynmanova v¥ta
P°i výpo£tech týkajících se reálných systém· nás £asto nezajímá jen energie systému

pro n¥jaký stav, ale také hodnota derivace energie podle n¥jakého parametru, tedy dEλ
dλ

.
Nap°íklad pro molekuly nás zajímá, jak se zm¥ní energie p°i zm¥n¥ pozice n¥jakého atomu,
z £ehoº m·ºeme vypo£íst sílu a najít strukturu s nejniº²í energií. V takovém p°ípad¥ je
λ = riα, tedy komponenta α polohy atomu i. Hellmanova-Feynmanova v¥ta nám °íká, ºe
pro vlastní stav Hamiltoniánu ψ, m·ºeme kýºenou derivaci vypo£ítat jako st°ední hodnotu
derivace Hamiltoniánu podle daného parametru, tedy

dEλ
dλ

= 〈ψ|dHλ

dλ
|ψ〉 . (1)

Toto je zjednodu²ení, nebo´ jak uvidíme, pokud ψ není vlastní stav H, bylo by t°eba
uvaºovat i derivaci ψ podle parametru λ.

Nejprve si v¥tu odvodíme.
.Dosa¤te Eλ = 〈ψ|H|ψ〉 na levou stranu rovnice 1. Rozepi²te derivaci pomocí pravidla

pro sou£in funkcí a pouºijte H|ψ〉 = E|ψ〉. Úpravou dostanete HF v¥tu. (VIII-4)
Nyní pouºijeme základní stav LHO pro ov¥°ení platnosti HF v¥ty. Nejprve pro λ = ω.
. Vypo£t¥te dE

dω
a dH

dω
. (VIII-3)

. Vyjád°ete dH
dω

pomocí anihila£ních a krea£ních operátor· a ov¥°te HF v¥tu pro stavy
|0〉, 1√

2
(|0〉+ |1〉) a 1√

2
(|0〉+ |2〉).

Pro rychlíky: Uvaºujme základní stav LHO centrovaný na x0 a zopakujeme p°edchozí
kroky pro λ = x0 a stavy |0〉 a 1√

2
(|0〉+ |1〉). (VIII-5)

�asový vývoj st°ední hodnoty
Pro £asový vývoj st°ední hodnoty operátoru A lze odvodit rovnici

d〈A〉
dt

=
i

~
〈[H,A]〉+

〈
∂A

∂t

〉
. (2)

Ov¥°íme si jej explicitn¥ pro £ástici pohybující se v poli LHO, která je ve stavu |ψ〉 =
1√
3
(|0〉+ |1〉+ |3〉) a operátor hybnosti p.
. Vypo£t¥te komutátor [H, p]. (VIII-3)
. Pomocí anihila£ních a krea£ních operátor· vypo£t¥te levou a pravou stranu rovnice.

(VIII-3, VIII-4)
Viriálová v¥ta
Viriálová v¥ta udává vztah mezi st°ední hodnotou kinetické energie a potenciálem:

2〈T 〉 =
〈
x
dV

dx

〉
. (3)

Op¥t platí p°esn¥ pouze pro vlastní stavy a je moºné odvodit i vícerozm¥rnou verzi. Pro
odvození pouºijeme rovnici 2 a operátor A = xp. Odvození neprovedeme obecn¥, ale pro
harmonický oscilátor s V = 1

2
mω2x2.

. Zamysleme se, pro£ jsou pro operátor xp ob¥ £asové závislosti v rovnici 2 rovny nule
pro vlastní stav Hamiltoniánu.

. Vypo£t¥te komutátory [p2, xp] a [x2, xp]. (VIII-6)
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. S vyuºitím p°ede²lého výsledku zapi²te komutátor [H, xp] pro harmonický oscilátor.
Ov¥°te, ºe dostaneme výraz 2T − xdV

dx
. (VIII-6)

. Ov¥°te ºe viriálový teorém platí pro základní stav LHO a neplatí pro stav 1√
2
(|0〉+

|2〉). (VIII-7)
�asový vývoj funkce
�ástice je ve stavu daném vlnovou funkcí

ψ =
2√

3α
√
π

x2

α2
e−

x2

2α2

a pohybuje se v potenciálu lineárního harmonického oscilátoru V = 1
2
mω2x2.

. Napi²te £asovou závislost vlnové funkce.
Vzore£ky

a =

√
mω

2~

(
x+

i

mω
p

)
=

1√
2α

(x+ α2 d

dx
)

a|n〉 =
√
n|n− 1〉

a+ =

√
mω

2~

(
x− i

mω
p

)
=

1√
2α

(x− α2 d

dx
)

a+|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉

x =
α√
2
(a+ a†)

p =

√
~mω
i
√
2

(a− a†)

[x, p] = i~


