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Cvi£ení 17. 3. 2021

Téma: Reprezentace, více dimenzí
Reprezentace

Obecný stav |ψ〉 si m·ºeme vyjád°it v x reprezentaci, t.j. jako funkci x, jako u
gaussovek. Ale tentýº stav si také m·ºeme vyjád°it pomocí p reprezentace, tedy jako
funkci hybnosti p. Bude nás zajímat, jak p°ejít mezi ob¥ma reprezentacemi. K tomu
pouºijeme vícero vztah·. Nejprve 〈p|x〉 = 1√

2π~e
− i

~px, který m·ºeme chápat jako skalární
sou£in mezi vlastním stavem hybnosti a polohy. Vlastní stavy hybnosti p jsou rovinné
vlny (bez £asové závislosti)

|p〉 = ψp(x) =
1√
2π~

e
i
~px .

a vlastní stavy polohy |x〉 = ψx′(x) = δ(x − x′). Dále víme, ºe operátor lze napsat jako
Ô =

∑
i λi|i〉〈i| pro diskrétní p°ípady a analogicky pí²eme

Ô =

∫
diλi|i〉〈i| .

V p°ípad¥ sou°adnice tedy x̂ =
∫
dxx|x〉〈x| a obdobn¥ u momentu. Pro identitu pouºijeme

1 =
∫
dx|x〉〈x| =

∫
dp|p〉〈p|.

. Pro za£átek vyjád°eme obecné |ψ〉 v x reprezentaci pomocí

|ψ〉 = 1|ψ〉 = . . .

Výsledek by m¥l být obdobný |ψ〉 =
∑

i ci|i〉, tedy vyjád°ení stavu |ψ〉 v diskrétní bázi.
. Nyní prove¤me to samé, ale pro p reprezentaci, vloºením 1 =

∫
dp|p〉〈p|. Následn¥

do výrazu 〈p|ψ〉 vloºíme identitu p°ed |ψ〉 a vyjád°íme ji v x. Porovnáním získáme vztah
mezi ψ(p) a ψ(x), nazv¥me jej X (abychom zachovali moment p°ekvapení). Pro rychlíky:
Na p°edná²ce byl odvozen výraz pro operátor p̂ v x reprezentaci. Pomocí odvození z
p°edná²ky se zamyslete nad tím, jak asi vypadá operátor x v p reprezentaci (bude to za
domácí úkol).

Je obvyklé a p°irozené, ºe stavy kvantových systém· máme vyjád°ené jako funkce v
p°ímém prostoru, tedy jako funkce sou°adnice x, ~r a podobn¥, a pokud nepracujeme v
maticové reprezentaci. Také operátory máme obvykle vyjád°ené obdobn¥. Nic nám ale ne-
brání pracovat pomocí vyjád°ení v p reprezentaci, coº ukáºeme na p°íkladu gaussovských
funkcí, které známe z domácích úkol·.

. Pomocí vztahu X vyjád°ete stav |0〉 v p reprezentaci. Oproti domácím úkol·m
pouºijeme obecný tvar gaussovky

ψ0(x) =
1√
α 4
√
π
e−

x2

2α2 ,

kde α =
√

~
mω

odpovídá klasickému bodu obratu harmonického oscilátoru. (Jak se brzy
dozvíme, pracovali jsme s vlastními stavy oscilátoru.)

. Ov¥°te, ºe ψ0(p) je normalizovaný.
Výpo£ty v p reprezentaci jsou výhodné hlavn¥ p°i výpo£tech kinetické energie p2

2m
.

Tohoto se £asto vyuºívá p°i kvantových výpo£tech pevných látek nebo tekutin. My si
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vypo£teme st°ední hodnotu p a p2 pro na²i známou gaussovku, a to jak v x reprezentaci,
tak v p reprezentaci. P°itom pouºijeme výraz p = −i~ d

dx
pro hybnost v x reprezentaci.

. Jaká je st°ední hodnota p pro stav |0〉? Pro£?

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu p2 v p reprezentaci, tedy
∫
dpψ∗0(p)p

2ψ∗0(p) a obdobn¥ v
x reprezentaci. Výsledek by se m¥l shodovat. Pro rychlíky: Vypo£t¥te st°ední hodnotu x
a x2 (také bude sou£ástí domácího úkolu).

Více stup¬· volnosti

P°i aplikování kvantové mechaniky na reálné systémy musíme vzít v potaz to, ºe jsou
vícedimenzionální. Stavový formalismus nám sice £asto umoºní nahradit sloºité mnohodi-
menzionální funkce stavy, ale výpo£tu v mnoha dimenzích se £asto nevyhneme. Nap°íklad
základní a excitovaný stav atomu nebo molekuly m·ºeme popsat jako dva stavy, r·zné
parametry nutné nap°. pro popis jejich £asového vývoje lze £asto získat z experimentu a
nemusíme uvaºovat mnoho dimenzí. Nicmén¥ pokud chceme experimentální parametry
ov¥°it kvantov¥ mechanickými výpo£ty, tak pro popis mnoha elektron· nutn¥ mnohodi-
menzionální pot°ebujeme.

Pro jednoduchost budeme uvaºovat systém se dv¥mi £ásticemi se spinem 1/2, které
budou r·zn¥ interagovat. Budeme pracovat v bázi vlastních stav· sz, tedy jako obvykle,
spiny mohou být orientovány nahoru (stav | ↑〉), nebo dolu (stav | ↓〉). �ástice ozna£íme
A a B. Operátory budeme mít bu¤ takové, které p·sobí na oba stavy, budeme je zna£it
velkým písmenem, nebo takové, které p·sobí jen na jeden stav, ty budeme zna£it odpoví-
dajícím indexem (A nebo B).

. Jaké mohou nastat kombinace stav· spin· obou £ástic?

. Jaké jsou st°ední hodnoty operátoru Sz = sAz ⊗ 1 + 1⊗ sBz pro dané kombinace?
Tyto kombinace tvo°í bázi pro vyjád°ení operátor·. Pozn.: U spin· se £asto se

setkáme s elegentním °e²ením problém·, které nevyºaduje vyjád°ení v bázi. Ale mati-

covou reprezentaci m·ºeme pouºít vºdy, i kdyº problém nelze vy°e²it elegantn¥. Operátor
sAz m·ºeme vyjád°it jako matici

sAz =
1

2

(
1 0
0 −1

)
.

. Vyjád°ete nyní operátor Sz jako matici v bázi stav· spin·, prosím o pouºití po°adí
| ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉. Jelikoº pracujeme v bázi vlastních stav·, bude matice diagonální.

. Matici operátoru Sz m·ºeme získat p°ímo z matic sAz a sBz následující konstrukcí:

(
A B
C D

)
⊗
(
α β
γ δ

)
=


Aα Aβ Bα Bβ
Aγ Aδ Bγ Bδ
Cα Cβ Dα Dβ
Cγ Cδ Dγ Dδ

 .

Prove¤te.
. Pouºitím obou p°edcházejících zp·sob· zkonstruujte matici operátoru Dz = sAz ⊗sBz .
. Zkonstruujte maticiMss = sA ·sB =

∑
i s
A
i ⊗sBi . Matici diagonalizujte. Pro výpo£et

pouºijte:

sx =
1

2

(
0 1
1 0

)
, sy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, sz =

1

2

(
1 0
0 −1

)
.

Získat bychom m¥li t°i stavy se stejnou vlastní hodnotou a jeden s jinou. Pozn.: Jedná se

o tzv. tripletní a singletní stavy, které jsou p°íkladem r·zných elektronových kon�gurací v

atomech, molekulách a pevných látkách.


