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Zadáńı

Rozhodněte, zdali existuje c < 1 takové, že kdykoliv jeM mnohoúhelńık v rovině
s obsahem 1, pak se dá posunout o vzdálenost přesně 1

100 na mnohoúhelńık N
tak, že obsah pr̊uniku M a N je nanejvýš c.

Řešeńı

Pro spor předpokládejme negaci tvrzeńı, tedy že pro každé c < 1 existuje
mnohoúhelńık M s obsahem 1, který po posunut́ı o 1

100 libovolným směrem na
mnohoúhelńıkN splňuje: PlochaM∩N je větš́ı než c. O takovém mnohoúhelńıku
M ř́ıkejme, že má vlastnost (*).

Fixujme jedno takové c0 a př́ıslušný mnohoúhelńık M s vlastnost́ı (*). Vlast-
nost (*) nezáviśı na tom, kde se daný mnohoúhelńık nacháźı, tedy i každý
mnohoúhelńık vzniklý posunut́ım M má vlastnost (*). Vezměme libovolnou
posloupnost mnohoúhelńık̊u {Ni}∞i=0 takovou, že N0 = M a pro každé i ∈ N
plat́ı, že Ni vzniknul z Ni−1 posunut́ım o právě 1

100 libovolným směrem.

Nyńı tvrd́ım, že ∀i ∈ N plocha pr̊uniku N0 a Ni je větš́ı než c0i − (i − 1).
Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle i. Pro i = 1 tvrzeńı plyne z toho, že
N0 = M má vlastnost (*). Nyńı předpokládejme platnost tvrzeńı pro i. Pak
si mnohoúhelńık Ni rozděĺıme na čtyři části, jejichž obsahy označme A, B, C a
D:
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Pak plat́ı následuj́ıćı:

• A+B + C +D = 1

• A+B > c0i− (i− 1) (z indukčńıho předpokladu)

• A+ C > c0 (Ni má vlastnost (*), Ni+1 vznikl posunut́ım Ni o 1
100 )

• D ≥ 0

Pokud sečteme nerovnice a odečteme od nich rovnici, dostáváme A > c(i+1)−i,
č́ımž je indukčńı krok dokázán.

O dvojici (b, v), kde b je bod mnohoúhelńıku M a v je vektor R2 řekněme,
že má vlastnost (**), pokud b po posunut́ı o v z̊ustal v mnohoúhelńıku M .
Zvolme náhodnou dvojici (b, v), ||v|| ≤ 1, a sledujme, jestli má vlastnost (**).
Předpokládejme, že jsme nejprve náhodně zvolili v. Pod́ıvejme se nyńı na
mnohoúhelńık N100. Vzhledem k tomu, že posunut́ı mezi mnohoúhelńıky Ni
a Ni+1 se pro r̊uzná i můžou lǐsit ve směru, může být N100 posunutý oproti N0

libovolným směrem o libovolnou vzdálenost menš́ı rovnou 1. Vezměme N100 jako
M posunutý o v, v́ıme, že pr̊unik M a N100 muśı být větš́ı než 100c0 − 99. Pro
libovolný b ∈M ∩N100 má dvojice (b, v) vlastnost (**), tedy pravděpodobnost,
že při náhodné volbě b z celého M bude (b, v) mı́t (**), je větš́ı než 100c−99. A
pokud toto plat́ı pro libovolný vektor v, pak i pro náhodnou dvojici (b, v) muśı
být pravděpodobnost (**) větš́ı než 100c0 − 99.

Pod́ıvejme se nyńı na tuto pravděpodobnost z pohledu, kdy nejprve zvoĺıme b.
Pak muśı existovat takové b0, že pro náhodný vektor ||v|| ≤ 1 je pravděpodobnost,
že (b0, v) má (**), větš́ı než 100c0−99. To odpov́ıdá tomu, že kruh s poloměrem
1 a středem v b0 má s M pr̊unik s plochou větš́ı než 100c0 − 99 plochy kruhu,
tedy větš́ı než 100cπ − 99π. Tento pr̊unik ale nemůže mı́t větš́ı plochu, než je
plocha celého M , tedy 1. Z toho dostáváme 100c0π − 99π < SM∩N100 ≤ 1,
c0 < 1+99π

100π ≈ 0.993. Tedy volbou c = 1+99π
100π jsme dosáhli toho, že žádný

mnohoúhelńık vlastnost (*) nemá, což je přesně to, co se po nás v zadáńı chtělo.

2


