6. soutézni série — FeSeni

1. Necht ¢ > 0. Vezmeme n tak velké, Ze z = /n + 1 — /n < 2¢. MnoZina obsahuje i
viechny nasobky é&isla z, protoze kz = {/k3(n+ 1) — V/k3n. N&jaky nasobek &isla z jisté
padne do intervalu (\/5 —e,V2+ e).

2. Protoze 162 = 256, jisté dostanou 15 darkt déti 1,2,...,5. Necht nejmensi &tverec
obsazeny v [n— 250, n4250] je k2. Pak k musi spliiovat (k+14)% —k? < 501, tj. 28k +196 <
501, tj. k < 3% = 1022 a (k+15)% — (k— 1)* > 502, tj. 32k + 224 > 501, tj. k > 27 = 821
Tj. kK = 9 nebo k = 10. Pro k£ = 9 je interval zdola omezeny cislem 64 a shora cislem 576,
tedy zacina Cislem 65 az 75, tj. 11 moznosti. Pro k = 10 lezi interval mezi ¢isly 81 a 625
a obsahuje 100, tj. zacina cislem 82 az 100, tj. 19 moznosti. Dohromady 35 déti dostane
presné 15 darku.

3. Oznatme k = 2 — /2 a ozna¢me D, E, F,
AB, AC, CA, CB ve vzdalenosti k od bodu A, A,
FD, EG, GD jsou také rovny k.

G po fadé body lezici na polopfimkach
C, C (jako na obrazku). Pak vzdalenosti

Ptedpokladejme pro spor, ze body vzdalené aspoii k maji riiznou barvu. Necht A ma BUNO
barvu 1 a D barvu 2. Rozlisme dva piipady: Pokud E m4 také barvu 2, pak G ma BUNO
barvu 3, C' ma nutné barvu 4, F' nutné barvu 3 a bod B nemuze mit zddnou z barev, spor.
Pokud E nemé barvu 2, pak mé BUNO barvu 3, G musi mit barvu 4 a C' nemiize mit
zadnou z barev, spor.

4.

a) Pro kazdou z mnozin A;, 1 < i < m uvazme vektor v; € R", ktery mé jednicky

na pozicich odpovidajicich prvkim A; a nuly jinde. Jelikoz m > n, je mnoZina
{v1,...,vm} linedrné zavisla (nad R), a tedy existuji a1, . . ., am, které nejsou vSechny
nulové, pro néz plati " | ayv; = 0 € R". Oznaéme I := {i € {1,...,m} : oz > 0}
alo:={ie{l,...,m}:0; <0}
Snadno ovéfime, ze I a I vyhovuji zadani, nebot kazdé ¢islo k € {1,...,n} je bud v
obou mnoZzinach UiEI1 A, UiEI2 A; (to kdyz k € A; pro néjaké j takové, ze a; # 0,
potom se musi objevit obé znaménka, aby se k-t4 pozice v sumé vysSe nascitala na
nulu), nebo v z4dné (to pokud k neni v zddné mnoziné A; s nenulovym «;).

b) Budeme postupovat podobné, ale mnoziny A; zakédujeme tak, ze za jejich vektory
prilepime jesté vektory ,doplinkové“: za n-slozkovy vektor v; prilepime jeho kopii, ve
které zaménime jednicky za nuly a naopak. Vysledkem jsou tedy vektory w; € R®",
které kéduji mnoziny A; a jejich dopliky. Kdybychom nyni nasli koeficienty 3;, 1 <
i < m, pro které > 7" fiw; =0 € R2", pak jednak opét Uiel1 A; = Uiel2 A; pro I
a Iy definované analogicky jako v minulém bodé, ale navic i

N A= (U (A»C)C = (U(A»C)C— M A,
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coz pfesné chceme. Zbyvé dokazat, ze vektory wi, . .. w., jsou linedrné zavislé. Vzhle-
dem k jejich konstrukei lezi véechny v podprostoru R?"™ generovaném ,kanonickymi¢
vektory

(1,0,...,0,—1,0,...,0),(0,1,...,0,0,—1,...,0),...,(0,0,...,1,0,0,...,—1)
s pfidanym vektorem (0,0,...,0,1,1,...,1). To je celkem n+ 1 vektori, takze vzhle-
—_———— —

dem k podmince m > n + 1 jsme hotovi.



