1. soutézni série — FeSeni

1. Posloupnost lze prepsat jako
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Protoze % + é + % 4+ = T = % a exponenciala je spojita funkce, je

lim 25" — 2limsn — 93 — /9

(sn jsou Easteéné soutty fady & + & + o= +...).

2. Na kazdém ramenu nalezneme bod lezici v nasi mnoziné. Tyto body oznacme jako
A, B,C, D, kde A lezi v prvnim kvadrantu, B v druhém, atd. Ozna¢me soufadnice A a B
jako (a, %) a (b, f%), kde a,b > 0. Pouzijeme, ze trojuhelnik z bodi (0,0), (z1,y1), (2, y2)
mé obsah 3 |x1y2 —x2y1|. (To plyne z mnoha diivodi, napiiklad z dokresleni nejmensiho ob-
délniku se stranami rovnobéznymi s osami, ktery tento trojahelnik obsahuje, a dopoéitani.)
Pak obsah trojuhelniku OAB, kde O je pocatek soufadnicové osy, je 1 (% + 2). Protoze
2 4+ 2 > 2 (protoze to se ekvivalentnimi travami d4 pievést na (a — b)*> > 0), mé troj-
uhelnik OAB obsah alesponi 1. Analogicky (muzZeme celou situaci otoéit kolem pocatku)
maji i trojahelniky OBC, OCD a OD A obsah alespoii 1, ¢ili (protoze O zjevné lezi uvnit¥
étyfahelniku ABC'D) mé ¢&tyfuhelnik ABCD obsah alesponl 4. Protoze naSe mnozina je
konvexni, obsahuje ¢tyfthelnik ABCD, takze ma také obsah alespoii 4. Zaroven obsahu 4
1ze dosdhnout - nase mnozina mutize byt étverec s vrcholy (1,1), (—=1,1), (-1, -1), (1, -1).

3. Ukéazeme, ze pro kazdy délitel d ¢isla n — 1 je d + ”T_l = %2_1 délitelné ¢islem 24:
Protoze djn—1, je d nesoudélné s 24 a sta¢i dokézat, ze 24 déli ¢itatel zlomku, tj. n+d?—1.
Dale 24|n ze zadani. Dale n — 1 je liché, tj. d je liché a d* —1 = (d—1)(d+1) je soucin dvou
sousednich sudych ¢isel, ktery je jisté délitelny osmi. Zaroven d neni délitelné tfemi, takze
d® — 1 je délitelné tfemi. Dohromady tedy 24|d + “1. Zbyva si uvédomit, ze délitele ¢isla
n — 1 lze rozdélit na dvojice d, "T_l, tj. ze n — 1 neni druhou mocninou. To plyne napr. z
toho, ze n — 1 = —1 (mod 3). Tim je dikaz hotov.

4. Levou stranu upravime do tvaru Abelovské sumy

n—1
ai as an 1 1
Tro ot = (it t +an)+;<i Z,+1)(a1+ + ai).
Sec¢tenim dvojic a1 +ai—1 > ai, a2 +ai—2 > ai,. .. vyjde nerovnost 2(a1 +---+a;—1) > (i —
1)a; ekvivalentnis (i+1)(a1+---+ai—1) > (i—1)(a1+- - -+a;), tedy aiiijfll > aii:::i?.
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Opakované pouzijeme tuto nerovnost, vsimneme si teleskopickych rozdilt § — 77 = D

a nakonec pouzijeme a1+---+anZ"T+1an:
n—1
a1 an 1 1 1 i(i+1)
Ay D= - ST
Ctot >t +a)<n+Z(i i+1)n(n+1)
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