5. soutézni série — reSeni

1. BUNO nechf je nejmensi ¢islo v tabulce 1 a nejvétsi oznaéme M. Snadno
nahlédneme, Ze pokud mezi dvéma policky v tabulce umime vyrobit ,cestu“ z policek
sousedicich hranou, pti které pfekrocime h hran, pak rozdil ¢isel v téchto dvou
polickéch je nanejvys hn. Ovsem kazda dveé policka mizeme spojit cestou prekracujici
nanejvys 2n? — 2 hran (nejdelsi cesta je mezi prot&j$imi rohy), je tedy M — 1 <
(2n? — 2)n. V tabulce o n* polich tedy je nanejvys 2n3 — 2n + 1 riiznych hodnot,
néjakd hodnota se tedy musi vyskytovat alespon v poctu
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tedy se musi vyskytovat alesponi (|n/2] 4 1)-krat.

2. Predné si uvédomme, ze A musi mit diagonéalni Jordantuv tvar — kdyby tomu
tak nebylo, neexistovala by baze z vlastnich vektorii (coz pfedpoklddame). Alge-
braické a geometrické nasobnosti vsech vlastnich ¢isel jsou tedy stejné, dale proto
budeme mluvit jen o nasobnosti.

Jisté néjakému vlastnimu ¢islu A matice A p¥islusi vice vektord z vy, ..., Vn41,
ne7 je jeho nasobnost k (Dirichlettiv princip). Kdyby kromé A\ méla A jesté n&jaké
jiné vlastni ¢islo, mélo by A nasobnost ostfe mensi nez n, a tedy bychom mohli
Z v1,...,Un+1 Vybrat vice jak k, ale ne vice nez n vektord pfislusnych A; tyto by
byly linedrné zavislé, spor se zadanim.

Jordanuv tvar A je tedy A\F, a tedy i A = A\E.

3. Pro f = 0 je rovnost splnéna pro libovolnou g. Dale necht f neni identicky
rovna nule. Necht takovy interval (a,b) a kladna funkce ¢ existuji, pak na (a, b) plati
f9'+fg=14d,

g(f=1f)=-fg (1)
Pokud f = f' na R, pak f(x) = ce” a ¢ # 0 (f nenulova). Pak ale f' # 0 na R a aby
byla splnéna rovnice (1), musi byt g = 0, spor. Tedy, f nesmi byt exponencidla ce®,
c#0.

Pokud naopak f neni exponencidla ce®, ¢ € R, pak najdeme zy € R, kde je
f — f' # 0 a ze spojitosti nerovnost plati i na okoli. Na tomto okoli miiZzeme rovnici
(1) vydélit f — f’ a z teorie diferencidlnich rovnic mame existenci feSeni g na malém
okoli xy pro pocéateéni podminku g(zo) = 1. Toto FeSeni je na né&jakém okoli xg
kladné a to je hledany interval a hledana g, jak se snadno ukaze upravenim rovnice
do tvaru (fg) = f'¢g’.

4. Je znamo, ze pro libovolné pevné n € N existuje dokonce nekone¢né mnoho

prvocisel ve tvaru 14nd. Zvolme jedno pevné d a prvocislo p = 1+nd. Pak ¢isla a; =
e
Cleny této posloupnosti jsou prvky S, protoze ¢isla 1,1+d, ..., 1+ (n—1)d jsou mensi
nebo rovnéd p — 1, neboli a; jsou v pozadovaném tvaru 1/r; pro néjakd pfirozena r;.
Tato posloupnost je také maximélni, nebot ¢len ag = (1 — d)/(p — 1)! neni kladny a
¢len any1 = p/(p — 1)! uz je v zadkladnim tvaru.

,i=1,...,n tvorl aritmetickou posloupnost délky n s diferenci d/(p — 1)!.



