73. ro¢nik Matematické olympiady — 2023 /2024

Ulohy istiedniho kola kategorie P — 1. soutéini den

Na feseni tiloh mate 4.5 hodiny ¢istého ¢asu. Reseni kazdé tlohy piste na samostatny
list papiru. Pti soutézi je zakdzano pouzivat jakékoliv pomtcky kromé psacich potieb
(tzn. knihy, kalkulacky, mobily, apod.).

Reseni kazdé tlohy méa obsahovat:

® Popis TeSent, to znamend slovni popis principu zvoleného algoritmu, ar-
gumenty zdivodnugici jeho sprdavnost (pfipadné dikaz spravnosti algorit-
mu), diskusi o efektivité vaSeho FeSeni (Gasovd a pamétova slozitost; to
se netyka tlohy P-III-3). Slovni popis FeSeni musi byt jasny a srozumitel-
ny i bez nahlédnuti do samotného zapisu algoritmu (do programu). Neni
mozné odkazovat se na vase feSeni tloh z predchozich kol, opravovatelé je
nemusi mit k dispozici.

® Doporucujeme uvést zdpis algoritmu v néjakém dostatecné srozumitelném
pseudokédu (pfipadné v programovacim jazyce C/C++, Python nebo po-
dobném). Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy,
vystupy, implementaci jednoduchych matematickych vztahi, vyhledavani
v poli, tFfidéni apod. Zapis algoritmu sice neni povinnou souc¢asti feseni, ale
pfi nejasnosti v popisu feseni mtize opravovatelim pomoci s pochopenim
algoritmu.

Za kazdou tdlohu mizete ziskat maximélné 10 bodd. Hodnoti se nejen spravnost
feSeni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy po-
suzujeme podle jejich Casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoctu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na Ffadové rychlosti ristu této funkce. V zadani
kazdé ulohy najdete priblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfeSenim
tlohy rozumime to, Ze vas program spustény s takovymi daty na souasném bézném
pocitaci dokonéi vypocet béhem nékolika sekund.



P-III-1 Susi bufet

Po pohyblivém pésu v susi bufetu dnes postupné proslo n talifki. Na i-tém
talitku byl kousek susi, ktery mél kvalitu ¢; a vazil v; grami.

Vime, Ze nékdy béhem dne prisla do bufetu Kika, sedla si k pasu a néjaky cas
jedla vSechny kousky susi, které sly kolem. Nakonec usoudila, ze uz toho snédla dost,
a tak z bufetu odesla. Samoziejmé kdyz snime deset riznych kouski susi a jeden
z nich je $patny, pokazi to dojem z celého obéda. Proto plati, Ze kvalita jejiho obéda
je rovna nejmensi z kvalit susi, které snédla.

SoutéZni tloha

Vime, Ze Kika se v bufetu zvladla docela dost najist. Pfesnéji feceno, vime, ze
dohromady snédla alespon z grami susi. Zjistéte, jakou nejvétsi kvalitu ¢pax mohl
mit Ki¢in obéd. Nasledné zjistéte, kolik nejvice gramil viax susi mohla dohromady
snist, pokud jeji obéd opravdu mél kvalitu gmax-

Format vstupu

Na prvnim fadku jsou kladna celd ¢isla n a z. Na druhém fadku jsou kladné
cela ¢isla qq, . . ., qn, kvality jednotlivych kouski susi v potradi, ve kterém sly po pasu.
Na tfetim Fadku jsou kladné celd cisla vy, ..., v,, vahy jednotlivych kouski susi ve
stejném poradi.
Format vystupu

Na vystup vypiste dva fadky, na prvnim ¢islo ¢pax, na druhém ¢islo vpax.

Priklady

Vstup: Vjstup:
6 140 100
400 300 100 400 1000 10 260

50 51 52 53 54 20
Kika urcité snédla tieti kousek susi, jeji kvalita obéda tedy urcité byla nanejvys 100.
Nejvétsi mozny obéd s touto kvalitou vypada tak, Ze snédla prvnich pét kousku susi.

Vstup: Vijstup:
6 107 400
400 300 100 400 1000 10 107

50 51 52 53 54 20

Kika snédla ¢tvrty a paty kousek susi. Tento obéd m4 kvalitu min(400, 1000) = 400
a celkovou hmotnost presné 53 + 54 = 107 grami.

Bodovani

Mizete predpokladat, ze celkova vaha vSech kousk susi i jejich nejvétsi kvalita
se vejdou do bézné celociselné proménné ve vami zvoleném programovacim jazyce.
Tato ¢isla ale mohou byt fadoveé vétsi nez n, proto napiiklad neptredpokladejte, ze
je muzete setiidit v ¢ase O(n).

Plny pocet bodii ziskaji spravna feseni efektivni pro n < 500 000. Reseni efek-
tivni pro n < 5000 i v nejhorsim piipadé ziskaji 5 bod.



P-III-2 Pexeso

Na dlouhém pasku papiru je za sebou nakresleno n stejné velkych ¢tvercovych
obrazki. Obrazky na pasku se mohou libovolné opakovat. Kubik si chce vystfihnout
kousek tohoto pasku, tj. souvisly tisek tvoreny né€kolika po sobé jdoucimi obréazky,
a vyrobit si z néj pexeso. Jak urcité vite, v pexesu chceme mit kazdy obrazek presné
dvakrat.

Kubik se rozhodl, Ze do svého pexesa da praveé ty obrazky, které budou na jeho
kousku presné dvakrat (teoreticky by umél pouzit i ty obrazky, které ma na svém
kousku vicekrat, ale to by musel od kazdého zahodit spravny pocet nadbytecnych
kopii a pfijde mu, Ze s tim by bylo moc préace).

Souté&zni tloha

Na vstupu je dan popis pasku jako posloupnost ¢isel ag, ..., a,_1, priCemz
stejné ¢islo predstavuje stejny obrazek. Napiste program, ktery vypocita, kolik nejvic
dvojic mize mit Kubikovo pexeso.

Format vstupu
Na prvnim fadku vstupu je kladné celé ¢islo n, na druhém jsou kladné cela
¢isla ag, ..., Gp_1.
Format vystupu
Na vystup vypiste jedno celé ¢islo: nejvétsi mozny pocet obrazkt, které se
vyskytuji pravé dvakrat na souvislém tiseku vstupniho pasku papiru.
Priklady
Vstup: Vijstup:
14 3
7221779997 9972117

Pokud si Kubik vystiihne kousek ,2 1 77 999 7 999 7 2 1“, miize si dat do pexesa
dvojice s obrazky 1, 2 a 999. Jinym optimalnim FeSenim je vystrihnout kousek ,,999
7999 72 1 1“ a do pexesa vzit obrazky 999, 7 a 1. Zadny kousek tohoto papiru
neobsahuje vice nez tii dvojice.

Vstup: Viystup:
9 4
10 20 30 40 50 40 30 20 10

Zde je nejlepsi moznost vzit tiplné cely pasek papiru.
Vstup: Vijstup:

9 2

10 10 10 20 20 20 30 30 30

Zde je nejlepsi vystrihnout tisek ,10 10 20 20%, ,,20 20 30 30%, nebo ,,10 10 20 20 20
30 30“.
Bodovani

O velikostech cisel a; nepfedpokladejte nic kromeé toho, ze se vejdou do béznych
celodiselnych proménnych ve vami zvoleném programovacim jazyce.
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Spravna feseni efektivni pro n < 108 ziskaji 8-10 bodii v zavislosti na piesné
Gasové slozitosti. Regeni efektivni pro n < 5000 ziskaji 4-5 bodt v zavislosti na
presné casové slozitosti.



P-III-3 O Vekslakbotovi a Pokladniéce

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na této a nasledujicich stranéch,
ktery je totozny se studijnim textem ze zadani domaciho a krajského kola.

Jednotlivé podilohy jsou hodnoceny nezavisle, mizete je TeSit v libovolném
poradi. Pfi hodnoceni budeme prihlizet jen ke spravnosti vasich programi — na jejich
efektivité (Casové sloZitosti) ndm nebude zalezet. Nezapomerite kromé samotného
programu uvést i jeho slovni popis, véetné zdivodnéni spravnosti.

Poduloha A (2 body): nadpoloviéni vétsina

V Pokladnicce je na zac¢atku ¢ > 0 ¢ervenych, m > 0 modrych a z > 0 zelenych
Zetontl (a nic jiného). Je zaruceno, ze nékterd barva md nadpoloviéni vétsinu, tedy
jejich Zetont je ostie vice nez polovina vsech. Napiste program, po jehoz skoncéeni bu-
de v Pokladnicce presné jeden Zeton, a to té barvy, kterd méla ptuvodné nadpoloviéni
vétsinu.
Podiloha B (4 body): logaritmus

Funkce g(z) = [logy ] pocita horni celou ¢ast dvojkového logaritmu ¢isla .
Slovné: g(z) je nejmensi celé islo y takové, ze 2¥ > x. Napiiklad plati g(31) = 5,
9(32) = 5 (nebot 25 je presné 32) a g(33) = 6.

Na zacatku je v Pokladniéce ¢ > 0 Cervenych zetont a nic jiného. Napiste
program, po jehoZ skonéeni bude v Pokladnic¢ce pfesné g(c) modrych Zetont. Mizete
libovolné pouzivat omezeni. Po skonéeni programu mohou v Pokladnicce byt i zetony
jinych barev.

Podiloha C (4 body): Fibonacci

Fibonacciho ¢isla jsou definovana nasledovné: Fy = 0, F; = 1 a pro kazdé
celé ¢islo n > 2 plati F,, = F,_1 + F,,_2. Tato posloupnost tedy zacina nasledovné:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

V Pokladnicce je na zacatku ¢ > 0 ¢ervenych Zetonu a nic jiného. NapiSte pro-
gram bez pouZiti omezent, po jehoz skonceni bude v Pokladnic¢ce pfesné F, modrych
zetonl a nic jiného.

Césteéné body miizete dostat za korektni feSeni, kterd pouziji omezeni a/nebo
budou mit na konci v Pokladnicce i jiné nez modré Zetony.

Studijni text

Za devatero horami a devatero fekami byla jednou jedna prazvlastni zemé. V té-
to zemi zili roboti a misto penéz pouzivali Zetony vSech moznych barev. V domecku
na upati desaté hory spolu zili dva hrdinové naseho piibéhu: roboti Vekslakbot a
Pokladnicka.

Jak asi tusite z jejtho jména, Pokladnicka v sobé rada uklddd vSechny mozné
zetony. Jak mozna z jejiho jména netusite, Pokladnicka také velmi rada vykonava
riizné programy. A jak jste si po pfeéteni pfedchozi véty naprosto jisti (ostatné, toto
je studijni text Matematické Olympiddy kat. P a ne jen tak néjakd pohadka), pravé
tyto programy pro ni budete psat vy jako feseni soutéznich tloh.
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Vekslédkbot je mistr vymétiovani Zetoni. Af uz chce vyménit dva ¢ervené za tii
modré, anebo zluty a éerny za 10° 4 7 Sedjch, Veksldkbot uréité zna robota, ktery
zné robota, jenz s nim pravé takovou sménu rad provede. Vekslakbot ma moc rad
Pokladnicku, takze pokud ho ona o n&jakou vyménu poprosi, okamzité (nebo, jak
fikdme my, v konstantnim ¢ase) ji pro ni provede.

Pojdme se nyni podivat na to, jak budou vypadat programy pro Pokladnicku.
Zaklady: vstup, vystup, program

Vstupem pro Pokladni¢ku budou Zetony, jez ma na zacatku ulozené v sobé.
Neexistuje zadny vystup. V zadani jednotlivych tloh budeme ruzné definovat cile,
jichz maji vaSe programy dosdhnout.

Program pro Pokladnicku se sklada ze dvou ¢asti: omezeni, ktera musi dodrzet,
a pokyni, které mé vykonavat.
Omezeni

Prvni ¢asti programu pro Pokladni¢ku je koneénd mnoZina omezeni (mize
byt i prazdnd). Omezeni pro Pokladni¢ku uréuji, kolik nejvyse zetont konkrétni bar-
vy, piipadé kombinaci Zetonti riiznych barev, miize mit najednou v sobé. Formalné,
omezeni jsou linedrni nerovnosti nasledujiciho tvaru:

ki - barva; + ko - barvas + - - - + k,, - barva,, < limit,

s s

kde vSechny koeficienty k; i limit jsou konkrétni kladnd celd ¢isla a barva; jsou
proménné oznacujici pocet Zetonl piislusné barvy v Pokladnicce. Tecky () mizeme
vynechat, pokud je ziejmé, kde kon¢i koeficient a kde zac¢ind nazev barvy. Priklady
omezeni jsou naptiklad nerovnosti modra < 7 nebo modra + 2¢ervena < 3.

Pokud se néjaké barvy zadné omezeni netyka, muze byt v Pokladnicce libovolné
mnozstvi zetonl této barvy.
Instrukce

Kazdé instrukce pro Pokladnicku ma nasledujici tvar:

ki - barvas,...,k, - barva, — {1 - barva,y1,..., 4, - barva,n,

Vsechno nalevo od — budeme nazyvat levou stranou instrukce, v§echno napravo zase
pravou stranou. Tecky (-) mtZeme vynechat, pokud je zfejmé, kde konéi koeficient
a kde zacina nazev barvy.

Vsechna k; i £; musi byt kladna celd ¢isla. V ramci pravé i levé strany instrukce
musi byt vSechny pouzité barvy rizné. Je povolené pouzit stejnou barvu na obou
stranach instrukce. Je povolené mit n = 0 ¢i m = 0, tedy instrukci, které ma nékterou
stranu prazdnou. (Je povolené mit prazdné i obé strany, ale jak se brzy dozvime,
program, v ném? bychom takovou instrukci pouzili, by nikdy neskondil.)

Priklady instrukei:

® 2¢ervena — 3modra

o 17luté, 1éernd — (10° + 7)sedd

® 3c¢ervend — 333cCervend, 334cyklamenova, 335purpurova
® 2zclend — ()



Posledni instrukce z pfikladu mé prazdnou pravou stranu. Pro zapis prazdné
strany instrukce budeme pouzivat symbol prazdné mnoziny, aby bylo jasné, ze je
prazdna tmyslné.

V nasich prikladech budeme pouzivat skute¢né nazvy barev. Ve svych pro-
gramech muzete jako nazvy barev pouzivat i libovolné jiné alfanumerické retézce. Je
také povoleno v zapisech vynechavat koeficient 1. Druhou z vyse uvedenych instrukeci
Ize tedy zapsat také jako zluté, ernd — (10° + 7)seda.

Pokladnicka vykond instrukci tak, Ze ze sebe vynda sadu Zetont na levé strané
instrukce, da ji Veksldkbotovi a poprosi jej, aby ji za né pfinesl sadu Zetonti z pra-
vé strany. Veksldkbot to samoziejmé okamzité zajisti a Pokladnicka do sebe vlozi
zetony, které ji prinesl.

Pokud v sobé Pokladnicka nemé vSechny Zetony, které vyzaduje leva strana
instrukce, nelze danou instrukci v tu chvili provést. Pokud by naptiklad méla pouze
dva ¢ervené zetony, neslo by provést instrukci 3¢ervend — 333Cervena.

Pokladnicka také nemtze provést instrukci, po jejimz provedeni by bylo poru-
Sené nékteré omezeni.

Program

Program pro Pokladni¢ku tvoii koneéna posloupnost instrukci vyse uvede-
ného typu. Zdurazniujeme, Ze jde o posloupnost, tedy zalezi na potadi instrukei.
Vykonavani programu

Program se vykonavé v krocich. V kazdém kroku Pokladnicka zacne ¢ist pro-
gram od zacatku a ¢te jej, dokud nenajde prvni instrukci, kterou momentalné mize

vykonat, a tu vykond. (Na zbytek programu se v tomto kroku uz ani nepodiva a
v dalsim kroku za¢ne znovu &ist program od zac¢atku.)

Vykonavani programu skon¢i, kdyz uz zadnou instrukci v programu nelze vy-
konat.
Priklad #1: Vice ¢ervenych

Uloha: Na zacatku jsou v Pokladni¢ce néjaké cervené a néjaké modré zetony.
Napiste program, po jehoz skonceni bude v Pokladnicce pravé jeden zlaty zeton a nic
jiného, pokud bylo ¢ervenych zetont vice nez modrych. Ve viech ostatnich ptripadech
musi Pokladnicka skonéit iiplné prazdna.
Reseni 1 (bez omezeni)

Nebudeme mit zadna omezeni. Pokyny budou vypadat nasledovné:

1. &ervena, modra — ()
2. Cervena, zlatd — zlata
3. Cervend — zlata
4. modra — ()
Pfi vykonavani tohoto programu bude nejprve Pokladnicka pouzivat instruk-

ci 1, dokud to lze. Az to prestane byt mozné, ma v sob& uz bud jen dervené, anebo
jen modré Zetony (anebo zadné Zetony a program skonéi). Pokud jsou modré, jedina
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vykonatelna instrukce je instrukce 4, jejimz opakovanym pouzivanim se Pokladnicka
vyprazdni a program skonci.

Pokud po skonceni instrukce 1 ztistanou v Pokladni¢ce ¢ervené Zetony, bude to
o trochu slozitéjsi: Jedina instrukce, kterd se v danou chvili da pouzit, je instrukce 3,
ktera vymeéni jeden Cerveny zZeton za jeden zlaty. Od této chvile se vsak instrukce 3
jiZz nepouzije, a to proto, ze lze vykonavat instrukci 2, ktera je v posloupnosti dfive.
Pomoci té se Pokladnicka postupné zbavi zbyvajicich ¢ervenych zetont. Jakmile v ni
zastane jen samotny zlaty Zeton, nelze vykonat zadnou instrukci, a program tedy
skondi.
ReSeni 1 (s omezenim)

Stejnou tlohu miizeme vyfesit s pouzitim omezeni. Vystacime si s jedinym:

e zlatd <1
Program vypada nasledovné:

1. ¢ervend, modra — ()
2. Cervena — zlata

3. Cervena — ()

4. modra —

Tentokrat se v situaci, kdy jsou v Pokladnic¢ce jen samé cervené Zetony, nejprve
jednou vykond instrukce 2 (jeden Gerveny Zeton vyménime za jeden zlaty) a potom
se uz bude pouzivat instrukce 3, dokud cCervené zetony nedojdou. Omezeni, které
jsme si zvolili, totiz Pokladni¢ce brani znovu vyuzit instrukci 2.

Priklad #2: Soucet
Uloha: Na zac¢atku je v Pokladni¢ce ¢ > 0 &ervenych zetontl, m > 0 modrych

zetonu a jeden zeleny. Napiste program, po jehoz skonceni bude v Pokladnic¢ce pfesné
¢ ervenych, m modrych a ¢ + m fialovych Zetoni.

Reseni: Kdybychom pouze chtéli dostat ¢ + m fialovych Zetont, stacilo by vy-
ménit vSechny cervené i modré Zetony za fialové s kurzem jedna ku jedné“. Jak ale
nepfijit o puvodni zetony?

Nase feSeni nebude mit zddna omezeni a program bude vypadat nasledovné:

1. ¢ervena, zelend — tmavocervena, zelena
. modré, zelend — tmavomodra, zelena
. zelend — zluta

. tmavocervend, zlutd — Cervena, fialova, zluta

[SA VR V)

. tmavomodra, zluta — modra, fialova, zluta
6. zlutd — ()
Vsimnéte si, jak nas program vyuziva pritomnost zeleného a zlutého Zetonu

v Pokladni¢ce: Pomoci nich umime rozlisit, zda jesté ménime pivodni cervené a
modré zetony, anebo zda jiz zpatky vznikaji nové.



