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Obrázek 1: Hrana paralelńı s e.

Následuj́ıćı tvrzeńı dokázal Voorhoeve [1]:

Věta 1. Necht’ G je bipartitńı 3-regulárńı graf na 2n vrcholech a e je hrana G.
Pak G má alespoň N = 3
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)n perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch hranu e.

Poznamenejme, že v G povolujeme násobné hrany (ale ne smyčky – to by
nebyl bipartitńı), a že nemáme žádný předpoklad na souvislost G. Nejprve
dokažme následuj́ıćı pomocné tvrzeńı, které spolu s větou 1 implikuje, že bipar-
titńı 3-regulárńı graf na 2n vrcholech má alespoň 9
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Lemma 2. Necht’ G je bipartitńı 3-regulárńı graf na 2n vrcholech takový, že pro
každou hranu e ∈ E(G) má G alespoň N perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch e.
Pak G má alespoň 3N/2 perfektńıch párováńı.

D̊ukaz. Necht’ v je vrchol G a e1, e2 a e3 hrany soused́ıćı s v. Označme Pi

množinu všech perfektńıch párováńı grafu G, které obsahuj́ı hranu ei, a na-
hlédněme, že |P1| + |P2| + |P3| je počet všech perfektńıch párováńı grafu G.
Dále |P1| + |P2| je počet perfektńıch párováńı grafu G, které neobsahuj́ı hranu
e3, a dle předpokladu |P1| + |P2| ≥ N . Obdobně dostáváme |P1| + |P3| ≥ N a
|P2|+|P3| ≥ N . Sečteńım těchto nerovnost́ı dostaneme 2(|P1|+|P2|+|P3|) ≥ 3N ,
z čehož plyne požadované tvrzeńı.

D̊ukaz věty 1. Tvrzeńı dokážeme indukćı dle n. Je-li n = 1, pak se G skládá z
trojnásobné hrany mezi jeho dvěma vrcholy a má 2 perfektńı párováńı neobsa-
huj́ıćı hranu e, proto tvrzeńı plat́ı. Necht’ n > 1.

Jestliže G neńı souvislý, pak označme G1 komponentu souvislosti obsa-
huj́ıćı e a položme G2 = G − G1. Dle indukčńıho předpokladu má G1 alespoň
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)|V (G1)|/2 perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch e. Je-li f libovolná hrana

G2, pak G2 má alespoň 3
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)|V (G2)|/2 perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch f .
Každá kombinace párováńı v G1 a v G2 dává párováńı v G, proto G má alespoň
9
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> N perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch hranu e.

Předpokládejme nyńı, že G je souvislý. Necht’ e = uv a u, w1 a w2 jsou
sousedi v. Jelikož G je souvislý a |V (G)| ≥ 4, můžeme předpokládat w2 6= u.
Jestliže w1 = u, pak z bud’ soused u r̊uzný od v a H bud’ graf źıskaný z G−{u, v}
přidáńım hrany e′ = w2z, viz obr. 1. Nahlédněme, že H je bipartitńı 3-regulárńı
graf na 2(n−1) vrcholech, a z indukce a lemmatu 2 má H alespoň 9
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perfektńıch párováńı. Každé perfektńı párováńı M grafu H odpov́ıdá právě
jednomu perfektńımu párováńı G, které neobsahuje hranu e: Jestliže M obsahuje
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Obrázek 2: e soused́ı s paralelńı hranou
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Obrázek 3: Obecný př́ıpad

hranu e′, pak ji nahrad́ıme hranami w2v a uz. Jestliže M neobsahuje hranu e′,
pak přidáme hranu spojuj́ıćı vrcholy u a v r̊uznou od e. Proto G má alespoň N
perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch e.

Můžeme tedy předpokládat, že w1 6= u. Jestliže w1 = w2, pak y bud’ soused
w1 r̊uzný od v a H graf źıskaný z G − {v, w1} přidáńım hrany e′ = uy, viz
obr. 2. Dle indukčńıho předpokladu má H alespoň 3
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párováńı neobsahuj́ıćıch hranu e′. Každé takové párováńı M odpov́ıdá dvěma
párováńım v G neobsahuj́ıćım hranu e (do M přidáme jednu ze dvou hran
spojuj́ıćıch v a w1), proto G má alespoň N perfektńıch párováńı neobsahuj́ıćıch
e.

Na závěr uvažujme př́ıpad, že w1 6= w2. Pak e1 = w1y1, e2 = w1y2 budiž
hrany soused́ıćı s w1 r̊uzné od vw1 a e3 = w2y3, e4 = w2y4 hrany soused́ıćı
s w2 r̊uzné od vw2. Necht’ H1 je graf źıskaný z G − {v, w1} přidáńım hran
e′1 = uy1 a w2y2 (viz obr. 3) a H2 graf vzniklý přidáńım hran e′2 = uy2 a w2y1.
Necht’ H3 je graf źıskaný z G − {v, w2} přidáńım hran e′3 = uy3 a w1y4 a H4

graf vzniklý přidáńım hran e′4 = uy4 a w1y3. Z indukčńıho předpokladu má
každý z graf̊u Hi alespoň 3N/4 perfektńıch párováńı, které neobsahuj́ı hranu e′i.
Bud’ Pi množina všech párováńı grafu G, které neobsahuj́ı hranu e a obsahuj́ı
hranu ei. Nahlédněme, že množiny P1, P2, P3 a P4 jsou navzájem disjunktńı.
Uvažujme párováńı M grafu H1, které neobsahuje hranu e′1. Jestliže M obsahuje
hranu y2w2, pak M odpov́ıdá párováńı v P2, źıskanému nahrazeńım hrany y2w2

hranami e2 a vw2. Obdobně, jestliže M obsahuje e3, pak odpov́ıdá párováńı
v P3 a jestliže obsahuje e4, pak odpov́ıdá párováńı v P4. Proto |P2| + |P3| +
|P4| ≥ 3N/4. Uváž́ıme-li párováńı v grafech H2, H3 a H4, dostáváme obdobně
|P1|+ |P3|+ |P4| ≥ 3N/4, |P1|+ |P2|+ |P4| ≥ 3N/4 a |P1|+ |P2|+ |P3| ≥ 3N/4.
Sečteńım těchto nerovnost́ı dostáváme 3(|P1|+ |P2|+ |P3|+ |P4|) ≥ 3N , a tedy
|P1|+ |P2|+ |P3|+ |P4| ≥ N . Nicméně, |P1|+ |P2|+ |P3|+ |P4| je rovno počtu
perfektńıch párováńı G neobsahuj́ıćıch hranu e, č́ımž je tvrzeńı dokázáno.
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